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UNIVERSIDAD

(' DE INGENIERIA Funciones de varias variables: Integracién NACIONAL DE CUYO

NOTA: Muchos ejercicios de este trabajo préactico han sido tomados del libro “Célculo de
varias variables”de Thomas, décimosegunda edicién, Ed. Pearson.
Los ejercicios se dividen en ejercicios obligatorios (o), recomendados no obligatorios (r) y opcio-
nales (*).

Jacobianos para cambios de variables:

A(z,y) cos(f) —rsen(h)

9 = N = =
r(r,0) = (rcos(),rsen(d)); 0r.0) sen(6) 7 cos(8) r
z(r,0) y(r,0)
cos(f) —rsen(d) 0
r(r,0,z) = (rcos(0),rsen(d), z ); .y, 2) = | sen(d) rcos(d) O |=r
—_— —— 8(7", 0, Z) 0 0 1
z(r,0,z)  y(r,0,2) z(r,0,2)

sen(¢) cos(f) pcos(¢)cos(d) —psen(¢)sen(h)

r(p.¢.0)=( psen(@) cos(6) psen(9) sen(0) peos(6)):  SELD=| en(g)sen(h) peos(@)sen(8)  psen(s)cos(9) |=p? sen(s)
L , K2

@(p..0) v(p.#.0)  2(p,6,0) cos(¢) —psen(¢) 0

1. Integrales dobles

1.1. Integrales dobles e iteradas sobre rectangulos

1. Calcule:

a) (v) /1 : /0 ' 2zy dydz
b) (x) /_i/_ll(x+y+1)dmdy

¢) (o) //(6y2—2x)dA, donde R = {(z,y) e R2:0< 2 <1,0<y <2}
R

d) (r) //mycosydA, donde R= {(z,y) eR?: -1 <z <1,0<y <7}
R

2. (r) Determine el volumen de la regién acotada arriba por el paraboloide de ecuacién z =
22 + 42 y abajo por el cuadrado R = {(z,y) € R? : =1 <2 <1,—1 <y < 1} (es decir,
R=1[-1,1] x [-1,1]).

3. (r) Calcule la integral de la funcién dada por f(z,y) = 2senx cosy sobre el rectdngulo
[0, 5] x [0, 7]. Analice si el valor obtenido representa o no un volumen; en caso afirmativo,
describa el sélido.

1.2. Integrales dobles sobre regiones generales

4. (o) Trace las siguientes regiones de integracion:
a) ~1<z<2 r—-1<y<z’
b) 2<y<2,y<z<Ad
) 0<y<1,y<z<2y.



d) 1<z<e?, 0<y<Inz.
5. (o) Escriba la integral iterada / / dA sobre la regién descripta usando (i) secciones trans-
R

versales verticales y (ii) secciones transversales horizontales.

a)

al Yy

L
>

b) Regién acotada por y =e™*, y=1y z =1n3.

6. Trace la regién de integracion y evalide la integral.

a) (1) /OF/Osenxydydgc.
b) (1) /12/:2 dx dy.

¢) (1) /0 1 /O Y e dy.
d) (o) /0 1 /O VI ekt ds

z sect
e) (o) /i/o 3 costdu dt.
~3

7. (r) Calcule la integral // f(s,t)dA para f(s,t) = e®Int sobre la regién del primer cua-
R

drante del plano st que estd arriba de la curva s = Int desde t = 1 hasta t = 2. Atencién
al orden de las variables s y t.

8. (r) Trace la region de integracién y escriba una integral doble equivalente, con el orden de
integracién inverso.

1 pl-a?
a) / / dy dzx.
0 -z
% 9—4z2
b) / / 16zdy dzx.
0o Jo
2 pvVAa—x2
c) / / 6xdy dz.
0 J—vd—x2
9. (r) Trace la regién de integracion, invierta el orden de integracién y evaltie la integral:
/ 8 / 2 dydz
o Jyryttl
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

(o) Determine el volumen del sélido acotado arriba por el cilindro de ecuacién z = 22 y
abajo por la regién encerrada por la pardbola y = 2 — 22 y la recta y = x en el plano zy.

(r) Determine el volumen del sélido en el primer octante acotado por los planos coordenados
el cilindro 22 + y?> = 4 y el plano z +y = 3.

(r) Calcule el volumen del sélido cortado de la columna cuadrada |z| + |y| < 1 por los
planos z =0y 3z 4+ z = 3.

(r) Trace la region de integracién y el sélido cuyo volumen esta dado por la integral

/ / \/25761:5 dy.

Evalte la integral impropia —dy dx como si fuese una integral iterada.
3y
-z X

(o) Un sélido tiene su base R sobre el plano zy y estd acotado por arriba por el paraboloide
z = 22 + y2. El volumen de dicho sélido es

1 pry 2 r2—y
= / / (2% + %) dz dy + / / (2% + y*)dx dy.
0 JO 1 JO

Grafique la region base R y exprese el volumen del sélido como una integral iterada simple
con el orden de integracién invertido. Luego evalie la integral para determinar el volumen.

(0) {Qué regién R en el plano xy maximiza el valor de //(4 — 2?2 — 2y%)dA. Justifique su

respuesta.

(r) ;Es posible evaluar la integral de una funcién continua f(x,y) sobre una regién rectan-
gular en el plano xy y obtener respuestas diferentes dependiendo del orden de integracién?
Justifique su respuesta.

(r) Pruebe que

0 0 00 ) 2
/ / —v? dydz = hm / / —v? drdy = (/ e " dm) .
0 0 0

1.3. Areas por doble integracién

(r) Trace la region acotada por las rectas y las curvas dadas. Exprese el drea de la regién
como una integral doble iterada y evalie la integral.

a
b
c

d

) Lasrectas t =0, y =2z y y = 4.

) La pardbola z = —y? y la recta y = = + 2.

) Lacurvay =e® y lasrectas y =0, z =0y = = In2.

) Las pardbolas . = y> — 1y z = 2y — 2.

Las siguientes integrales y sumas de integrales dan areas de regiones en el plano zy. Trace
cada region, identifique cada curva de la frontera con su ecuacion y obtenga las coordenadas
de los puntos donde las curvas se cortan, luego calcule el area de la regién.

6 pr2y
0)/ /2 dxdy.
0 Sz



2 y+2
b) (r)/ / dxdy.
—1Jy2
0 1-z 2 rl-zx
¢) (o) / dyda:+/ / dydz.
—-1J-2z 0 J—

3
21. (r) Calcule el valor promedio de f(z,y) = sen(z + y) sobre
a) el rectdngulo 0 <z <7, 0<y <,
b) el rectangulo 0 <z <7, 0 <y < 7.
22. (1)
a) {Qué piensa que serd mayor, el valor promedio de f(z,y) = zy sobre el cuadrado

0<2<1,0<y<1o el valor promedio de f sobre el cuarto de circulo 2% + 4% < 1
en el primer cuadrante? Calcilelos para responder.

b) Calcule los valores medios de f(z,y) = zy sobre los dos cuadrados —1 < x < 1,
—1<y<1ly-1<2<0,-1<gy<0ysobreel disco 2> + y*> < 1. Compare los
valores obtenidos entre si y con los del inciso anterior.

1.4. Integrales dobles en forma polar

23. (o) En los ejercicios dados a continuacién, describa, en coordenadas polares, la regién dada.

1. 2. 3.
y y
2 4
1
X > X
9 0 2 ~

4. 5. 6.

¥y y y

h A A
2 T~

V3|
0 1
> X X
0 1

2_,.—

24. (r) Cambie la integral cartesiana por una integral polar equivalente. Luego evalie la integral
polar.

2) /O i /0 @(xZ-I-yz)d:cdy.

2 ry
b) / / dzdy.
V2 J\fa—y?



25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

dydz.

0 0 9
C e —
) /1/W1+\/x2+y2

2 V2xr—x2 1
d . dyda.
L

w/2 rl
(r) Dada / / 3 sen 0 cos Odrdf, expresada en coordenadas polares, grafique la regién
0 0

de integracion y exprese la misma integral usando coordenadas cartesianas. No evalie la
integral.

(r) Obtenga el area de la regién que se encuentra dentro de la cardioide de ecuacién polar
r =1+ cosf y fuera de la circunferencia r = 1.

(r) Obtenga el drea encerrada en el pétalo de una rosa r = cos(36), en coordenadas polares.

TTTT T T 1T

[T T[T T T T [ TTT T [TTTT
25 0.5 0.75 1

(r) Determine la altura promedio de la superficie hemisférica z = y/a? — 22 — y2 sobre el
disco 22 + 32 < a? en el plano zy.

(r) Obtenga la distancia promedio desde un punto P(x,y) del disco 22 + y? < a? hasta el
origen.

1 2 2
(r) Integre f(z,y) = m sobre la regién 1 < 22 4+ y? <e.

(r) La regién que se encuentra dentro de la cardioide de ecuacién polar r = 1 + cosf y
afuera de la circunferencia » = 1 es la base de un cilindro recto sélido. La parte superior

del cilindro estd en el plano z = x. Determine el volumen del cilindro.

oo
(r) La manera usual de evaluar la integral impropia I = / e **dz es calcular primero
0

I? = </ e_x2dx> </ e_yzdy> —/ / e_(””2+y2)d:cdy.
0 0 o Jo

Evalie la dltima integral usando coordenadas polares y despeje I de la ecuacion resultante
(recuerde lo visto en el ejercicio 18).

su cuadrado:

1.5. Momentos y centros de masa de placas planas

(r) Calcule el centro de masa de una placa delgada de densidad § = 3 acotada por las
rectas © = 0, y = z y la pardbola y = 2 — 22 en el primer cuadrante.



34. (r) Determine el centroide (centro de masa en un sélido de densidad constante) de la placa
fina ubicada en el primer cuadrante, acotada por el eje z, la pardbola %> = 2z y la recta
r+y=4.

35. (r) Calcule la masa de una placa delgada que ocupa la pequena regién determinada por la
elipse 22 + 4y? = 12 y por la pardbola x = 4y si la densidad es §(x,y) = 5z.

36. (r) Calcule el centro de masa y el momento de inercia, con respecto al eje y, de una placa
rectangular delgada cortada en el primer cuadrante por las rectas x = 6 y y = 1, si
é(z,y) =z +y+1

37. (o) Plantee y (r) calcule el centro de masa y el momento de inercia con respecto al eje y,
de una placa delgada acotada por la recta y = 1 y la pardbola y = 22 si la densidad es
o(x,y) =y +1.

2. Integrales triples

2.1. Integrales triples en coordenadas rectangulares

38. Escriba seis diferentes integrales triples iteradas que permitan calcular el volumen de:

a) (r) el sélido rectangular en el primer octante acotado por los planos coordenados y
los planos © =1, y = 2 y z = 3. Evaltie una de ellas.

b) (o) El tetraedro determinado en el primer octante por el plano 6x + 3y + 2z = 6.
Evaliie una de las integrales.

39. (o) Sea D la regién acotada por los paraboloides z = 8 — 22 — y? y 2z = 22 + y2. Escriba

dos integrales triples que permitan calcular el volumen de D. Evaltie una de ellas.

40. (r) Represente el sélido correspondiente a la regién de integracién y calcule cada integral:

1,1 g1
a) / / / (2% + y* + 2%)dzdydz.
0o Jo JO
1 3—3xz p3-3z—y
b) / / / dzdydz.
0 JO 0
1 r2—x p2—x—y
c) / / / dzdydz.
0 JO 0
2

1 0 Y
41. (o) La siguiente es la regién de integracién de la integral / / / dzdydz.
0o J-1Jo

X

Replantee la integral como una integral iterada equivalente en el orden:

a) dydzdz.



b) dxdydz.
¢) dzdzdy.

42. (r) Calcule el volumen de

a) la cufia definida en el cilindro 22 4+ 2 = 1 por los planos z = —y y z = 0 (gréfico 1);

b) la regién del primer octante acotada por los planos coordenados, el plano y =1 — =
y la superficie z = cos(mz/2), 0 < x < 1 (grafico 2);

¢) la regién cortada en el cilindro 22 + y? = 4 por el plano z = 0 y el plano x + z = 3
(gréfico 3).

43. (r) Calcule el valor promedio de f en la regién dada:

a) f(x,y,2z) = x?+9 sobre un cubo en el primer octante acotado por los planos coorde-
nados y los planos x =2, y =2y z = 2.

b) f(x,y,z) = & +y — z sobre un sélido rectangular en el primer octante acotado por
los planos coordenados y los planos x =1,y =1y z = 2.

44. (r) Evaltie la siguiente integral cambiando el orden de integracién de manera adecuada:

/ / / 4COS dxdydz.

2.2. Integrales en coordenadas cilindricas y esféricas

45. Evalie las siguientes integrales en coordenadas cilindricas:

2 V18—12
/ / / dzrdrdf y represente graficamente la regién de integracion.
r2/3

o L 342412

r) / / / dzrdrdf.
3vV4—r2

/ / / zdzrdrdd.

27 z/3
r) / / / r3drdzdf y represente graficamente la regién de integracion.

46. (r) Sea D laregién acotada abajo por el plano z = 0, arriba por la esfera 22 +y?+22 = 4,y a
los lados por el cilindro 22+y? = 1. Enuncie las integrales triples en coordenadas cilindricas
que dan el volumen de la regiéon D, usando los siguientes 6rdenes de integracion:



a) dzdrdf.
b) drdzdf.

1 V1-y? rz
47. (o) Convierta la integral / / / (2% + y*)dz dx dy en una integral equivalente en
-1Jo 0

coordenadas cilindricas y evalie el resultado.

48. En los siguientes ejercicios, enuncie la integral iterada para evaluar / / / f(r,0,2)dzrdrdf
D

sobre la regién D dada.

a) (r) D eslaregién acotada abajo por el plano z = 0, a los lados por el cilindro r = cos 8
y arriba por el paraboloide z = 3r2.

b) (r) D es el cilindro circular recto cuya base es la circunferencia r = 2sen 6 en el plano
xy cuya parte superior estd en el plano z =4 — y. (Figura 1.)

¢) (r) D es el cilindro recto sélido cuya base es la regién del plano xy que estd dentro
de la cardioide » = 1 + cos 8 fuera de la circunferencia r = 1 y cuya parte superior
estd en el plano z = 4. (Figura 2.)

d) (o) D es el cilindro recto sélido cuya base es la regién entre las circunferencias r = cos
y 7 = 2cosf y cuya parte superior estd en el plano z = 3 — y. (Figura 3.)

r=1+cos@

r=2cos@

Figura 1 Figura 2 Figura 3

49. (r) Evalie las siguientes integrales (dadas en coordenadas esféricas) y represente grafica-
mente la region de integracién en cada caso. Como ayuda se brinda una imagen en la que
se encuentran contenidos los gréficos de algunas superficies frontera de estos sélidos (se
ven huecos, para facilitar la comprensién).

T pm p2cos¢ 2 pm pl—cos¢ .
a) / / / p?sen ¢ dp de df. c) / / / p*sen ¢ dp de df.
0 0 0 0 0 0

™ T p2seng 2 pm opm/2
b) / / / p?sen ¢ dp de db. d) / / / P> sen(2¢) deo d dp.
o Jo Jo 0 Jo Jr/4



2
\/ 2
0 0
_""l _2

50. Sea D la regién del ejercicio 46. Enuncie las integrales triples en coordenadas esféricas que
dan el volumen de D, usando los siguientes 6rdenes de integracion:

a) (r) dpdeodb.
b) (*) dpdpdb.
51. (o) Para cada uno de los siguientes sélidos, determine los limites en coordenadas esféricas
para la integral que da el volumen del sélido dado y evalte la integral.

a) El sélido entre la esfera p = cos ¢ y el hemisferio p = 2, z > 0 (Figura 4).

b) El sélido acotado abajo por la esfera p = 2cos ¢ y arriba por el cono z = /2 + y?
(Figura 5).

Ne)



Figura 4 Figura 5

52. (r) Plantee las integrales triples para calcular el volumen de la esfera de ecuacién esférica
p = 2 en coordenadas esféricas, cilindricas y rectangulares.

53. (r) Calcule los volumenes de los sélidos cuyos graficos se muestra a continuacion.

a) Z b) z

7=4-402+y?)

c)

r=-3cos @

y

x y

2= +y)r -1 ==-V1_-2

54. (r) Calcule el volumen de cada una de las regiones sélidas dadas a continuacién:
a) La region sélida mas pequena dentro de la esfera de ecuacion esférica p < 2 cortada
por el plano z = 1.
Sélido encerrado por el cono z = /22 + y2 entre los planos z =1y 2z = 2.
Regién que estd dentro de la esfera 22 + y? + 22 = 2 y fuera del cilindro 2% + y? = 1.

)
)
d) Regién encerrada por el cilindro 22 + 42 =4 y por los planos z =0y = +y + z = 4.
) Regién del cilindro sélido 22 + y? < 1 dentro de la esfera x? + 3% + 22 = 4.

)

Regién acotada arriba por la esfera z2 + y? 4+ 22 = 2 y abajo por el paraboloide
2., ,2
z=x"+y".

55. (r) Calcule el valor promedio de la funcién dada por f(r, 0, z) = r, en coordenadass cilindri-
cas, sobre la regién acotada por el cilindro r = 1 que se encuentra entre los planos z = —1
y z=1.

56. (r) Calcule el valor promedio de la funcién dada por f(p, ¢,0) = p, en coordenadas esféricas,
sobre la bola sélida p < 1.

57. (r) ;Qué simetria tendra una superficie con una ecuacién de la forma r = f(z) en coorde-
nadas cilindricas? ;Y si la ecuacién es p = f(¢), en coordenadas esféricas? Justifique su
respuesta.

2.3. Sustitucién en integrales multiples (r)

58. a) Resuelva el sistema

10



59.

60.

61.

62.

63.

64.

u=x—y
v=2xr+y
para xz y y en términos de u y v. Luego obtenga el valor del jacobiano %.
b) Encuentre la imagen bajo la transformaciéon v = x — y, v = 2z + y de la regién trian-
gular con vértices (0,0),(1,1) y (1, —2) en el plano zy. Trace la regién transformada
en el plano uv.

¢) Use la transformacién anterior para evaluar la integral

//R(ZL“2 —ay —y?) dx dy

para la regién R del primer cuadrante, acotada por las rectas y = —2x+4, y = —2x+7,
y=x—2,y=x+ 1.

2.4. Momentos y centros de masa de cuerpos solidos

(r) Determine el momento de inercia de una esfera sélida de radio a con respecto a un
didmetro (use 6 = 1).

(r) Calcule el momento de inercia de un cono circular recto de altura h y base de radio a,
con respecto a su eje. (Sugerencia: ponga el cono con su vértice en el origen y su eje a lo
largo del eje z.)

(r) Obtenga los momentos de inercia del prisma sélido delimitado por los planos coorde-
nados y los planos x = a, y = by z = ¢ (a,b y ¢ positivos) con respecto a sus aristas
mediante el calculo de I, I, e I..

Un sélido con densidad constante estd acotado abajo por la superficie z = 4y?, arriba por
el plano z = 4 y en los extremos por los planos x = 1 y x = —1. Obtenga el centro de
masa y los momentos de inercia con respecto a los tres ejes.

(r)

a) Calcule el centro de masa de un sélido de densidad costante acotado abajo por el
paraboloide z = 22 + y? y arriba por el plano z = 4.

b) Encuentre el plano z = ¢ que divide al sélido en dos partes de igual volumen. Este
plano no pasa por el centro de masa.

(r) La cunia de la figura tiene las siguientes dimensiones: a = 4, b = 6 y ¢ = 3. Trace una
grafica para convencerse de que el cuadrado de la distancia de un punto tipico (z,y, z) de
la cufa a larecta L : 2 = 0y = 6 es 72 = (y — 6) + 22. Luego calcule el momento de
inercia de la cuna con respecto a L.

Z

Centroide
en (0, 0,0)
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65.

66.

67.

68.

69.

70.

T1.

(o) Plantee y (r) calcule la masa, el centro de masa y el momento de inercia con respecto
al eje x, de la region sélida D en el primer octante, dentro del semiespacio x > 1, que estd
acotada por los planos y = 0, z =0 y el plano z + y + 2z = 2, si la densidad del sélido es
§(z,y,2z) = 2.

3. Ejercicios de refuerzo (seccién no obligatoria)

En esta seccién se ofrece una lista de ejercicios para ampliar la practica de integrales
multiples. Se incluye algunos ejercicios que han sido tomados en exdmenes.
1 V1-a? 1
Dada la integral/ / / dz dy dzx,
—1J-v1=22 J /2242
a) Cambie a coordenadas esféricas.
b) Cambie a coordenadas cilindricas.
¢) Evalte la integral.
Escriba una integral triple iterada para integrar f(x,y,z) = 6 + 4y sobre la regién del
primer octante acotada por el cono z = \/x? + 42, el cilindro z? + y?> = 1 y los planos

coordenados en coordenadas rectangulares, coordenadas cilindricas y coordenadas esféri-
cas. Luego determine la integral de f evaluando una de las integrales triples.

Las integrales triples que implican formas esféricas no siempre requieren coordenadas esféri-
cas para evaluarse de manera conveniente, algunos calculos se realizan més facilmente con
coordenadas cilindricas. Como ejemplos:

a) Calcule el volumen de la regién acotada arriba por la esfera 2 +y2 + 22 = 8 y abajo
por el plano z = 2 usando (i) coordenadas cilindricas y (i) coordenadas esféricas.
b) Un tazén semiesférico de 5cm de radio se llena con agua hasta 3cm de la parte

superior. Calcule el volumen de agua en el tazén.

La base de un sélido cubre la regién R del plano xy acotada por la pardbola 22 +y = 6
y la recta y = x. La altura del sélido en cada punto (z,y) € R estd dada por x2. Exprese
el volumen del sélido como (i) una integral doble (ii) una integral triple. Luego calcule el
volumen de dicho sélido.

Se perfora un agujero cilindrico circular en una esfera sélida, donde el eje del agujero es
un didmetro de la esfera. El volumen del sélido restante es

2 V3 pV/A—22
V=2 / / / rdrdzdf.
0 0 1

a) Determine el radio del agujero y el de la esfera.

b) Evalte la integral.

o
(*) La funcién gamma, I'(x) = / t*~Le~tdt, amplia la funcién factorial de los nimeros

0
naturales a otros valores reales y es de amplio uso en estadistica. De particular interés es

el nimero
T <1> — /Oo (1/2)=1 —t gy /OO L_tdt (1)
2 0 0o Vit

NG

o0
a) Demuestre que I = / eV dy = 5 (Recuerde el ejercicio 32.)
0
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b) Sustituya y = v/t en la ecuacién (1) para demostrar que I'(3) = 21 = /7.

72. En los primeros tres items, indique, justificando su respuesta, si la integral dada representa
el volumen de algin sélido. En caso afirmativo, describa el sélido y halle el volumen. En
caso contrario, explique por qué no.

1 p+V1-22 3
a) / / / dzdy dx.
0 Jo 22492
1 V122 p3—z—y
) / / / dzdydx.
0 Jo z2+4y2
1 p+V1—22 f2—2—y
c) / / / dzdydx.
0 Jo 22492

+V1-xz2 pm—x—y
d) En general, para la integral / / / dz dy dx, indique, justificando su
0 Jo z24y?
respuesta, cudl debe ser el minimo valor de m para que la integral represente el
volumen de un sélido.

+V1—-22 p2—z— y
e) Finalmente, dada la integral / / / (2% + y*)z dz dy dz, indique, cual
x24y2
es la regién de integracién y explique si ésta es o no un sélido.
73. Considere la funcién f : R® — R dada por f(z,y,2) = 22 — y? + 22.

a) Describa las superficies de nivel f(z,y,2) =k, para k = 1,0y —1.

b) Halle los valores extremos de f, si solo se consideran los puntos de la superficie dada
por la ecuacién y? + 22 = 1.

¢) Halle, si existe, la diferencial (total) de f en el punto (1,0,0).

d) Calcule / / / fdV, cuando FE es el solido comprendido entre el cilindro de ecuacién
E
22 +y?>=1ylosplanos z =0y z = 2.

74. Convierta la siguiente integral (dada en coordenadas rectangulares) a cilindricas:

VB VIR i g2
/ / / zy 22 dz dyde.
0 0 1
Vi—z? pd—a?—
75. Dada/ / / dzdydx,
2+y

a) Represente la regién de integracion.
b) Calcule la integral planteada.
¢) Interprete el valor obtenido en b.
76. Plantee una integral para hallar la masa del sélido que estd en el semiespacio y > 0,

comprendido entre las superficies y = 4 — 22 — 22 y y = V4 — 22 — 22, si la densidad en
cada punto viene dada por §(z,y, 2).
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4. Aplicacion

FEn ingenieria estructural, el segundo momento de area, también denominado segundo mo-
mento de inercia o momento de inercia de rea, es una propiedad geométrica de la seccién
transversal de elementos estructurales. Fisicamente el segundo momento de inercia esta
relacionado con las tensiones y deformaciones méaximas que aparecen por flexién en un
elemento estructural y, por tanto, junto con las propiedades del material determina la re-
sistencia maxima de un elemento estructural bajo flexion.

Consideramos una pieza prismatica de eje recto y seccion transversal cualquiera, sometida
a la accién de dos pares iguales y opuestos, actuantes en un plano que también contiene
al eje de la pieza.

Bajo dicha solicitacién se dice que la pieza estd sometida a flexién pura. En este ejemplo
se llama eje neutro de la pieza al lugar geométrico de los baricentros de las secciones
transversales. Se puede probar que el momento de las fuerzas internas (que se producen
en esta flexién) respecto al eje neutro es proporcional al momento de inercia de la seccién
transversal respecto al eje x.

Si la seccion transversal plana S considerada se parametriza mediante coordenadas rec-
tangulares (z,y), entonces podemos definir dos momentos de inercia asociados a la flexién
segiin x o segin y mediante:

Igcz//dexdy; Iyz//achyda:.
S S

Fisicamente representa una magnitud que cuanto mayor sea, corresponde a una menor
deformacién de la pieza, cuando ésta es solicitada a flexién, con x como eje neutro. La
misma depende de la configuracién de la seccién transversal de la pieza prismatica.

P
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Para cada uno de las siguientes piezas, ponga medidas genéricas (b y h para el rectangulo,
R para el radio y en el ultimo llame a la base, b, a la altura, h, y al espesor, ¢) y calcule los
momentos de inercia de las secciones transversales de cada una, respecto al eje z. Use una
computadora para comparar los valores de I, dando distintos valores a las dimensiones de
cada pieza. Extraiga conclusiones.
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