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Este texto ha sido desarrollado por algunos docentes de la cdtedra Anélisis Matemaético II de la
Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional de Cuyo, con el apoyo econémico de la Facultad.
Pretende abarcar los contenidos de calculo vectorial, ecuaciones diferenciales, series de Fourier y ecua-
ciones diferenciales parciales que ensenamos en el espacio curricular Analisis Matemaético II, que se
dictan en el segundo ano de la carrera.

Suponemos conocidos los contenidos béasicos del algebra lineal y de geometria analitica, asi como
los que se relacionan mas directamente con los temas del calculo vectorial, que son los de céalculo de
una variable real. Asimismo asumimos que el lector estd familiarizado ya con los temas (previos) de
funciones vectoriales y funciones de varias variables, diferenciales e integrales multiples.

Este texto es un complemento a las clases de tipo teérico y/o préctico que dictamos en la Facultad

de Ingenieria.
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Capitulo 1

Campos vectoriales

1.1. Definiciéon y ejemplos

Definicion 1.1.1. Un campo vectorial es una funcion F que asigna un vector a cada punto de
su dominio,

F:ACR"— R™
Asi, a cada vector (x1,...,x,) € A, F le asigna un vector de R™ dado por

F(:L'lv 7$n) = (f1($17 "'71'71)’ sy fm(xlv 71'71))’

las funciones f1, ..., fm se llaman funciones componentes de F.

Un campo de vectores en el espacio tiene una férmula como

F(x7y7 Z) - (fl(x7y7 Z)? fQ(x7y7 Z)? f3(x7 Y, Z)),

y se presenta, por ejemplo, en los campos de velocidades en un fluido; en los campos gradientes; en

los campos de fuerzas en el espacio, en los campos eléctricos, magnéticos o gravitatorios en el espacio,
ete.

Veamos algunos graficos de ejemplos de campos vectoriales.
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Campo eléctrico generado por

C_ampo eléctrico generado por un Campo gravitatorio.
una carga puntual. dipalo.
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Campo de velocidades.

El gradiente de un campo escalar f, es un campo vectorial.

1.1.1. Campo eléctrico
Campo eléctrico generado por una carga puntual.

Dada una carga puntual ) ésta modifica el espacio de manera tal que si se posiciona otra carga
puntual @) en cualquier punto dado del espacio, ésta tultima se verd afectada por una fuerza que
representamos por un vector F. De acuerdo a la Ley de Coulomb, esta fuerza vendrd dada por F =
%E%, donde € > 0 es una constante cuyo valor depende del medio, R es el vector Q — Q1 si Q1 y
@ tienen el mismo signo y Q1 — @ si los signos son opuestos y R es el médulo de R.

Definimos el valor del campo eléctrico E en un punto como la fuerza, por unidad de carga, sobre
una carga de prueba positiva en el punto, con tal que la carga de prueba AQ sea suficientemente

pequenia para que no perturbe el campo que se estd midiendo:

_F __ @& R
TAQ  1meR’R

Si identificamos con r la posicién de la carga de prueba AQ y con r’ la posicién de la carga que
genera el campo eléctrico, 1, podemos determinar el valor del campo eléctrico E en la posicién r (y

similarmente, en cualquier punto del espacio):

E(r) = Qi(r)y r—71

Cdmelr -1/ e —1/|

(1.1)

donde la notacién Q1 (r’) indica la carga Q1 en la posicién r’. Este es un ejemplo muy importante de

campo vectorial.
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A\ 4

Campo eléctrico generado por dos cargas puntuales; dipolos.

Si se considera dos cargas puntuales en el espacio, éstas generan un campo eléctrico que se puede
determinar efectuando la suma vectorial de los dos campos eléctricos individuales.
Digamos que las cargas puntuales que generan el campo eléctrico son @1 > 0y Qo < 0 y sus

vectores posicién son, respectivamente, r1 y ro. Entonces los campos eléctricos generados por cada
una de ellas son, segun (|1.1),

B Q) ron

~dmelr — 112 v — 1|

@Q2(rz) T-19

Cdmelr — 12 r — o]

y Es(r) =

Asi, el campo vectorial E generado por las presencia simultanea de ambas cargas, viene dado por la

suma vectorial:

Qi(r1) r-m @2(rz) r-—19
E(r)=E E = — .
(x) 1(r) + Ba(r) drelr —r1|? v — 11| 4dwe|r — raf? |r — rof

Se obtiene un campo vectorial de este tipo:

i r i
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1.2. Integral de linea

1.2.1. Integrales de linea de campos escalares

En Analisis Matematico I se vio cémo hallar areas de regiones planas comprendidas entre un eje

y el grafico de una funcién de una variable real. Buscamos generalizar este procedimiento para hallar
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areas de regiones bajo la grafica de una funcién de dos variables y sobre una curva plana incluida en

el dominio de la funcién. Esta es la integral de linea de un campo escalar.

Definicion 1.2.1. Dada una curva C' y una representacion paramétrica suave de la misma,
r(t), a <t <b, y dado un campo escalar f definido en una region abierta D, que contiene a C,

se define la integral de linea de f a lo largo de C por

[ pas= " Fe@)l @)

Observacién 1.2.2. Debe destacarse el hecho (que no probaremos) de que el valor de la integral de

linea es independiente de la representacion paramétrica suave de la curva C.

Interpretacién de la integral de linea de un campo escalar: si f estd definida en D C R? y
toma valores no negativos a lo largo de la curva C, que esté incluida en D, la integral de linea / fds

se puede interpretar como el area de la superficie S bajo el grafico de f y por encima de la curva C.
Es decir, el drea de la “cortina” o “pared” sobre la curva C' y bajo el grafico de f.

Si f estd definida en D C R3 y toma valores no negativos a lo largo de la curva C incluida en D,
la integral de linea f ds se puede interpretar como la masa del alambre ubicado sobre la curva C

C
cuando la densidad en cada punto viene dada por f.

altura fix, y)
/

=ald
[.-.}.} el

LI
ku ';\\Ek Curva C en el plano x

t=>5b

=

Origen de la definicién

Supongamos que tenemos una curva suave C' y una funcién f tales que se cuenta con una
representacion vectorial paramétrica r definida en [a,b] de C, y que f estd definida en una re-
gién abierta que contiene a C. Una particién del intervalo [a,b] (digamos P = {to,t1,ta,....tn},
a =ty <t <ty <---<t,=">),induce una particién en la curva suave C (dada por puntos
sobre C, digamos {Fy, P1,..., P,}, Py = A, P, = B). La continuidad de r asegura que al afinar la
particién P del intervalo [a, b], se achicard la distancia entre los correspondientes puntos de la curva
C. .

Entonces el area de la “cortina” viena dada por ”7131’|Tn E fr(ty))Asy.
—0
k=1
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Recordando que s(t) = f; |t/(t)|dt, por el TFC tenemos ds = |r/(t)|dt y el drea se puede calcular

como

b
/ Fe(E) (1) dt,

que es exactamente la integral fC fds.

Hay una animacion en la pagina de Khan Academy que se puede hallar en
https://www.khanacademy.org/math/multivariable-calculus/integrating-multivariable-functions/
line-integrals-for-scalar-functions-articles/a/line-integrals-in-a-scalar-field

Incluimos algunas imagenes tomadas de dicha animacién que ilustran el concepto de integral de
linea de un campo escalar.

El siguiente es un mapa de contornos del campo escalar f y en esta region se encuentra la curva

C.

Para visualizar el valor de la integral (la diferencia de dreas de la “cortina”), se presenta el gréfico

de f en R3:
- @
™ .

Aislando la superficie que nos interesa, obtenemos:

=& A

Si la pudiéramos estirar, se podria apreciar qué calcula esta integral:


https://www.khanacademy.org/math/multivariable-calculus/integrating-multivariable-functions/line-integrals-for-scalar-functions-articles/a/line-integrals-in-a-scalar-field
https://www.khanacademy.org/math/multivariable-calculus/integrating-multivariable-functions/line-integrals-for-scalar-functions-articles/a/line-integrals-in-a-scalar-field
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b

P - i)

I:;_______,/

L= e

Propiedades

Las siguientes propiedades se presentan sin demostracién. Para ello, supongamos que C y Cy son

curvas incluidas en el dominio de f.

1. Aditividad: si la curva C se forma uniendo dos curvas suaves, Cy y C, de manera que el extremo
final de C1 es el extremo inicial de C3, entonces [, fds = [ fds+ [, fds.

2. Independencia de la parametrizacién: |, o fds= | C fdssiCyy Cy estan formadas por el mismo

conjunto de puntos del plano.

3. Dependencia de la trayectoria: en general, [, o fds # f02 fds si C1 y Cs son dos curvas suaves

distintas, atin en el caso en que las curvas tengan los mismos punto inicial y punto final.

Ejemplo 1.2.3 (Independencia de la parametrizacién, dependencia de la trayectoria.). Se
desea calcular el drea bajo el grdfico de f(x,y) = 3x? + y? y sobre ciertas curvas del plano xzy. Para
ello se trabajard con dos parametrizaciones distintas de la curva x> +y*> = 4, dadas porri yra. Y se
constderard también otra curva, parametrizada por r3 que, aunque tiene los mismos puntos inicial y
final que r1 y ry, esta formada en general por otro conjunto de puntos del plano.

Sea r1(t) = (2cost,2sent), 0 < t < 2w. Se puede observar que ri(t) = (—2sent,2cost) y que

It (t)| = 2. En este caso, el drea que se desea hallar es

2T 27
A= fas= [ foa), )]t :/ (12cos? ¢ + 4 sen’ t) 2 dt (1.2)
Cq 0 0

27 27
1 2 1— cos2t
:24/ +;°Sdt+8/ %dt:24w+8w:327r.
0 0

Si consideramos ahora ra(t) = (2cos(2t),2sen(2t)), 0 <t < m, se tiene que
rh(t) = (—4sen(2t),4cos(2t)) y que |rh(t)| = 4. El cdlculo del drea nos da

A= fds = / fra(t)|rh(t)|dt = / (12 cos?(2t) 4 4sen?(2t)) 4 dt.
Haciendo la sustitucion u = 2t, se obtiene
21 4
A= / (12 cos® u + 4 sen? u)idu,
0

que es igual a (1.2)).
Por otra parte, si definimos r3(t) = (1 + cost,sent), 0 <t < 2m, tenemos rs(t) = (—sent,cost) y

Iv5(t)| = 1. Asd, la integral de linea de f a lo largo de la curva Cs, descrita por rs (que no es la misma
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que C1 ni Ca), da

fds= ” f(rs(t))|rh(t)|dt = /27r 3((1 + cost)? 4 sen®t) dt
Cs 0 0

2w
= / 3(1 + 2cost + cos® t + sen®t) dt = 12,
0

que es claramente distinta del valor del drea sobre la curva descrita por C1 o Co. Hemos verificado que
el valor de una integral de linea de un campo escalar no depende de la parametrizacion que se escoja

para la curva pero st depende, en general, de la trayectoria que la curva recorre.

1.2.2. Integrales de linea de campos vectoriales
Motivacién

Cuando deseamos calcular el trabajo de una fuerza no necesariamente constante a lo largo de
una trayectoria no necesariamente recta, no podemos aplicar la férmula W = F - Ar que multiplica
escalarmente fuerza y desplazamiento. Nos vemos forzados a hacer otra cosa. Entonces se propone
descomponer la trayectoria en pequenas porciones y, considerando que la fuerza es practicamente
constante a lo largo de cada pequena porcién casi recta de la trayectoria, hacer el calculo usual y
aproximar el trabajo total mediante una suma.

Si la fuerza variable F (continua) aplica sobre un cuerpo a lo largo de una curva C' parametrizada
por una funcién vectorial paramétrica r, a < t < b, al pasar de una posicién r(tg) a otra, r(to + At),

la fuerza realiza un trabajo

AW ~ F(r(ty)) - (r(to + At) — r(to))
AW = F(r(tg)) - Ar.

Llamando T al vector tangente unitario a la curva en r(tg) y recordando que
Ar = T - As,

donde As es la longitud del subarco comprendido entre r(tg) y r(to + At), la cantidad AW se puede

expresar como

AW ~ F(r(tp)) - TAs.

Si tomamos una particién del intervalo [a, b], digamos {tg,t1,...,tn—1,tn}, donde a = tg < t1 < -+ <
t, = b, lo suficientemente fina como para poder suponer que a lo largo de cada arco entre r(ty_1)
y r(tx) la fuerza es casi constante (acd estamos usando la continuidad de la funcién F), podemos

aproximar el trabajo total que realiza F a lo largo de la curva C' por
n
WY F(r(ty)) - TrAsy,
k=1

donde T}, es el vector tangente unitario a la curva en el punto r(tx) y Asy es la longitud del subarco
de la curva C' comprendido entre r(t;_1) y r(tx). Esta aproximacién serd mejor cuanto mas pequenios
sean los subintervalos de la particién.

Esto nos lleva a presentar la siguiente definicion.
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Definicion de integrales de linea de campos vectoriales

Definicion 1.2.4. Sea F un campo vectorial acotado y con componentes continuas definidas
sobre la curva suave C'. Definimos la integral de F a lo largo de C' como la integral de linea de

la componente tangencial de F a lo largo de C':

/F-dr:—/F-Tds7 (1.3)
C C

donde T es el vector tangente unitario a la curva C en cada punto.

Observacion 1.2.5 (Férmula de cédlculo de integrales de linea de campos vectoriales.). Dado
que el integrando F-T en (1.3|) es un escalar, en vista de la Definicion la integral de linea de un
campo escalar F a lo largo de una curva C parametrizada por x(t), a <t < b, incluida en el dominio

de F, se puede calcular haciendo

b I'/(t) b

/ F . dr= / F(r(t)) - — |’ (t)|dt = / F(r(t)) - r'(t)dt.
C a |I' (t)| a

Debe destacarse el hecho de que el valor de la integral de linea es independiente de la representacion

paramétrica suave de la curva C, que se desprende de la Propiedad[d en la pdgina [0}

Observacién 1.2.6. Se tiene que fCFds = —f_CFds si —C' es la curva formada por los mismos

puntos que C' pero recorrida en sentido contrario.

Interpretacién: trabajo y flujo

Si F representa un campo de fuerzas (una fuerza variable), el trabajo que realiza F sobre un
cuerpo que se mueve a lo largo de una curva C es |, cF -dr.

Si F es un campo vectorial (por ejemplo de velocidades), la integral de linea de la componente
tangencial de F se llama flujo de F a lo largo de C.

Si C es cerrada, el flujo de F a lo largo de C' se llama circulacién de F a lo largo de C.

Para integrales a lo largo de curvas cerradas se suele usar el simbolo ¢. Puede anadirse una flecha

que indica el sentido cuando se trata de una curva cerrada plana: 7§ oA .
C C
Si C es una curva plana simple y cerrada, positivamente orientada, el flujo de F a través hacia

fuera de C es la integral de linea de la componente normal hacia fuera de F a lo largo de C:
Flujo de F a través de C' = yg F-nds.
C

Ejemplo 1.2.7. Sean el campo vectorial F y las curvas C1, Co y C3 dados en el siguiente grdfico:
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Indique los signos de fCl F . dr, f02 F.-dry sz F -nds.

1. Para conocer el signo de fCl F - dr, se analiza la componente tangencial de F a lo largo de la
curva. En este caso F es ortogonal a la curva en cada punto. Luego, la componente tangencial

de F sobre Cy es cero, en cada punto. Ast, fC1 F-dr=0.

2. Para conocer el signo de fC F -dr, igual que antes se analiza la componente tangencial de F a lo
2

largo de la curva. En este caso se puede notar que, en cada punto de la curva, el dngulo que for-

man F y el vector tangente unitario a la misma en el mismo punto, es obtuso. En consecuencia,

la componente tangencial de F es negativa en cada punto de Cy y ast, fc2 F.dr <0.

3. Para conocer el signo de fC3 F - nds, se analiza la componente normal de ¥ a lo largo de la
curva Cs. El dangulo que forman, en cada punto de la curva, F y el vector normal unitario hacia
fuera de la curva, es obtuso. En consecuencia, la componente normal de F es negativa en cada

punto de C3 y ast, f03 F - nds < 0.

Ejemplo 1.2.8. Dado el campo vectorial F(z,y,z) = (x — y,x,0), determinar la circulacion de F a

lo largo de la curva dada por r(t) = (cost,sent,sent), (0 <t < 2m).

/CF-Tds:/O%F(r(t))~r’(t)dt

2m
= / (cost —sent,cost,0) - (—sent,cost,cost)dt
0

2m
:/ (1 —sentcost)dt
0

= 2.

Ejemplo 1.2.9. Hallar el flujo del campo vectorial F(z,y) = (x — y,x) a través y hacia fuera de la

circunferencia C' parametrizada por r(t) = (cost,sent), (0 <t < 2m).
Debemos calcular | F -nds pero no conocemos a priori el vector n. Segin cudl sea el sentido de

C
circulacion de la curva plana C, n seran = T xk on =k xT (para calcular los productos vectoriales
consideramos los vectores como vectores de R® con tercera componente nula, cuando haga falta). En

nuestro caso, n =T x k = (cost,sent) y |v'(t)| = |(—sent,cost)| = 1. Asi,
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F(r(t)) - nr'(t)] dt

(cost —sent,cost) - (cost,sent) dt

(cos® t)dt

1.2.3. Integral de linea de un campo escalar con respecto a los ejes coordenados

En algunos casos aparecen este tipo de integrales de linea de campos escalares.
Comenzamos introduciendo una notacién conveniente para las integrales de linea de campos vec-
toriales. Si F = (M, N) y r(t) = (x(t),y(t)), a < t < b, es una parametrizacién suave de una curva C'

incluida en el dominio de F,

b
/CF-Tds_/a F(x(t) - () dt
b
— [ M), 5() 2'(®) + NGa(0) () o' O
b b
— [ MGao.0) @ de+ [ NG,y O

Entonces anotamos:

/F-Tds:/de—}—/Ndy:/Md:U—i—Ndy, (1.4)
C C C C

donde hemos usado la notacion

b b
[ s = [“yo.peaay [ Na= [ Nao.y0 0

En vista de lo anterior introducimos la siguiente definicion:

7

Definicion 1.2.10. Dado un campo escalar f y una curva suave C incluida en el dominio de
f, parametrizada por r(t), (a <t <b), se llama integral de linea del campo escalar f con

respecto a x a ,
| rae= [ @) @ ar (15)
C a
Stmilarmente,

b
/f@:/fmmmmMWt (1.6)
C a

es la integral de linea del campo escalar f con respecto a y.

Ejemplo 1.2.11. Calcule la integral de linea del campo escalar dado por f(z,y) = xy a lo largo del
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arco de pardbola C parametrizado por r(t) = (t,t2), 0 <t < 1, con respecto a z.

/Cf(:n,y)dx:/cxydx.

1
1
/f(x,y)d:n:/ tt21dt = ~.
c 0 4

Con esta notacién, la integral de linea del campo vectorial F a lo largo de C' se puede expresar

/F-Tds:/Md:c+/Ndy:/Mda:+Ndy,
c C C C

Similarmente, si se tiene una curva suave C' en el espacio, la integral de linea de un campo vectorial
F = (M, N, P) alo largo de C se puede expresar como fCF -Tds= fCMd:L‘ + Ndy+ Pdz.

Por otra parte, la integral de linea de un campo vectorial F = (M, N) a través hacia fuera de C,

Recordando (|1.5),

como

cuando C es una curva plana cerrada y positivamente orientada, se puede expresar como

%F-nds:y§n~Fds.
C C

Por estar la curva C' positivamente orientada, el vector normal unitario hacia fuera en cada punto
de la curva C, se puede expresar como el producto vectorial entre el vector tangente unitario T y el
versor k = (0,0, 1), de esta manera:

n="Txk,

si hacemos la extensién natural de los vectores a R3. Entonces,

%F-nds:§£n-Fds:§£Txk‘Fds
C C C

y, aplicando propiedad del producto mixto de vectores, la integral de linea 950 F - nds se puede expresar

%F-nd(s:%kxF-Tds. (1.7)
C C

Hacemos el producto vectorial entre k y F (sus extensiones naturales a R?) y obtenemos

como

ik
kxF=| 0 0 1|=-Ni+Mij.
M N 0
Sustituimos en ([1.7)):
%F-nds = %(—N,M}-Tds,
C C

que no es otra cosa que la integral de linea de la componente tangencial de otro campo vectorial,
G = (=N, M), cuyas componentes tienen las mismas propiedades que las componentes de F. En

virtud de la expresion (1.4)) para integrales de linea de componentes tangenciales de campos vectoriales,

%F-nds:ggMdyNd:v.
C C

obtenemos
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1.2.4. Independencia de la trayectoria, campos conservativos y funciones poten-
ciales

Definicion 1.2.12. Sea F un campo vectorial definido en una region abierta D tal que para
cualesquiera dos puntos A y B de D, la integral de linea fC F-dr alo largo de la curva C desde
A hasta B en D es la misma sobre todas las trayectorias desde A hasta B. Entonces la integral

fCF -dr es independiente de la trayectoria en D y el campo vectorial F es conservativo
en D.

Definicion 1.2.13. Si F es un campo vectorial definido en una region abierta D y F = V f

para alguna funcion escalar f en D, entonces f se llama funcion potencial de F.

Definicion 1.2.14. Las lineas de flujo de un campo vectorial F son aquellas curvas en el
dominio de F, tales que el vector F(x,y, z) es tangente a la curva en cada punto (x,y,z) del

dominio de F.

Ejemplo 1.2.15 (Para reflexionar).

1. ;Cudles son las lineas de flujo en campos eléctricos generados por una carga puntual o por un
dipolo?

- '.\.I;{! L -
o
L I'. ¥t N %
'

+q L=

2. Si un campo vectorial F es el gradiente de alguna funcidn potencial f, justifique que las lineas

de flujo de F y las curvas de nivel de f son ortogonales en cada punto en que se cortan.

Principio del trabajo y la energia

Si F representa un campo de fuerzas y una particula de masa m se mueve a lo largo de una
curva suave C incluida en el dominio de F, ocupando la posicién r(t), durante un intervalo de tiempo

a <t < b, entonces el trabajo realizado por F en ese intervalo es

r(b) b
W—/r(a) F-dr—/a F(r(t)) - r'(t) dt. (1.8)

Segin la segunda Ley de Newton, F(r(¢)) = mr”(t) con lo cual

m d md , ,
(1) = TP, (19)

=
—~
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~
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~
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~
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~
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Sustituyendo (1.16]) en (|1.15)),

bm d

W= [ ==
2 dt

(Il @)% = [Ix"(a)][) -

b
(K @IFdt =S O =5

a
Recordando que la energia cinética de la particula estd definida por %m v%(t), hemos probado que

el trabajo realizado por F durante un intervalo de tiempo es la variaciéon de la energia

cinética en ese intervalo.

Principio de conservacion de la energia mecanica

Sea F un campo de fuerzas continuo con un potencial f en un conjunto conexo abierto D. El T.F.
de integrales de linea dice que el trabajo realizado para mover una particula desde A hasta (z,y,z) a
lo largo de una curva suave por partes en D es f(x,y,z) — f(A); antes probamos que el trabajo es la

variacién de la energia cinética de la particula, k(z,y, z) — k(A). Luego
k(x7y? Z) - k(A) = f(xv Y, Z) - f(A)a

k:($,y,z)—f(a:,y,z) :k(A)_f(A) (110)

Llamamos energia potencial de la particula a — f(x,y, 2).
Si A se mantiene fijo y (z,y, 2) varfa en D, (1.10) dice que k(z,y, 2) + (—f(z,y,2)) = cte.

Principio de conservacién de la energda mecanica Si un campo de fuerzas es un gradiente, la
suma de las energias cinética y potencial de una particula que se desplaza en dicho campo es

constante.

1.2.5. Teoremas destacados

Supuestos sobre curvas, campos vectoriales y dominios que se hace con frecuencia en esta seccién.
Algunos ya son conocidos:

1) Curvas suaves por partes (nro. finito curvas suaves unidas).

2) Campos vectoriales que tienen componentes con derivadas parciales de primer orden continuas.

3) Los dominios D son conjuntos o regiones abiertas.

Aparecen también los conceptos de regiéon conexa y simplemente conexa.

4) Una region abierta D, incluida en R", es conexa si para todo par de puntos A y B de D existe
una curva suave en D que une Ay B.

5) Una regién abierta y conexa D de R™ es simplemente conexa si para todo par de puntos A
y B en D y todo par de curvas C y Cy de D que unen A con B, existe una familia de curvas en D

que unen A con B tales que varian con continuidad dentro de D.

Ejemplo 1.2.16.
1. R? sin el origen es un conjunto abierto y conexo pero no es simplemente conezo;
2. R3 sin el origen es un conjunto abierto, conexo y simplemente conexo;

3. R? sin un eje coordenado es un conjunto abierto y conexo pero no es simplemente conexo;



14 CAPITULO 1. CAMPOS VECTORIALES

4. Un toroide (rosquita) sin su frontera es un conjunto abierto y conexo pero no es simplemente

COnexo.

Teorema 1.2.17 (Teorema Fundamental de Integrales de Linea).
Sea C una curva suave que une el punto A con el punto B en el plano o en el espacio.Sea f
una funcion diferenciable con un vector gradiente continuo en una region abierta conexa D que

contiene a C. Entonces

/ Vf-dr = f(B) - f(A).
C

Demostracion. Suponga que A y B son dos puntos de la regién D y que C es una curva suave en D

que une los puntos A y B, parametrizada por r(t) = (x(t),y(t), 2(t)), con a < t < b.

b
/ Vf-dr = / Vf(r(t) - r'(t)dt (por def. integral de linea)
C a,
= / (fo(r()2'(t) + fy(x(1)y'(t) + f(x(t))2'()) dt
b d
= /a %(f or)(t)dt (por regla de la cadena)

Si llamamos w = f or, nos quedas:

b d b ,
vy = / S or)(t)dt = / W (£)dt
= w(b) — w(a) (por T. fundamental del calculo )
= f(r(b)) — f(r(a)) (por definicién de w)
= f(B) = f(4)

Teorema 1.2.18 (Los campos conservativos son campos gradiente@.
Sea ¥ = (M, N, P) un campo vectorial cuyos componentes son continuos en una region conera
abierta D en el espacio. Entonces F es un campo conservativo si y solo si F es el gradiente de

alguna funcion (potencial) diferenciable f.

“Se puede ver un video de esta prueba en https://youtu.be/eDvhOsvn4IE

Demostracion. <) Probaremos primero que si F es el gradiente de alguna funcién (potencial) dife-
renciable f, entonces es un campo vectorial conservativo. Para ello, supongamos que F = V f para
alguna funcién diferenciable f.

Segun el Teorema Fundamental de integrales de linea (Teorema, dado que F = V£, se tiene
que ff F-dr = f(B) — f(A): el valor de la integral de linea sélo depende de los puntos A y B, no de
la trayectoria, cualesquiera sean A y B en D. Luego fC F - dr es independiente de la trayectoria en
D. En consecuencia, F es conservativo en D segun la definicién de campo vectorial conservativo en D
(Definicién [1.2.12)).

=) Probaremos ahora que si F es conservativo en D, entonces F es el gradiente de alguna funcién
(potencial) diferenciable f. Para ello, supongamos que F es conservativo en D, es decir que la integral

fC F - dr es independiente de la trayectoria en D.


https://youtu.be/eDvh0svn4IE
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Realizamos esta parte de la prueba en dos pasos:

1. Definimos f en D. Para hacerlo, elegimos un punto A € D, arbitrario fijo, y definimos f asi:

f(A) =0 f(B) = /AB F - dr para cualquier otro punto B € D.
Verificamos que f esté bien definida: debe satisfacer las condiciones de existencia de imagen y
de unicidad de imagen. Dado un punto cualquiera de D, digamos B, existe al menos una curva
C, desde A hasta B, incluida en D, dado que D es una regién conexa y abierta. Luego, podemos
calcular f(B) = [, F - dr. Note la importancia de la hipétesis de ser conexo y abierto D. La
unicidad de este valor se desprende del hecho de ser la integral de linea de F independiente de

la trayectoria en D, segin se ha supuesto en esta parte de la prueba.

2. Probamos que V f = F. Basta probar que f,(z,y,2) = M(z,y, 2); fy(z,y,2) = N(z,y,2); f.(z,y,2) =
P(z,y, z).

Probemos primero que f;(zo, %0, 20) = M (0, Y0, 20) para un punto arbitrario (zg, 3o, 20) € D:

f(xo + Az, y0, 20) — f(0,%0, 20)

fx(x()a Yo, ZO) = lim

Az—0 Az
) fflwa%ymZO) F.dr— fﬁ(‘xo,yozo) F.dr
= lim
Az—0 Ax
1 (IO+A'I:yO»ZO)
= lim / F-dr. (1.11)
A0 AL (2,9,20)

Si parametrizamos el segmento desde el punto (zo, yo, z0) hasta el punto (zg + Az, yo, z0) por
r(t) = (t,90,20), vo <t < xo+ Az, se puede escribir la dltima integral (1.11)) como sigue:

(zo+Az,y0,20) zo+Az
/ F.-dr = / F(r(t)) - v'(t)dt
( z

mO)y()yZO) 0

zo+Ax
= [ ). N (), (o) - (1,0, 00

0

zo+Ax
_ / M(x(t))dt, (1.12)

0

y asi, sustituyendo (1.12]) en ((1.11)), obtenemos

1 [L’Q—I—A:L'
foleo.gor0) = Jim o [ MGs(oyar (113)

Si M es continua en D y r es continua en [z, zo+Ax], M or también es continua en [zg, xo+ Ax]

y asi, segiin el Teorema del valor medio de integralesEl, existe ¢ entre xg v xg + Ax tal que

ro+Ax
Mr(e) = — / M (x(t))dt.

o+ Ar — 20 Jyy

Reemplazando esta expresién en la ecuacién (1.13]), obtenemos

fac(x07y072:0) = lim M(I‘(C)),
Az—0

'Si una funcién g es continua en [a, b], existe c € [a,b] tal que g(c) = ;= fab g(z) dx.
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donde ¢ es cierto nimero entre xg vy xg + Az. La continuidad de M o r asegura que el limite

anterior existe y es
fa(20, 90, 20) = M(r(z0)) = M (20, Yo, 20)-

De manera similar, se puede probar que f, (o, Yo, 20) = N (20, Y0, 20) ¥ f=(0, Y0, 20) = P(z0, Y0, 20),

con lo cual se concluye la prueba.

O

Observacion 1.2.19. Cabe destacar que hemos definido una funcion f a partir de un punto A € D,

arbitrario. ;En qué cambia la funcion f si se la define a partir de otro punto de D, digamos A1 ?
Lo que obtendriamos es otra funcion, digamos f1. Pero scudl es la diferencia entre f y f1 7 Sabemos

que para cualquier punto B € D, f(B) = ff F - dr. Por otra parte, fi1(B) = ffl F - dr. Pero por ser

F conservativo en D,

fl(B):/BF~dr:/AF-dr+/BF-dr:/AF-dr+f(B),

Al A1 A Al

lo cual nos permite comprobar que la diferencia entre f y f1 es tan solo una constante: la constante

dada por f1(A) = ffl F -dr.

Teorema 1.2.20 (Propiedad de lazos en campos conservativos?’).

Sean D wuna region abierta y conexa y F un campo vectorial definido en D. Entonces F es

conservativo en D si y solo si para todo lazo C en D, se tiene / F.dr=0.
C

“Se puede ver una prueba de este Teorema en https://youtu.be/pe7153doD0c

Demostracion. Supongamos, para probar la primera implicacién, que F es conservativo en D, que C
es un lazo en D y que A y B son dos puntos en C'. Estos puntos determinan dos subarcos, digamos C1,

que va desde A hasta B,y (5, desde B hasta A, tales que uno seguido del otro forman C. Entonces

/F'dr:/ F-dr+/ F-dr
C C, Ca
:/ F-dr—/ F.-dr
Cl —C2

:/BF-dr—/BF-dr. (1.14)

A A

Las integrales en ([1.14]) estan planteadas sobre trayectorias distintas pero con mismo punto inicial A

y final, B. La hipédtesis de que F es conservativo en D justifica que
/ F.-dr =0,
C

Para probar la segunda implicacién, supongamos que / F .- dr = 0 para todo lazo C en D.

probando la igualdad deseada.

C
Probaremos que la integral de linea de F es independiente de la trayectoria en D. Para ello consideremos
dos puntos cualesquiera de D, digamos A y B, y veamos que la integral de linea de F a lo largo de

cualquier trayectoria incluida en D, desde A hasta B, vale lo mismo. Supongamos que Cy y Cy son


https://youtu.be/pe7153doD0c
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dos curvas suaves incluidas en D, que van desde A hasta B. Probaremos que / F.dr = / F.dr
Cl CQ

mostrando que /
C
vectorial, tenemos

/F-dr—/ F-dr:/ F-dr—<—/ F-dr)z/F-drzO,
Cy Cs C —Co C

donde C es el lazo formado por C seguida de —Cl; la ultima integral es nula por la hipdtesis corres-

F.-dr — / F - dr = 0. Aplicando la definicién de integral de linea de un campo
1 Cs

pondiente a esta parte de la prueba.
O

1.3. Rotacional y divergencia de campos vectoriales

Definicién 1.3.1. Dado un campo vectorial F = (My, - -+ , My), cada una de cuyas k funciones
componentes es un campo escalar M; : R¥ — R, 1 < i < k, se define la divergencia de F, por
divF = Mlxl +M2$2 + - +Mkl’k

Observacién 1.3.2. En el caso en que F = (M, N) esté definido en R?, entonces divF = M, + N,
y si F = (M, N, P) estd definido en R3, entonces divF = M, + N, + P,.

A diferencia de lo que ocurre con la divergencia, el rotacional de un campo vectorial sélo se
define para campos vectoriales en R? (en R? se trabaja con la llamada componente k del rotacional,

considerando una tercera componente nula para el campo vectorial).

Definicién 1.3.3. Dado un campo vectorial F = (M, N, P), se define el rotacional de F por
rotF = (Py — N,,M, — Py, N, — M,).

Dado un campo vecrtorial F = (M, N), la componente k del rotacional de F es N, — M,,.

1.3.1. Operador nabla

Una forma conveniente de recordar estas definiciones es por medio del operador diferencial
vectorial nabla, V := (%, 8%’ %). Ya hemos usado este operador antes, al hallar el gradiente de un

campo escalar:

Vf(a:,y) = (fwafy) o Vf(xay7 Z) = (fxvfyvfz)'

Cuando trabajamos con un campo vectorial F = (M, N, P), se aplica por medio de un producto, como

i j k
VXxF= a% a% % = (Py = N)i+ (M, — Pp)j+ (Nz — My)k
M N P
© o 0 0
V.-F=(—,—,— ) -(M,N,P)= M, + N, P,.
(8:1,"8:[/’62) ( 9 9 ) + y+
Asi,

rotF=VxF y divF=V_ F.
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Criterio de componentes para campos conservativos

Antes de dar una interpretacién al rotacional y a la divergencia, podemos relacionar el rotacional

con la propiedad de ser conservativo un campo vectorial, a través del siguiente teorema.

Teorema 1.3.4 (Criterio de componentes para campos conservativmﬂ).
Sea ¥ = (M, N, P) un campo vectorial definido en una region conexa y abierta D, cuyas fun-

ciones componentes tienen derivadas parciales continuas de primer orden. Entonces:
1. Si F es conservativo en D, entonces rotF = 0.

2. Si D también es simplemente conero y rotF = 0 en D, entonces F es conservativo en D.

“Se puede ver una prueba de este Teorema en https://youtu.be/C_w6Pi-mV1M

Observacién 1.3.5. El nombre de este teorema se debe a que la condicion rotF = 0 se puede expresar

en términos de las componentes del campo vectorial F de la siguiente manera:
Py:Nz’ M, = 5 N:L‘:My

Demostracion.

1. Supongamos que F es conservativo y probemos que V x F = 0. Aplicando el Teorema [1.2.18
sabemos que, por ser conservativo, F' es el gradiente de alguna funcién diferenciable, f; es decir,
existe una funcién f definida en D tal que F = Vf. Luego M = f,, N = f, y P = f, en D. Dado
que el rotacional de F es el vector (P, — N,, M, — P,, N, — M,), recordando que M = f, tiene
derivadas parciales continuas de primer orden y lo mismo pasa con N y con P, sustituyendo y

aplicando el teorema de la derivada mixta se obtiene
VxF = (Py —~ N, M, - P;,N, — My) = (fzy - fyzaf:cz - fza:afy:c - f:cy) = (07070)-

2. Se probard después de haber probado el Teorema de Stokes (véase la pagina .

Ejemplo 1.3.6. Sea F(x,y,2) = (z,z¢e¥*,x +ye¥* +1).
a) Determine si F es o no conservativo y, en caso afirmativo, indique en qué conjunto.
El dominio de F es R® (que es un conjunto abierto, conexo y simplemente conexo). El rotacional
de F es
VxF=0

y asi, seqin el criterio de componentes para campos conservativos, F es conservativo en R3.

b) En caso afirmativo, halle una funcion potencial de F, f.

Dado que F es conservativo, existe una funcion potencial, f. Una manera de buscarla es, enten-
diendo que F = V f, es decir, (M, N, P) = (fz, fy, [-), igualar M = f, y antiderivar con respecto a

xX.
f(x,y,z):/de:/zdx,

f(@,y,2) = 2w+ g(y, 2), (1.15)


https://youtu.be/C_w6Pi-mVlM
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donde la constante de integracion, g(y, z), es una funcion que solo depende de y y z.

A su wvez, f debe cumplir f, = N; por un lado, derivando obtenemos fy(z,y,2) = gy(y, 2) ¥,
por otro, N(z,y,z) = ze¥*. Iqualando estas dos expresiones queda gy(y,z) = ze¥* y antiderivando con
respecto a y se obtiene g(y,z) = e¥* + h(z), donde la constante de integracion es una funcion h(z),

funcion de z. Asi, sustituyendo en (1.15)),
[, %) = 22 + ¢ + h(z).

Para determinar la funcion desconocida h igualamos f, = P, obteniendo x + ye¥? + h/(z) =
z + ye¥* + 1, de donde W(z) = 1, es decir, h(z) = z + k. Asi se obtiene la familia de funciones
potenciales
fle,y,2) =xz+e¥* + 2+ k;

un valor fijo de k, por ejemplo k = 0, provee una funcién potencial, como f(x,y,z) = xz + ¥* + z.

1.3.2. Interpretacién del rotacional y de la divergencia de un campo vectorial
Interpretacién del rotacional de un campo vectorial

Para dar una interpretacién del rotacional, analizamos primero el caso de un campo vectorial en R2.
En este caso estudiamos la componente k del rotacional asociada al campo vectorial F = (M, N)
dado que, como ya mencionamos, el rotacional solo se define para campos vectoriales en R3. Definiremos
la densidad de circulacion del campo vectorial F en (z,y), que se relaciona con la interpretacién del
rotacional de F'.

Sea F = (M, N) un campo vectorial cuyas componentes tienen derivadas paricales de primer orden
continuas, definido en una regién abierta y conexa; supéngase que F representa la velocidad en cada
punto de un fluido; sea P(z,y) un punto en el dominio de F; sea C' una curva cerrada incluida en el
dominio de F, positivamente orientada, suave por partes, con un vértice en P y formada por la unién
de cuatro segmentos consecutivos, paralelos a los ejes coordenados, es decir que forma un rectangulo
cuyos otros vértices son (x + Az, y), (v + Az,y + Ay) y (z,y + Ay) y supéngase que Az y Ay son
suficientemente pequeiios para que todo ese rectangulo esté incluido en el dominio de F.

La circulaciéon de F a lo largo de C se puede calcular sumando las integrales de linea de F a lo

largo de cada uno de los segmentos que forman el rectangulo.

(x, y+Ay) (x+Ax, y+Ay)
< N
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Asi,

(z+Az,y) (z+Az,y+Ay) (z,y+Ay) (z,y)
%F-dr—/ F-dr+/ F-dr+/ F~dr+/ F - dr.
C (z,y) (z+Az,y) (z+Az,y+Ay) (z,y+Ay)

Si Az y Ay son pequenos y F es continuo en C el valor de F es casi constante a lo largo de cada
uno de los segmentos que forman a C. Entonces la integral de linea a lo largo de cada segmento es
aproximadamente igual al valor de F evaluado en algin punto del segmento, multiplicado escalarmente
por el vector desplazamiento. Entonces, para simplificar las cuentas elegimos en cada segmento el punto

més préximo a (z,y) y obtenemos la aproximacién

515 F.-dr =~ F(z,y) -iAz + F(x + Az,y) - jAy + F(z,y + Ay) - (i) Az + F(z,y) - (—j)Ay. (1.16)
C

Resolvemos cada uno de los productos escalares en el segundo miembro de (1.16]). Por ejemplo el

primer término, F(z,y) - iAx, se convierte en
(M(z,y),N(z,y)) - (1,0)Az = M(z,y)Az.
Obtenemos

y§ F.-dr~ M(z,y)Ax + N(x + Az,y)Ay — M(x,y + Ay)Ax — N(z,y)Ay
(&

= M(x,y)Ax — M(z,y + Ay)Azx + N(x + Az, y)Ay — N(z,y)Ay. (1.17)

De la definicién de derivada parcial de M con respecto a y en (x,y),

para Ay pequenio, tenemos la aproximacion
M(z,y + Ay) — M(z,y) = My(z,y)Ay,

y asi
(M(z,y+ Ay) — M(x,y)) Az = My(z,y)AzAy. (1.18)

Similarmente, de la definicién de derivada parcial de N con respecto a x en (x,y),

(N(x + Az,y) — N(z,y)) Ay =~ Ny(z,y)AzAy. (1.19)

Sustituyendo (1.18)) y (1.19) en (1.17),

b F e (o) = M, o) Aady,
C

que nos muestra que la circulacién de F a lo largo de un rectdngulo muy pequeno es aproximadamente

Np(z,y) — My(x,y) multiplicada por el drea del rectangulo. En virtud de ello, se define la densidad
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de circulacion de F en el punto (z,y) por

circulacion a lo largo del rectangulo
~ N, - M, .
area del rectangulo #(7,9) v(@9)

Podemos apreciar que la componente k del rotacional de F en (z,y), en el caso de un campo vectorial
definido en R?, da la densidad de circulacién del campo vectorial en el punto (x,y). Por ello pode-

mos interpretar la componente k del rotacional del campo vectorial F en (z,y) como la tendencia a
arremolinarse del fluido alrededor de dicho punto.

Observacién 1.3.7. No se debe confundir la componente k del rotacional en un punto P con el valor
del campo ni con la direccion de la linea de flujo del campo en P. En un campo de velocidades de un
fluido las lineas de flujo indican la trayectroria que sequiria una particula en ese fluido, mientras que
el rotacional (la componente k del rotacional si estamos en R?) indica la tendencia de esa particula a

rotar sobre si misma (mientras se traslada siguiendo la linea de flujo). En particular, si el rotacional
de un campo vectorial es nulo, el campo se llama irrotacional.

Ejemplos

Ejemplo 1.3.8. (Rotacion uniforme.) Sea F(z,y) = (—cy,cx) un campo de velocidades de un
fluido. Véase el grdfico siguiente para el caso ¢ > 0.

4
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En este caso la componente k del rotacional es 2¢c. Aunque las lineas de flujo indican que un cuerpo muy
pequeno en ese fluido se moveria a lo largo de una circunferencia centrada en el origen, la componente
k del rotacional distinta de cero indica que el cuerpo tenderia a rotar (en sentido antihorario sic > 0).
Ademdas, en virtud del Teoremam se aprecia que este campo vectorial no es conservativo en R2.
También se puede verificar sin mucha dificultad que el flujo de F a lo largo de cualquier circunferencia

centrada en el origen y radio positivo (positivamente orientada) es no nulo, lo cual segin el Teorema
1.2.200 no hace mds que confirmar que este campo vectorial no es conservativo en R?.

Ejemplo 1.3.9. (Remolino.) Sea F(x,y) = (— 2_'7{_ 5 2?_ 5) un campo de velocidades de un
T ysx Y

fluido. Véase el grdfico siguiente.
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En este caso la componente k del rotacional es 0, con lo cual el campo vectorial es trrotacional.
Al igual que en el ejemplo anterior, las lineas de flujo indican que un cuerpo muy pequeno en ese
fluido se mueve a lo largo de una circunferencia centrada en el origen. Pero ahora la componente k
del rotacional es cero y eso indica que el cuerpo tenderd a no rotar. Con respecto a la propiedad de
ser conservativo este campo vectorial en su dominio R? \ {(0,0)}, no podemos sacar conclusiones a
priori ya que el conjunto R?\ {(0,0)} no es simplemente conexo y no se puede aplicar el Criterio de
componentes para campos conservativos (Teorema [1.3.])). En este ejemplo, como en el anterior, se
puede verificar que el flujo de F a lo largo de cualquier circunferencia centrada en el origen y radio
positivo (positivamente orientada) es no nulo, con lo que, igual que antes, el Teorema afirma

que este campo vectorial no es conservativo en R2.

Ejemplo 1.3.10. (Ezxpansién uniforme.) Sea ¥ (z,y) = (cx,cy). El grdfico siguiente ilustra el caso
c> 0.
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S A NN
P L
e T
I o A A T
L0 T NN
W3 2 4 0 1 2 3 4

Se aprecia que las lineas de flujo son semirrectas que parten desde el origen de coordenadas. La
componente k del rotacional es 0, con lo cual el campo vectorial es irrotacional y un cuerpo pequeno
tiende a no rotar cuando se halla en este fluido. Ademds notamos que se trata de un campo vectorial

conservativo en R2.

Ejemplo 1.3.11. (Flujo cortante.) Sea F(z,y) = (y,0), representado en el grdfico siguiente.



1.3. ROTACIONAL Y DIVERGENCIA DE CAMPOS VECTORIALES 23
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La componente k del rotacional es —1. En este caso, aunque las lineas de flujo son rectas paralelas al
eje x, un cuerpo pequeno tiende a rotar en sentido horario cuando se halla en este fluido (cualquiera
sea la posicion que ocupe en el plano). Por otra parte, concluimos que este campo vectorial no es

conservativo en R2.

Una interpretacién del rotacional de un campo vectorial en R? se dard después de haber visto el

teorema de Stokes.

Interpretacién de la divergencia de un campo vectorial

La divergencia de un campo vectorial tiene una interpretacién fisica importante. Si suponemos que
F es un campo de velocidades de un fluido, entonces div F representa la tasa de expansién por unidad
de volumen (o de drea, en R?) bajo el flujo del fluido. Asi, si divF < 0, el fluido estd en compresion; si
divF > 0, el fluido estd en expansion; finalmente, si div F = 0, el campo vectorial se llama solenoidal
y decimos que el fluido es incompresible.

Para sustenttar esta interpretacion de la divergencia de un campo vectorial, igual que con el
rotacional, analizamos primero el caso de un campo vectorial en R%. En este caso estudiamos la
divergencia del campo vectorial F = (M, N). Definiremos la densidad de flujo del campo vectorial
F en (z,y), que se relaciona con la interpretacién de la divergencia de F.

Sea F = (M, N) un campo vectorial cuyas componentes tienen derivadas paricales de primer orden
continuas, definido en una regién abierta y conexa; supéngase que F representa la velocidad de un
fluido en cada punto del plano; sea P(z,y) un punto en el dominio de F; igual que antes, consideramos
una curva cerrada C' incluida en el dominio de F, positivamente orientada, suave por partes, con un
vértice en Py formada por la unién de cuatro segmentos consecutivos, paralelos a los ejes coordenados,
es decir que forma un rectdngulo cuyos otros vértices son (z + Ax,y), (v + Az, y + Ay) y (z,y + Ay)
y suponemos que Az y Ay son suficientemente pequenos para que todo ese rectangulo esté incluido
en el dominio de F.

Para conocer la densidad de flujo del campo vectorial F en (x,y), calculamos el flujo hacia fuera,
es decir, la integral de linea de la componente normal hacia fuera de F a través de la curva pequena C
alrededor de (x,y). El flujo hacia fuera de F a través de C' se puede calcular sumando las integrales de

linea de la componente normal de F a través de cada uno de los segmentos que forman el rectangulo.
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(x, y+Ay) 4 (x+Ax, y+Ay)

T ™

<4 = Ay

F(x, y)
X N
(x, y) v (x+Ax, y)
| Ax |
Asi,
(z+Az,y) (z+Az,y+Ay) (z,y+Ay) (x,y)
/F-nds:/ F~nds+/ F~nds+/ F-nds+/ F -nds.
c (z,y) (z+Az,y) (z+Az,y+Ay) (z,y+Ay)

Si Az y Ay son pequenos y F es continuo en C, el valor de F es casi constante a lo largo de cada
uno de los segmentos que forman a C. Entonces la integral de linea a lo largo de cada segmento se
aproxima al valor de F evaluado en algtin punto del segmento multiplicado escalarmente por el vector

normal unitario en ese punto y multiplicado por la longitud del segmento. Es decir,
c

donde en cada segmento hemos elegido el punto més préximo a (x,y), para simplificar las cuentas (ya
habiamos establecido que, por continuidad, cualquier punto en el segmento daria una buena aproxima-
ci6n). Resolvemos cada uno de los productos escalares en el segundo miembro de (|1.20). Por ejemplo

el primer término, F(z,y) - (—j)Az, se convierte en
(M(z,y),N(z,y)) - (0,-1)Az = —N(z,y)Az.
Obtenemos

/ F - ndsr ~ —N(z,y)Ax + M(z + Az,y)Ay + N(z,y + Ay)Az — M (x,y)Ay
C

= —N(z,y)Azx + N(z,y + Ay)Az + M (z + Az, y)Ay — M (z,y)Ay. (1.21)

Igual que antes, de la definicién de derivada parcial de N con respecto a y en (z,y),

, N(m,y—i—Ay)—N(x,y)
Nyla,y) = lim, Ay

y tenemos, para Ay pequeio, la aproximacion
N(z,y + Ay) — N(z,y) = Ny(z,y)Ay

con lo cual

(N(z,y + Ay) — N(z,y))Az = Ny(z,y) AzAy. (1.22)
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Similarmente, de la definicién de derivada parcial de M con respecto a x en (z,y),

(M(x + Az,y) — M(x,y))Ay = M, (z,y)AzAy. (1.23)

Sustituyendo (1.22)) y (1.23) en (1.21)),

[ Fends = 0L (.0) + N, () ey,
C

que nos muestra que el flujo de F a través de un rectdngulo muy pequeno es aproximadamente
M, (x,y) + Ny(z,y) multiplicada por el drea del rectangulo. En virtud de ello, se define la densidad
de flujo de F en el punto (z,y) por

flujo a través del rectangulo

area del rectdngulo

Asi se ve que la divergencia de F en (x,y) da la densidad de flujo del campo vectorial en el punto
(x,y). Por ello podemos interpretar la divergencia del campo vectorial F en (x,y) como la tendencia a
alejarse del punto (x,y) del fluido. Esta interpretacion se mantiene en el caso de tratarse de un campo
vectorial definido en R™.

Un punto del dominio de F en el que la divergencia es positiva se llama fuente y un punto en el

que la divergencia es negativa se llama sumidero.

Fuente: div F (x;, yg) = 0 Sumidero: div F (xp, yp) < 0
Un gas en expansién Un gas en compresion
en el punto (xp, yp). en el punto (xg, ¥p)-
> «———

/N /TN

Ejemplos

Analicemos la divergencia de los mismos ejemplos para los cuales estudiamos la componente k del

rotacional.

Ejemplo 1.3.12. (Rotacion uniforme.) Sea F(z,y) = (—cy, cx) un campo de velocidades de un
fluido. En este caso la divergencia es 0 en todos los puntos, es decir que este campo vectorial es campo
solenoidal y, si por tratarse de un campo de velocidades de un fluido, el fluido es incompresible. La
interpretacion de esta informacion es que, en cualquier punto P, el flujo de F a través hacia fuera de
cualquier curva pequena alrededor de P es cero, es decir que el flujo entrante es igual al flujo saliente.
Véase el grifico y el detalle, a la derecha. En el detalle se puede ver algunos vectores normales unitarios
a la curva y el signo que tendria el producto punto del vector normal con el campo vectorial en ese
punto. El modulo depende del angulo que forman el campo vectorial y el vector normal en cada punto.

La divergencia nula en P indica que la integral de dichos productos escalares a lo largo de C' es nula.
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Ejemplo 1.3.13. (Remolino.) Sea F(x,y) = (

Véase el grafico siguiente.

—IQyTyQ, xQxTyg) un campo de velocidades de un fluido.
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En este caso la divergencia es 0 y, al igual que en el ejemplo anterior, se trata de un campo vectorial

solenoidal y, al ser un campo de velocidades de un fluido, el fluido es incompresible.

Ejemplo 1.3.14. (Expansién uniforme.) Sea F(z,y) = (cz,cy), ¢ > 0. El grdfico siguiente ilustra
este caso.
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La divergencia de este campo vectorial es 2¢ > 0. El fluido estd sujeto a una expansion uniforme.
Notemos que si fuera ¢ < 0, la divergencia seria 2c < 0 y diriamos que el fluido estd en compresion
uniforme.
Ejemplo 1.3.15. (Flujo cortante.) Sea F(x,y) = (y,0), representado en el grifico siguiente.
2_
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La divergencia es 0. Se trata de un campo vectorial solenoidal.

1.3.3. Propiedades

Teorema 1.3.16.

~

. div(fF) = fdivF +F-Vf.
2. div(F x G) =G -rotF — F - rot G.

3. St F es un campo vectorial cuyas componentes tienen derivadas de seqgundo orden conti-

nuas, entonces la divergencia del rotacional de F es cero: V- (V x F) = 0.
4. rot(fF) = frotF + Vf x F.

5. Si f es un campo escalar con derivadas de seqgundo orden continuas, entonces el rotacional

del gradiente de f es el vector nulo: V x Vf = 0.

6. rot Vf =0.

La demostracion de estas propiedades es sencilla, por lo cual las se deja como ejercicio.

1.3.4. Laplaciano

El Laplaciano de un campo escalar y el de un campo vectorial, son conceptos de importancia en

fisica.
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Definicion 1.3.17. El Laplaciano de un campo escalar f se anota Af y se define por la

divergencia del gradiente de f:

Af=V.Vf.

También se usa la notacion Af = V2f.
El Laplaciano de un campo vectorial F = (M, N, P) se anota AF o V2F y es el vector de los

Laplacianos de las funciones componentes de F':

AF = V?F = (V2M, V2N, V?P).

Una interpretacién del Laplaciano de un campo escalar se puede encontrar en el video de Khan
Academy cuyo link es
https://es.khanacademy.org/math/multivariable-calculus/multivariable-derivatives/laplacian /v /laplacian-
intuition. Transcribimos en la siguiente figura alguas imagenes tomadas de dicho video. En ellas aparece
el gréfico de una funcién de dos variables, f, y se puede ver el vector gradiente de f representado en
el dominio de f, en el plano zy; los colores de estos vectores representan sus médulos (de menor a
mayor: celeste, verde, amarillo, naranja, rojo). En el caso de un punto P; en que la funcién f presenta
un maximo local, se puede apreciar como la divergencia del campo vectorial V f es negativa en Pi;

por otra parte, si la funciéon f presenta un minimo local en P, la divergencia de V f es positiva en Ps.

Figura 1.1: Interpretacién del Laplaciano

Si f(P1) es maximo, Af(P1) < 0; si f(P2) es minimo, Af(Pz) > 0.

Propiedad:
1. El Laplaciano de un campo escalar f(z1,x2, - ,2,) cumple:
02 0? 0?
Af:—2f+72f+--~+—2f.
il 5, n

2. El Laplaciano de un campo vectorial definido en R? cumple:

AF=V(V-F)—V x (V x F).

Dejamos la demostracion como ejercicio.
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1.3.5. Formas diferenciales exactas

Definicion 1.3.18. Una forma diferencial es una expresion de la forma
M(z,y,z)dz + N(2,y,z)dy + P(z,y, 2)dz,

donde M, N y P son funciones definidas en un dominio D.

Una forma diferencial es exacta cuando es la diferencial de un campo escalar f en D.

Teorema 1.3.19 (Condicién necesaria y suficiente para formas diferenciales exactas). Una
forma diferencial M (z,y, z)dx + N(x,y, z)dy + P(x,y,2)dz, donde M, N y P son funciones
continuas definidas en una region abierta, conexa y simplemente conexa D, es una forma dife-

rencial exacta si y solo si
Py:NZ7 Mz:Pam Nx:My7

esto es, si y solo si el rotacional de F = (M, N, P) es el vector nulo en D.

Demostracion.
Probamos las dos implicaciones.
=) Si M(z,y,z)dx + N(z,y,z)dy + P(x,y, z)dz es una forma diferencial exacta, entonces existe

un campo escalar f definido en D tal que
M=fs; N=f; P=/f;
es decir que el campo vectorial dado por F = (M, N, P) es el gradiente de f:
(M,N,P) = V}.

Luego, por la primera parte del Teorema F = (M, N, P) es conservativo en D. Entonces, segin
el criterio de componentes para campos conservativos (Teorema , el rotacional de F es nulo,
V x F =0, es decir,

P, =N, M, = P,, N, = M,.

<) Por otra parte, si Py = N,, M, = P,, N, = My, es decir si VX F = 0, y la regién D es abierta,
conexa y simplemente conexa, entonces F es conservativo en D, segtn la parte (ii) del Teorema

y existe una funcién potencial f para F, definida en D, segtn el Teorema [1.2.18 Por ser una funcién
potencial para F (Definicion [1.2.13]), f cumple Vf = F, es decir

fx:Ma fy:Na fz:Pa

y la forma diferencial Mdx + Ndy + Pdz es exacta.

Ejemplo 1.3.20 (Ejemplo de aplicacién de formas diferenciales exactas).
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Si M dx+ N dy + P dz es una forma diferencial exacta, la integral de linea fC Mdx+ Ndy+ Pdz

se puede calcular de la siguiente manera:

/de—i—Ndy—i—sz—/Vf-dr—f(B)—f(A),
C C

ya que F = Vf es un campo vectorial conservativo y se puede aplicar el Teorema Fundamental de
Integrales de Linea (Teorema . Solo resta hallar la funcion potencial de F, f, y evaluarla en

los valores correspondientes.

También nos referiremos a formas diferenciales exactas mas adelante, cuando estudiemos ecuaciones

diferenciales.

1.4. Teorema de Green

El teorema de Green relaciona una integral de linea alrededor de una curva cerrada simple C'y
una integral doble sobre la region plana limitada por C. Este teorema recibe su nombre del cientifico
britanico George Green, y resulta ser un caso especial del mas general teorema de Stokes. Aplicaciones
del teroema de Green aparecen en la publicaciéon de este autor de 1828 llamada “Un andlisis de las

aplicaciones del andlisis matematico a las teorias de la electricidad y el magnetismo” (Figura|1.2)).
Figura 1.2: Publicacién de Green.

AN ESSAY

APPLICATION

MATHEMATICAL ANALYSIS TO THE THEORIES OF
ELECTRICITY AND MAGNETISM

BY

GEORGE GREEN.

Fottingbam:
FRINTED F'OR THE AVITHOR, 3Y T. WHIELHOVER

“Un anilisis de las aplicaciones del analisis matemdtico a las teorias de la electricidad y el magnetismo” (1828).

Estudiamos dos formas del Teorema de Green: la forma tangencial y la forma normal. Probamos
la primera (probamos un caso particular y luego analizamos cémo se puede extender la aplicacién del
Teorema a casos mds generales) y luego probamos que si la forma tangencial vale, entonces vale la

forma normal del Teorema.
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1.4.1. Regiones simples

El caso particular que probaremos es aquel en que la region encerrada por la curva es simple. Para
definir una regién simple, debemos primero comprender qué es una regién plana de tipo 1 y qué es
una region plana de tipo 2. Una regién plana R es de tipo 1 cuando se puede describir de la siguiente

manera:
R={(z,y) € R*:a<uz< b,g1(z) <y < ga(w)},

para funciones continuas g; y g2 definidas en [a, b]. La figura muestra ejemplos de regiones tipo 1.

Figura 1.3: Regiones de tipo 1.

YA y= gz(x:} YA )
/ y=¢,(x)
R
I |
| _ |
/ I y=g(x) I
Y=g | |
0 (;‘ éi) X 0| 4 b x

Una region R es de tipo 2 cuando se puede describir como
R={(z,y) eR*: ¢ <y <d,hi(y) <z < ha(y)},

para funciones continuas hi y ho definidas en [c, d]. La ﬁgura muestra ejemplos de regiones de tipo
2.

Figura 1.4: Regiones de tipo 2.

b g VA

d _____
d _____

=h(v xX=h,(y)
v=hy) ) R = hy(y) x=h(y)| R [x=hy(y)

S I >

0 x
- cm—————-
0 x

Una regién que es a la vez de tipo 1 y de tipo 2 se llama regién simple. La figura muestra

ejemplos de regiones simples.



32 CAPITULO 1. CAMPOS VECTORIALES

Figura 1.5: Regiones simples
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Teorema 1.4.1 (Forma tangencial del Teorema de Green[’).

Sea C' una curva suave por partes, cerrada, simple y positivamente orientada, que encierra una
region D en el plano. Sea F = (M, N) un campo vectorial donde M y N tienen derivadas parcia-
les de primer orden continuas en una region abierta que contiene a D. Entonces la circulacion

en sentido antihorario de F alrededor de C' es:

7§ F-Tds= // <8N - W) dx dy. (1.24)

“Se puede ver una prueba de este Teorema en https://youtu.be/Eacngk1Mp34

Demostracion. Se probara el caso espcial en que la regién D encerrada por la curva C' es simple, es
decir que se puede ver a la vez como una regién de tipo 1 y de tipo 2.
Recordando que EﬁCF Tds = 930 Mdx + Ndy ((1.4]), pagina , el Teorema de Green quedara

demostrado si se prueba que:
/ M(z,y)d // (1.25)

/C N(z,y)dy = // %(x,y)dA (1.26)
D

Para demostar la ecucacién ([1.25)) se usara el hecho de que la regién D es una regién de tipo 1: es decir,
que D es una regién comprendida entre las gréificas de dos funciones continuas de z, de la siguiente

manera:
D={(z,y) eR*la<2<b, gi(z) <y < gaa)}

donde g7 y g2 son funciones continuas.
De esta forma, el lado derecho de la ecuacién ((1.25) puede escribirse como:

//8 (z,y)dA = // xy)dyda:
D % g1

= / [M (x,g2(x)) — M (x, g1(x))] dz (T. fundamental del cdlculo.) (1.27)

Para escribir el lado izquierdo de la ecuacién ([1.25]), sabiendo que D es de tipo 1, se supone el caso
més general posible para la curva C' que encierra a la regién D y se descompone la curva C' en cuatro

curvas C1, Cy, C3 y Cy, tal como se muestra en la figura siguiente (en algunos casos podria ocurrir
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que alguna de estas cuatro curvas solo fuera un punto)

VA

d
Co

Asi:

[ Mo = [ MGegae+ [ M+
C C1

M(x,y)dx + M(z,y)d
Ca

, xT. (1.28)
Cs Cy

Parametrizamos las curvas intervinientes; dado que es mas facil parametrizar —C'5 y —C)4 trabajamos
con estas ultimas en lugar de las curvas Cs y (4, de esta manera

(t) = (£, 91(1)), (a <t <D)
Cy:ra(t) = (b,t), (1 <t <dy)
—C3:r3(t) = (t,92(1)), (a <t <b)

—Cy :ra(t) = (a,t), (2 <t <dp)

Entonces, aplicando la definicién de integral de linea con respecto a x en - tenemos

/ M (z,y)dx = M(z,y)dx+ | M(x,y)dx —
c C1

M(z,y)dx — M(z,y)dx
C2 —Cs —Cy
d1 da2
/ M(t,g1(t)) 1dt + M (b, t)0dt — /Mtgg())ldt— M (a,t)0dt
/Mt91 dt—/Mtgg
:/ M(x,gl(x))dx—/ M(z, go(x))dx
b
[ @ @)~ M (@ gafa)) o (1.29)

Los resultados (1.27) y (1.29) prueban la igualdad dada por la ecuacién

ién ([1.25)).
La ecuacion ((1.26]) se puede probar andlogamente, expresando D como una regién de tipo 2

D={(z,y)|c<y<d, hi(y) <y < ha(y)}

donde hi y ho son funciones continuas. Se deja los detalles al estudiante
De esta manera queda probado el Teorema
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1.4.2. Teorema de Green en regiones mas generales

El teorema de Green también se aplica a otras regiones mas generales, como las que se ilustran en

la siguiente figura, pero aqui no se hara la demostracién.

Preste especial atencion a la region de la derecha de la figura, que no es simplemente conexa. Esto

“positivamente orientada”?

implica que tiene una curva frontera “dentro”. ;Qué significa en este caso
Se da a las curvas una orientacién tal que la regién R esta siempre del lado izquierdo cuando las curvas
son recorridas en las direcciones que se indican. Eso significa, en casos como este, que las curvas en
la frontera estan positivamente orientadas. Con esta convencion, el teorema de Green es valido para
regiones que no son simplemente conexas.

Una explicacién de por qué sigue siendo valido el Teorema de Green en regiones como las anteriores
y de por qué se debe orientar las curvas de esa manera, es la siguiente.

Dada una regién que se puede descomponer en la uniéon disjunta de regiones simples, se puede
aplicar el Teorema de Green a cada una de las regiones simples y luego sumar. Sin embargo en las
“uniones” estaremos sumando dos integrales de linea en direcciones contrarias y la suma serd nula.

Véase la imagen presentada a continuacién.

Para regiones més generales, la idea es la misma, como muestra la figura siguiente.
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De esta manera se puede comprender por qué la orientacién de las curvas debe hacerse de esa
manera y como es que se puede aplicar el Teorema de Green a regiones mas generales.

Finalmente hay que observar que, asi como enunciamos el teorema de Green para el plano xy,
también se aplica para cualquier region plana R contenida en algiin plano en el espacio, limitada por

una curva C.

1.4.3. Otra forma del Teorema de Green

Asi como la forma tangecial del Teorema de Green es un caso particular del Teorema de Stokes
(que veremos mas adelante, en la Seccién , el Teorema de Green también se puede expresar de
forma normal, para obtener un caso particular del Teorema de la Divergencia de Gauss (que también
veremos en la Seccién .

7~

Teorema 1.4.2. Sea C' una curva suave por partes, cerrada, simple y positivamente orientada,
que encierra una region D en el plano. Sea F = (M, N) un campo vectorial tal que M y N
tienen derivadas parciales de primer orden continuas en una region abierta que contiene a D.
Entonces, el flujo de F a través hacia fuera de C es igual a la doble integral de la divergencia

de F sobre la region D encerrada por C':
oM  ON
%F nds = // <+> dx dy.

Demostracion. Para demostrar esta forma del Teorema Green, dado que hemos probado la anterior,

vamos a probar que, si es cierta la forma tangencial del teorema, también vale la forma normal del
mismo.

Repitiendo el procedimiento que ya usamos en la pagina expresamos el vector normal unitario
hacia fuera en cada punto de la curva C', positivamente orientada, como el producto vectorial entre
el vector tangente unitario T y el versor k = (0,0, 1), n = T x k (haciendo la extensién natural de los

vectores a R?). Entonces aplicamos propiedad del producto mixto de vectores, para obtener:

%F-nds:§£n'Fds:yngk-FdSz&AkxF-Tds:§£(—N,M)-Tds.
C C C C C

Esta ultima es la integral de linea de la componente tangencial del campo vectorial, G = (=N, M),
cuyas componentes tienen todas las propiedades necesarias para aplicar el Teorema de Green en su

forma tangencial. Luego, segtn la forma tangencial del Teorema de Green aplicada al campo vectorial

G,
é]G-Tds://D(Mm—(—Ny))dA:/D(Mx—kNy)dA,

y asi, hemos probado que
%F-nds:/ (Mz + Ny) dA.
C D

1.4.4. Aplicacion del Teorema de Green al calculo de areas

El drea de una regién plana se puede calcular mediante la férmula A = [f. g 1dA. Si una curva

cerrada simple positivamente orientada en el plano, C, y la regién R que encierra satisfacen las
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hipétesis del teorema de Green, el drea de R,

A://ldA,
R

en virtud del Teorema de Green, se puede igualar a la integral de linea de un campo vectorial F =
(M, N) (cuyas componentes deben tener derivadas parciales de primer orden continuas en una regién
abierta que contenga a R), siempre que N, — M, = 1. Por ejemplo si tomamos F(z,y) = (=%, %) se
satisface esa condicién. La condicién N, — M, = 1 también se cumple si tomamos F(z,y) = (0,z) o
F(z,y) = (—y,0). Hay més campos vectoriales F = (M, N) que cumplen N, — M, = 1: cualquiera de
ellos nos llevara al resultado correcto, en tanto se satisfagan las hipotesis del teorema de Green. Asi,

por ejemplo, dado que por el Teorema de Green tenemos

%F-Tds—%de—i—Ndy—// (aN—w)da:dy,
c c r\ 0z Oy

)

si se toma

Y X Yy x
M(I,y) = _57 N(I‘,y) = 57 F(x,y) = (_§,§

entonces el area de la regién R encerrada por la curva C' es

1
A—// ldA—//(Nx—My)da;dy—ygF~dr—7§de+Ndy—yg—ydx—i—xdy.
R R c 2 Jc

Ejemplo 1.4.3. Determinar el drea de la region encerrada por el arco de la cicloide dado por r(t) =
(t —sent,1 —cost), 0 <t <2m, yel eje x.

Parametrizamos la curva C1 que es la porcion del eje x entre 0 y 27: s(t) = (¢,0), 0 < t < 27.
Y observamos que la parametrizacion dada por r recorre el arco de cicloide de izquierda a derecha; si
llamamos a esta curva Cy, vemos que para cerrar una curva simple necesitamos recorrer este arco en

sentido contrario y llamamos a la curva recorrida de derecha a izquierda —Cs.

0 > 0 G 27 X

Recordando que /

A://dA:ygF-dr:/ F-dr+/ F~dr:/ F-dr—/ F .-dr
R C Cq —Cs C1 Ca

27 27
_ / F(s(t)) - ' (£)dt — / F(x(t)) - r (1)t
0 0

F.-dr= —/ F - dr, planteamos
CQ CQ

Eligiendo el campo vectorial F(x,y) = (0,z) y resolviendo las integrales que se van presentando,
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tenemos:

27 2
A= / (0,%) - (1,0)dt — / (0,t —sent) - (1 — cost,sent)dt
0 0
27
=0- / (tsent — sen®t)dt
0
2m 2w
1- 2t
=— <7§cost\§7r +/ costdt/ COSdt)
0 0 2
= 3.

Luego el drea buscada es A = 31 unidades de drea.

1.5. Superficies

Asi como hemos estudiado curvas, sus parametrizacines y sus longitudes, ahora presentamos su-

perficies.

Superficies paramétricas

Hemos visto tres formas de definir curvas:
Forma ezxplicita, en que la curva es el gréfico de una funcién de una variable: y = f(x).

Forma implicita, en que la curva es una curva de nivel de una funcién de dos variables: F'(z,y) = 0
<

S

Forma vectorial paramétrica: la curva es el grafico de una funcién de la forma r(t) = (z(t), y(t)),
t <b.

Para superficies hemos visto:

Forma explicita, en que la superficie es el grafico de una funcién de dos variables: z = f(x,y).

Forma implicita, en que la superficie es una superficie de nivel de una funcién de tres variables:
F(z,y,z) =0.

Ahora veremos la forma paramétrica para definir superficies.

Definicion 1.5.1. Sea

r: RCR? =R?
(u,v) —z(u,v)i+ y(u,v)j + z(u, v)k
una funcion vectorial definida en una region R del plano uv, inyectiva en el interior de R. La

superficie S es el rango de r y decimos que estd parametrizada por r; u y v son los pardmetros

y R es el dominio de los pardmetros.

Se observa que, al tratarse de la imagen de una funcién que depende de dos parametros, obtenemos

en general una superficie.
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.
>

d Parametrizacion

vy + Avp-——= 7 ﬁ
uv

Chin

| < o
| u=uy+ Au

|

|

y

La parametrizacion de superficies nos permite representar una amplisima gama de superficies. Por
ejemplo la superficie paramétrica dada por r(u,v) = ((2 + senwv)cosu, (2 + senv)senu, u + cosv),

0<u<4m 0<wv<2m se puede ver en el grafico siguiente:

Figura 1.6: Ejemplo de superificie paramétrica

r(u,v) = ((2 4 senv) cosu, (2 + senv) senw,u + cosv), 0 <u < 4w, 0 < v < 27

En la Definicién [1.5.1] podemos apreciar que, dejando fijo un valor de uno de los pardmetros,
digamos u = wug, y permitiendo que varie el otro parametro, v, obtenemos una funcién de un solo
parametro: r(ug,v). Esta, como vimos antes, describe una curva paramétricamente. Tal curva se llama
curva reticular de la superficie S. Lo mismo ocurre si se fija v = vg y se hace variar u, para obtener
r(u,vp). El andlisis de las distintas curvas reticulares nos permite estudiar la superficie parametrizada
por r. En la Figura[l.6] se puede ver las curvas reticulares que son circunferencias y hélices, segin se
fije u o v.

Estas funciones r se pueden derivar parcialmente por medio de los limites usuales:
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Definicién 1.5.2. Dada una funcion r : R? — R3, las derivadas parciales de r son

r(u+ Au,v) — r(u,v)

ry(u,v) = Alggo Au (1.30)
y

A —
ro(u,v) = Jim r(u,v + A”B} r(w,v) (1.31)

stempre que los limites existan.

Podemos observar que la derivada parcial de r con respecto a u en (ug, vg), ry(uo, vo), €s un vector
tangente a la curva reticular que se obtiene fijando v = vy en el punto r(ug, vo); similarmente, el vector
r,(up,vp) es un vector tangente a la curva reticular dada por r(ug,v) en el punto r(ug,vp).

Introducimos ahora una férmula de cdlculo para estas derivadas parciales.

Teorema 1.5.3. Para una funcion r como en la Definicion |[1.5.1) se tiene que r es derivable
parcialmente con respecto a u si y solo si las funciones componentes x, y y z lo son y, en este

ry(u,v) = (zu(u,v), yu(u, v), 2, (u, v)); (1.32)

similarmente, r es derivable parcialmente con respecto a v si y solo si las funciones componentes

xz,y y 2z lo son y, en este caso,

rv(u’v) = (xv(u,v),yv(u,v),zv(u,v)). (1'33)

No la demostramos.

Veamos otros ejemplos:

1. Dé una representacién paramétrica de la superficie S que es la esfera con centro en el origen y

radio 3.
Solucién: r(6, ¢) = (3cosfsen ¢, 3senfsenp,3cosp), 0 < < 2w, 0< ¢ <.
Observar que cuando ¢ = 0, (0, ¢) = (0,0, 3) para todo 6 € [0, 27|, es decir que r no es inyectiva

en la frontera del dominio de los parametros.

2. Dé una representacién paramétrica de la superficie S que es la parte del cilindro 2% 4 22 = i

entrey =0y y=1.

L I

. |

X

Solucién: r(6,y) = (% cosﬁ,y,%senﬁ), 0<f<2m, 0<y<lI.
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3. (Cémo parametrizamos una superficie S que es el grafico de una funciéon f de dos variables?

Solucion: una forma sencilla de hacerlo es
r(z,y) = (v,y, f(z,y)), (=,y) € D(f).

Superficies suaves

Definicién 1.5.4. Una superficie S parametrizada por r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)),

(u,v) € R, es suave si Ty y Ty, Son continuas y r, X r, # 0 en RE|

“Una funcién vectorial, como r, es diferenciable en su dominio R, si es diferenciable en un conjunto abierto
ADR.

Cabe destacar que una superficie suave no tendrd puntas ni picos. Ademas, se puede observar que,
aunque la definicién de superficie suave nos recuerda a la de curva suave, en este caso pedimos mas
que la no anulacién de las derivadas r,, y r,: ry, y r, no pueden ser paralelos (ya que, en ese caso, la

superfice estaria colapsando en una curva).

Area de una superficie suave dada paramétricamente

Nuestro objetivo es encontrar una férmula para calcular el drea de una superficie suave S, dada
paramétricamente por r(u,v) = (z(u,v),y(u,v),z(u,v)), a < u < b, ¢ < v < d. Por tratarse de
una superifice suave, tenemos que los vectores r, y r, no son paralelos ni nulos y determinan un
paralelogramo tangente a S en cada punto r(u,v) € S, excepto, posiblemtente, en los puntos r(u,v)

con (u,v) en la frontera del dominio de los pardmetros.

s )

Definicion 1.5.5 (Area de una superficie suave parametrizada). Dada la superficie suave S

parametrizada por r : R — R3, donde R es una region simple, se define el drea de S por
A= // ra X Tl du do.
R

Observacién 1.5.6. Debe destacarse el hecho (que no probaremos) de que el drea de una superficie

es independiente de la parametrizacion que se haga de la misma.

Justificacion de esta férmula para el area: tomamos una particion de la regién R y conside-
ramos un subrectangulo genérico con vértices (ug, vo), (uo+ Au,vg), (ug+ Au,vo+ Av) v (ug, vo+ Av)

y la imagen de éste por r, que es una porcién de la superficie S, digamos Aoy, .
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v
A - r(“O,UO)
dl- Parametrizacion e )
r
v+ AvE-————
|Muv ? P :
o T . | |
cb R | | : r( U ,vo + AU)
: : r( uy + Au v )
: : : L > u
0 a ug / b _
uy + Au X

Se puede aproximar el area de Aoy, con el mdédulo del producto vectorial de los vectores a =
r(up + Au, vg) —r(ug,vg) y b = r(ug, vo + Av) — r(ug, vp), que son los vectores que van desde r(ug, vp)

hasta los dos “vértices” contiguos.

ru(Up,vo)Au

T Tukua,\f& AV "--,.,_,_,’i

r(uo,vo) b r{Ug,VotAv) r(ug,Vo)
Pero a su vez, puede aproximarse cada uno de estos vectores: de la definicién de derivada de r con
respecto a u tenemos, para un valor de Au > 0 pequeno,

. r(ug + Au,vg) — r(ug,v0) _ r(uo + Au,v) — r(ug,vo)
ru(uo, o) = Alggo Au ~ Au

de donde

r(ug + Au,vg) — r(ug, vo) = ry(ug, vo)Au.

Similarmente,

r(ug, vo + Av) — r(ug,vo) ~ ry(ug, vo)Av.

En consecuencia

a = ry(up, vg)Au y b = r,(ug, vo)Av.

Entonces tenemos la férmula para aproximar el drea de una porciéon Aoy, de la superficie S:
la x bl & ||lry(ug, vo)Au X ry(ug, vo) Av|| = ||y (uo, vo) X ry(ug, vo)||Aulv;

dado que el drea de la superficie S se puede calcular sumando las dreas de todas las porciones Aoy,
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tenemos:

Ax ZZ llrw (i, vj) x 1y (ug, vj)[| Au; Av,

i=1 j=1

A= // ||lry, X ry||dudo.
R

Ejemplo 1.5.7. Plantee una integral para calcular el drea de la superficie S que es la parte del cilindro

2?2 +22 =4 entrey =0 yy = 1, parametrizada por r(0,y) = (2cosf,y,2send), 0 < 0 <27, 0 <y < 1.

A:// |ty X 1y|du dv
R

ro = (—2senf,0,2cosh), r, = (0,1,0),

y, tomando limites,

rg X ry = (—2cos6,0,—2senf), |ry x ry| = 2.

21 1
A:/ / 2 dy df = 4.
0 0

1.5.1. Superficies orientadas

El concepto de superficie orientable es esencial para el cdlculo de integrales de superficie de campos
vectoriales. Comencemos analizando dos ejemplos de superficies que no son orientables: la cinta de
Mobius (que se construye uniendo los dos extremos de una cinta pero de manera invertida) y la botella
de Klein. Como se puede apreciar en la siguiente figura, es imposible reconocer dos caras en alguna
de estas superficies. Si se quisiera, por ejemplo, colorear una cara de rojo y otra de otro color, y se
comenzara a colorear de rojo, terminariamos habiendo coloreado la totalidad de la superficie de rojo.

Esto es lo que caracteriza a estas superficies: no tienen dos caras.

Cinta de Mdobius (Moebius) Botella de Klein

Definicién 1.5.8 (Superficies orientables y orientadas). Una superficie suave S es orientable
cuando es posible definir un campo vectorial n que a cada punto de S le asigna un vector normal
unitario de manera continua, es decir, que varie en forma continua con la superficie.

Una superficie suave S estd orientada cuando ya se ha definido un tal campo vectorial n sobre
S.

Observaciéon 1.5.9. Notese que en la definicion de superficie orientable se requiere que en la asig-
nacion de un vector normal unitario en cada punto no haya cambios abruptos. En las superficies no

orientables de la figura anterior si se puede definir un vector normal unitario en cada punto, pero esta

asignacion no puede hacerse de manera continua.
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Ejemplo a modo de observacién: Un cono sin su vértice (o un tronco de cono) es una superficie

suave. Un cono (con su vértice) no es una superficie suave.

7~

Definicion 1.5.10. Una superficie suave por partes se llama cerrada cuando es la frontera de
un solido y separa el espacio en dos regiones: la “interior”, que es acotada, y la “exterior”, que
es no acotada.

Definicion 1.5.11. Una superficie suave cerrada estd orientada positivamente si el vector

normal en cada punto de S apunta hacia fuera de S.

Observacion: Si la superficie es suave por partes, podemos extender esta idea.

Ejemplo 1.5.12. Una esfera es una superficie suave cerrada (ya que separa el espacio en dos regiones);
un cilindro parabdlico es una superficie suave que no es cerrada; una porcion de cilindro circular unido
a dos circulos que hagan las veces de “tapa” y “base” (como una lata cilindrica de conservas) es una
superficie suave por partes cerrada; un paraboloide eliptico es una superficie suave que no es cerrada;
una porcion de paraboloide eliptico junto con una elipse de dimensiones convenientes ubicada como

“tapa” forman una superficie cerrada, suave por partes.

1.6. Integral de superficie

Igual que cuando presentamos integrales de linea, primero definiremos integrales de superficie para

campos escalares y luego, para campos vectoriales.

1.6.1. Integrales de superficie de campos escalares

Definicién 1.6.1. Dada la superficie suave S C R3, parametrizada por r : R — R3, donde R
es una region simple, y dado el campo escalar f continuo definido en S, se define la integral de

superficie de f sobre S por

J[£d7 = [[ setw )l < vfdua.

La justificacion de esta definicién es similar a la justificacién para la definicién de area de una

superficie. Si S estd parametrizada por r(u,v), (u,v) € R, tomamos una particién en R y

//S Fdo =) " fr(ui,v) A0 = Y f(r(us, v5))lIra(us, v5) X 1o (us, v5) | Audv

i=1 j=1 i=1 j=1

//Sfdg - //Rf(r(u, v))||ry X 1y||du dv,

lo cual justifica la definicién que hemos dado.

y, tomando limites,

Observacién 1.6.2. Debe destacarse el hecho (que no probaremos) de que el valor de la integral de

superficie es independiente de la representacion paramétrica suave de la superficie S.

Ejemplo 1.6.3. Se desea plantear una integral para calcular la masa de una capa delgada cortada del

cilindro x% + 2% = 4 por los planos y = 0 y y = 1 (superficie cilindrica), sabiendo que la densidad en
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cada punto viene dada por 6(x,y,z). La masa de una capa delgada se calcula por:

M= //S 5z, y, 2)dA.

En nuestro ejemplo se puede parametrizar la superficie por
r(0,y) = (2cosf,y,2senf), 0 <0 <2m, 0<y<1,

de donde rg(6,y) = (—2senf,0,2cos6), ry(0,y) = (0,1,0), rg x ry(0,y) = (—2cosh,0,—2send) y
lro x ry|| = 2. Asi, la masa se puede obtener haciendo

27 1
M:/ / 0(2cosB,y,2senf)2dy db.
o Jo

1.6.2. Integrales de superficie de campos vectoriales

Definicion 1.6.4. Sean F, un campo vectorial acotado con componentes continuas y S, una
superficie orientada y suave por partes incluida en el dominio de F'.

El flujo de F a través de S en la direccion de n es la integral de superficie de la componente

normal de F en la direccion de n:
Flujo = // F -ndo.
S

Notacion: si la superficie S es cerrada, en ocasiones se usa la notacion

#Fonda.
S

-..N F
AS

U

i

ﬂ
Z

\‘
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Formula de célculo:

Si S estd parametrizada por r : R — R?, entonces el flujo de F a través de S se puede calcular

como

Flujo = // F -ndo = // F(r(u,v))- MHlt'u X 1y ||dudv = // F(r(u,v)) -1y X rydudv
s R [Ty X 1] R
(1.34)

(e}

Flujo = //SF~nda - //RF(r(u,v)) - (ty X vy)du dv, (1.35)

dependiendo de la orientacién dada en S por n: se debe usar siempre la férmula en la que el producto
vectorial r, X r, o r, X r, sea multiplo positivo de n. Es decir, si n es multiplo positivo de r, X r,,
se usa la férmula ((1.34)). Si, por el contrario, resultan tener sentidos opuestos, se debe usar la férmula
(1.35)).

Observacion 1.6.5. Debe destacarse el hecho (que no probaremos) de que el valor de la integral de

superficie es independiente de la representacion paramétrica suave de la superficie S.

Ejemplo 1.6.6. Sean el campo vectorial F (en azul) y la superficie orientada S dados en el siguiente

grdfico. Indique el signo de [[¢F -ndo.

Solucion: Si en un punto cualquiera de la superficie S analizamos las direcciones del campo vectorial
F y el vector normal unitario n, podemos apreciar que en este caso son ortogonales. Ast, la componente

normal de F es cero en cada punto y ffSF -ndo = 0.

Ejemplo 1.6.7. Sean la superficie S que es una esfera centrada en el origen positivamente orientada,
y los campos vectoriales F1(x,y,2) = (z,y,2), Fa(z,y,2) = (—y,z,0) y F3(z,y,2) = (1,0,0), repre-
sentados en el siguiente grdfico (en azul). Haga una estimacion del signo de ffSF -ndo, para cada

caso, justificando su respuesta.
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Expansion: F(x,y,z)=(x,y,z) Rotacion: F(x,y,z)=(-y,x,0) Constante: F(x,y,z)=(1,0,0)

Solucion: Para cada caso estudiaremos la direccion del campo vectorial y su componente normal sobre

la esfera. Finalmente, estimaremos la integral de manera intuitiva (haciendo una suma).

1. Si en un punto cualquiera de la esfera S analizamos las direcciones del campo vectorial Fq

(expansion) y el vector normal unitario n, podemos apreciar que en este caso son paralelos
y tienen el mismo sentido. Asi, la componente mormal de F1 es positiva en cada punto y
ffS Fi -ndo > 0. Esta idea se intuye por el hecho de que se aprecia en el grdifico un flujo

“saliente” de la esfera.

. Si en un punto cualquiera de la esfera S analizamos las direcciones del campo vectorial Fo

(rotacion alrededor del eje z) y el vector normal unitario n, podemos apreciar que en este caso

son ortogonales. Ast, la componente normal de Fo es cero en cada punto y ffs Fy -ndo =0.

. Si en distintos puntos de la esfera S analizamos las direcciones del campo vectorial F3 (campo

vectorial constante) y el vector normal unitario n, podemos ver ahora que en algunos casos son
paralelos con el mismo sentido, en otros casos son paralelos con sentidos contrarios, en otros
casos son ortogonales y en otros, forman otros angulos. Asi, podemos suponer que al sumar todos
los efectos obtendremos una suma nula y ffs F3 - -ndo = 0. Esta idea también se puede intuir
por el hecho de que se aprecia en el grdfico que el flujo “entrante” es igual al flujo “saliente” de

la esfera.

Ejemplo 1.6.8. Halle el flujo del campo vectorial dado por ¥(x,y, z) = (y,x,2) a través de la super-

ficie S que es la parte del cilindro x*> + 2> = 4 entre los planos y =0 y y = 1, en la direccion que se

aleja del eje y.

Solucion: queremos hallar ffs F - ndo. Para ello, parametrizamos la superficie S':

r(0,y) = (2cosf,y,2senf), 0 <0 <2m, 0<y < 1.

Para aplicar alguna de las formulas 0 , debemos hallar las derivadas parciales de las

componentes de r y calcular su producto vectorial:

ro(0,y) = (—2sen6,0,2cosb), r,(0,y) = (0,1,0)

ro(0,y) xry(0,y) = (—2cosf,0,—2send).

Para decidir cudl de las dos férmulas de cdlculo usar, analizamos el vector rg x ry en un punto de S:

por ejemplo podemos escoger los valores 0 = 0 yy = 0 de los pardametros y evaluamos r(0,0) = (2,0,0),

que es un punto de S y en ese punto calculamos el vector dado por ry(0,0) x ry(0,0) = (—=2,0,0).
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Estudiamos en qué sentido apunta este vector cuando se aplica en el punto r(0,0) y en este caso resulta
que apunta en la direccion hacia el eje y. Como el enunciado pide hallar la integral de superficie de F
sobre S en la direccion que se aleja del eje y, debemos trabajar con la férmula , que es equivalente
a cambiada de signo (ya que, por propiedad del producto vectorial, cualesquiera sean los vectores
vyw deR3, v xw=—wxv). Asi, seqin .'

2m 1
// F - ndo = / / (y,2cosf,2senf) - (2cosb,0,2send)dy db
s o Jo
2m 1
= / / (2y cos @ + 4sen? 0)dy df = 4.
o Jo

Ejemplo 1.6.9. Halle el flujo del campo vectorial F(x,y,z) = (x,y,z) hacia fuera a través de la
esfera 22 +y? + 22 =a® (a>0).

Solucion: parametrizamos la superficie esférica por
r(0,¢) = (acosfsen¢,asenfsenp,acosp), 0 <0 <2, 0< ¢ <m,
y hallamos rg X ry:

rg(0, ) = (—asenfsen ¢, acosfsen¢,0)
ry(0,¢) = (acosfcos ¢, asend cos p, —asen ¢)
ro(0,¢) x ry(0,¢) = (—a? cos fsen? ¢, —a? sen O sen? ¢,
— a%sen? B sen ¢ cos ¢ — a? cos® O sen ¢ cos o)

= (—a®cos O sen? ¢, —a? sen f sen’ ¢, —a? sen ¢ cos ).

En un punto muestra, por ejemplo r(0,5) = (acosOsen 5,asenOsen 3, acos 5) = (a,0,0), evaluamos

o (0.5) xm (0.3) =

s
= (—a2 cos 0 sen? 5 —a

rg X Ig:

™ ™ ™
2 sen( Sen2 5, —a2 sen — Ccos *)

22
= (—d?,0,0).

El vector (—a?,0,0) aplicado en el punto (a,0,0) apunta hacia dentro de la esfera. Por lo tanto

consideraremos el vector normal cambiado de signo (segun la formula ) Ast, el flujo que se
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desea calcular es

FlujO://F ndo
S

2
F(r(9,¢)) (ry(0,0) x r9(0,¢)) do df

™

F(acosfsen¢,asenfsend,acos @) - (ry(6,¢) x ro(0, ¢)) dp dd

™
(acosfsen ¢, asenfsen ¢, acosd)

I
S~ — 5~
%%%

(a® cos @ sen? ¢, a® sen § sen? ¢, a® sen ¢ cos ¢) dep df

™

(a® cos? B sen® ¢ + a® sen? f sen® ¢ + a> sen ¢ cos® ¢) dep df

Il
o\wo\
§o\o\

(a3 sen® ¢ 4 a> sen ¢ cos® ¢) de df

=a® / (sen p(sen? ¢ + cos® @) de d
0

2m
:a3/ / sen ¢ do df = 4a’r.
0

Observamos que, como se podria haber intuido desde un andlisis grdfico, el flujo buscado es positivo.

o

o

Observacion 1.6.10. Si el flujo de F a través de S es k, jnecesariamente el flujo a través de una
superficie S1 que es una parte de S con exactamente la mitad de drea que S es k/2% La respuesta
es NO. Basta imaginar el flujo de un campo vectorial constante no nulo a través de una esfera, que
da cero, y compararlo con el flujo del campo vectorial a través de una de las dos semiesferas que se
obtienen al cortar la esfera con un plano normal a la direccion del campo vectorial: en este caso el
flujo del campo a través de esta superficie no serd nulo y, sin dudas, no serd la mitad del flujo a través

de la superficie esférica completa.

1.7. Teoremas de Stokes y de Gauss

1.7.1. Teorema de Stokes

El Teorema de Stokes data de 1850.
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GEORGE GABRIEL STOKES
(1819-1903)

Teorema 1.7.1. Sea S una superficie orientada, suave por partes, que tiene como frontera
una curva suave por partes, C. Sea F = (M, N, P) un campo vectorial cuyas componentes
tienen derivadas parciales de primer orden continuas sobre una region abierta que contiene a S.
Entonces la circulacion de F a lo largo de C en la direccion antihoraria con respecto al vector

unitario normal a la superficie, n, es:

%F-dr://VxF-nda.
C S

Demostramos un caso especial: aquel en que la superficie S es el grafico de una funcién g de dos

variables, con derivadas continuas de segundo orden. Se ofrece un video con una prueba del mismo en
https://www.youtube.com/watch?v=aaJgkbqjCSg

Observacién 1.7.2. 1. La curva C no mecesariamente es plana: en general, es una curva en el

espacio. Por ello en la hipdtesis el teorema pide que la orientacion de C sea positiva con respecto

a la orientacion de S.

2. Para una misma curva suave C' puede haber mds de una superficie suave S que tiene a C' como

frontera. Asi, si S1 y So son superficies suaves que tienen a C como frontera, siempre que F
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esté definido en los puntos de S1, So y de C' y se satisfagan las hipotesis del Teorema de Stokes,

se tendrd que}éF'dr: VxF-ndo= V x F -ndo. Es decir que el flujo de V X F
C S S
sobre S1 y el flujo de V. x F ;obre Sy son iguales.2

La imagen muestra el mismo burbujero con tres burbujas distintas: son tres
superficies suaves distintas con una misma curva frontera C.

3. Iqual que con el Teorema de Green, podemos aplicar el Teorema de Stokes a superficies mds
generales, incluyendo superficies con agujeros, en tanto la orientacion de cada curva sea la

correspondiente.

S

superficies con agujeros

Ejemplo 1.7.3. Sea C la curva interseccién de las superficies dadas pory+z=2 vy a2+y> =1,
orientada positivamente si se mira desde “arriba”. Sea F(x,y,z) = (—y?, x,2?). Plantee una integral
para calcular la circulacion de F a lo largo de la curva C.

Solucion: segun la definicion de integral de linea podriamos calcular el flujo pedido aplicando la formula

b
Flujo = &I% F.dr = / F(r(t)) - r'(t)dt,

pero en esta ocasion no lo haremos . En cambio, podriamos aplicar el Teorema de Stokes, para obtener

FlujO://VxF-nda.
S

Podemos considerar una (hay muchas posibles) superficie suave S que tenga a esa curva C como

frontera. Elegimos la superficie plana correspondiente y la representamos paramétricamente por
r(r,t) = (rcost,rsent,2 —rsent), 0 <r <1, 0<t< 2.

FEl rotacional de F es
V x F(z,9,2) = (0,0,1+2y)

y ast, obtenemos

2w 1
Flujo = / / (0,0,1+ 2rsent) - (0,r,r)drdt = .
o Jo
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En la Seccién se present6 el Teorema m (péagina [18) que enuncia el criterio de componentes
para campos conservativos. Ya habiamos demostrado la primera parte de este Teorema; en esta seccién
se presenta una idea de demostracién para la segunda parte del mismo. Incluimos el enunciado completo

del teorema.

Teorema (Criterio de componentes para campos conservativos).
Sea F = (M, N, P) un campo vectorial definido en una region conexa y abierta D, cuyas fun-

ciones componentes tienen derivadas parciales continuas de primer orden. Entonces:
1. Si F es conservativo en D, entonces rotF = 0.

2. St D es simplemente conexo y rotF = 0 en D, entonces F es conservativo en D.

Demostracion. La demostracién de la primera parte de este Teorema ya se presenté oportunamente.
Probemos ahora la segunda afirmacion. Para ello, supongamos que D es abierto, conexo y simplemente
conexo y rotF = 0 en D. Buscamos probar que F es conservativo en D; lo haremos mostrando que
la integral de linea de F a lo largo de cualquier lazo en D es nula, aplicando luego el Teorema [1.2.20
Para ello supongamos que C es una curva simple y cerrada, suave por partes incluida en D.
Aplicando un teorema de Topologia, dadas las propiedades de D, se puede asegurar que existe una

superficie S en D que tiene como frontera a la curva C, orientada positivamente con respecto a la

%F-dr://VxF‘nda:O.
C S

Dado que para cualquier curva C' simple, cerrada y suave por partes, incluida en D, se puede hacer lo

orientacion de C. Asi:

mismo, por el Teorema [1.2.20]se tiene que F es conservativo en D, lo cual concluye la prueba. ]

Observacién 1.7.4. Notese que el Teorema de Green en su forma tangencial es un caso especial del

Teorema de Stokes.

1.7.2. Interpretacién del rotacional de un campo vectorial en R?

Supongamos que F es un campo de velocidades cuyas componentes tienen derivadas parciales de
primer orden continuas sobre una regiéon abierta R del espacio, que Q(zo, Yo, 20) es un punto de Ry
que n es un vector unitario. Llamemos S a un disco incluido en R, con centro en ) y radio p > 0,

incluido en un plano ortogonal a n, y llamemos C' a la circunferencia frontera de S.

Za
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El Teorema de Stokes establece que

%F-dr:/ V x F - ndo,
C S

cuando C estd orientada positivamente con respecto a la orientacién dada por n a S. Por ser continuas
las derivadas parciales de primer orden de las componentes de F, el rotacional de F, V x F, es un
campo vectorial continuo en R y, en particular, es continuo en . Luego, el valor medio de (V x F)-n

en S cumple

lim / (VxF)(z,y,z) -ndo = (V x F)(zo,y0,20) -1 (1.36)

Si ahora aplicamos el Teorema de Stokes en el primer miembro de ([1.36)), obtenemos

1
lim — &éF -dr = (V x F)(z0, 90, 20) - 1. (1.37)

p—0 TP
El lado derecho de la ecuacién ((1.37) toma su valor méximo cuando n es un miliplo positivo de

(V x F)(x0, 90, 20). Por otra parte, el lado izquierdo de la ecuacién (1.37)) es aproximadamente

1

F d 1.
s r, (1.38)

si p es pequeno. Pero es la circulacién de F alrededor de C' dividida entre el drea de .S, es decir,
es la densidad de circulacién de F en ). Si una rueda pequena de radio  con paletas (como la de la
Figura se introduce en el fluido en el punto @, la circulacion del fluido alrededor de C' afectara
la rueda haciéndola girar. La rueda girara mas rapido cuando la integral de circulacién se maximice,
y por lo tanto, girard mas rapido cuando el eje de la rueda con paletas ubicado en @, se halle en la

direccién de n.

Figura 1.7: Rueda con paletas, centrada en Q.

— RotF -

— N
Qa2

Esto nos permite interpretar al vector V X F en relacion con la tendencia a arremolinarse del fluido
en el punto @). Conviene analizar el vector gradiente de F con la regla de la mano derecha en varios

ejemplos para terminar de comprender esta idea.

Ejemplo 1.7.5. Los campos vectoriales que mostramos a continuacion se relacionan con los anali-
zados anteriormente para campos vectoriales en R? en los Ejemplos al1.3.18 Supondremos que
representan la velocidad de un gas que fluye en el espacio y analizaremos el rotacional de cada campo

vectorial, interpretando su significado fisico. Estan representados en la siguiente Figura.

1. Rotacion: F(x,y,z) = (—y,2,0); (V x F)(z,y,z) = (0,0,—2) = —2k. Se puede apreciar, igual
que en el Ejemplo[1.3.8, que el fluido presenta una tendencia a arremolinarse en cada punto, es
decir que una pequena particula en ese medio rotaria segun el vector (0,0, —2), o sea que rotaria

en un plano paralelo al plano z = 0 y en sentido horario, mirado desde el eje z positivo. Las
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lineas de flujo son circunferencias en planos z = ¢, ¢ € R, centradas en (0,0, c) y estas indican

el recorrido que tendria la pequena particula; ademds, podemos ver que este campo vectorial no

es conservativo en R3 (Teorema pdgina @

2. Remolino: F(x,y,z) = 0); (VxF)(z,y,2) = (0,0,0). Se puede apreciar, igual

(_L T

$2_’_y2 9 $2+y2 I
que en el Ejemplo que el fluido no presenta tendencia a arremolinarse alguna, es decir
que un cuerpo pequeno sumergido en ese fluido, tenderd a no rotar; las lineas de flujo son, como
en el ejemplo previo, circunferencias en planos z = ¢, ¢ € R, centradas en (0,0, c). Con respecto
a la propiedad de ser o mo conservativo este campo vectorial, lo primero que debemos notar es

que estd definido en un conjunto D que no es R3:
D = {(m,y,z) e R3: 22 4 ¢ 750},

que no es otra cosa que R? sin el eje z. D es abierto y conexo pero no es simplemente conezo.
Por este motivo no se puede aplicar el Teoremal|1.5.4) ;Coémo hacer, entonces, para decidir si es
0 no un campo vectorial conservativo en D? Debemos abordar casos como éste individualmente,
aplicando otras ideas que puedan ser de utilidad segin la situacion. En este caso no es dificil
probar que para cualquier circunferencia C' centrada en el eje z (incluida en un plano paralelo al
plano xy, para simplificar) la integral fC F-dr no es nula. Luego, segin el Teorema (pdgina
@), el campo F no es conservativo en D. Sin embargo este campo vectorial si es conservativo
cuando restringimos su dominio a regiones conexas, abiertas y simplemente conexas, como por

ejemplo el primer octante (spor qué?).

3. Ezpansion o compresion: ¥(x,y,z) = (cx,cy,cz); (V x F)(z,y,2z) = (0,0,0). Igual que para
el caso de R2, el fluido no presenta tendencia a arremolinarse alguna, es decir que un cuerpo
pequeno sumergido en ese fluido, no rotard. Ademds, se aprecia que las lineas de flujo son

semirrectas que parten desde el origen y que el campo es conservativo (Teorema m

4. Corte: F(z,y,2) = (0,2,0); (V x F)(z,y,2) = (1,0,0). El rotacional no nulo indica que una
pequena particula en ese medio rotaria. En este caso lo haria segin el vector (1,0,0). El campo

vectorial no es conservativo; las lineas de flujo son rectas.
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Expansion Flujo cortante

Campos vectoriales analizados en el Ejemplo [2.3.6]

1.7.3. Teorema de la divergencia de Gauss

Segun Wikipediaﬂ, este teorema fue descubierto por distintos matematicos a lo largo de la historia,
de manera independiente: primero, por Lagrange en 1762; luego por Gauss, en 1813; Ostrogradsky en

1826 provee la primera prueba; Green en 1828; Poisson en 1824 y Sarrus en 1828.

Joseph-Louis Lagrange Johann Carl Friedrich Gauss Mikhail Ostrogradsky

AN
Joseph-Louis (Giuseppe Luigi), Carl Friedrich GauR (1777-1855), painted by

comte de Lagrange Christian Albrecht Jensen
- - Born Johann Carl Friedrich Gauss
Born Giuseppe Lodovico 30 April 1777 Mikhail Vasilyevich Ostrogradsky
Lagrangia Brunswick, Duchy of
25 January 1736 Brunswick-Wolfenbittel, Born  September 24, 1801
Turin, Piedmont-Sardinia Holy Roman Empire Pashennaya
Died 10 April 1813 (aged 7) 04 2 Febary 1855 @ged77)  pied  January 1, 1862 (aged 60)
Gaottingen, Kingdom of Poltava
Paris, France Hanover
Lagrange 1762 Gauss 1813 Ostrogradsky 1826

https:/ /en.wikipedia.org/wiki/Divergence_theorem History
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Teorema 1.7.6 (Teorema de la divergencia de Gauss). Sea S una superifice cerrada positiva-
mente orientada, suave por partes y sea D la region sdlida encerrada por S. Sea F = (M, N, P)
un campo vectorial cuyas componentes tienen primeras derivadas paciales continuas en una

region abierta que contiene a S. Entonces el flujo de F a través hacia fuera de S es:

#F-nda:// V - FdV.
S D

El simbolo #S en la expresion 5@55 F - ndo indica que la integral es sobre una superficie S cerrada.

Omitimos la demostracién de este teorema.

1.7.4. Interpretacién de la divergencia de un campo vectorial

Sea P un punto interior al dominio de F y sea W una bola de radio r con centro en P, incluida

en el dominio de F. Si llamamos S a la frontera de W y V' al volumen de W, tenemos de acuerdo al

//SF~nda: ///Wdz'deV.

Aplicando el Teorema del valor medio para integrales en el segundo miembro,

Teorema de la divergencia,

// F -ndo = divF(Q)V para cierto Q € W.
S

Tomando limites obtenemos:

r—0

. L o1
divF (P) = }1_1}1% divF(Q) = lim v //SF -ndo.

Por esto es que la interpretacién fisica de la divergencia en el punto P es la tasa de flujo neto hacia
fuera en P por unidad de volumen.

Asi, si divF(P) > 0, el punto P se llama fuente ya que el flujo neto alrededor de P es positivo; si
divF(P) < 0, P se llama sumidero para F.

Si divF(P) = 0 en todo R3, entonces F se llama solenoidal y, si es un campo de velocidades de

un fluido, decimos que el fluido es incompresible.

Observacién 1.7.7 (Aplicacién del Teorema de la divergencia en otras regiones). Lo mismo
que ocurrio antes con los Teoremas de Green y de Stokes, el Teorema de la divergencia de Gauss puede
aplicarse a regiones mds generales, en particular, a regiones con agujeros. Supongamos que D es la

region del espacio entre las superficies esféricas So y S1, como se ve en la imagen siguiente:
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Figura 1.8: Aplicacién del Teorema de la divergencia a regiones con agujeros

Las superficies S1 y S2 se orientan de manera conveniente.

En este caso podemos imaginar que “cortamos” el volumen comprendido entre las dos superficies
por medio de un plano, y que formamos de esta manera dos sdlidos que se tocan en ese plano que
los separa (concretamente se tocan en una corona circular). La frontera de cada uno de estos sdlidos
se puede orientar positivamente, ya que no tienen agujeros; y podemos aplicar el Teorema de Gauss
en cada solido por separado. Podemos apreciar que las orientaciones de las partes de la frontera de
dichos solidos sobre la corona circular donde los hemos separado, son opuestas, de manera que las
integrales de flujo sobre esas superficies se cancelaran. Por ello la orientacion de superficies de solidos
con agujeros, similarmente a lo que ocurre en los casos de los Teoremas de Green y de Stokes, debe
hacerse de manera que se oriente hacia fuera la superficie “exterior” y hacia dentro la superficie

“imterior”.

1.7.5. Comparacion de los teoremas de Green, Gauss y Stokes

Cabe destacar que la versién normal del Teorema de Green es el equivalente en R? del Teorema
de la divergencia: mientras que en el primero, C' es una curva plana que encierra (es la frontera de)

una regién R en el plano, en el segundo la superficie S es la frontera de una regién D en el espacio y

§1§F nds—// <8M 8N>d dy; #@F-nda://DV-FdV.

Por otra parte, la versién tangencial del Teorema de Green es el equivalente en R? del Teorema de
Stokes: mientras que en el primero, C' es una curva plana, frontera de una regién R en el plano, en el

segundo la curva cerrada C' en el espacio es la frontera de muchas superficies S en el espacio y

§1§F dr-//(ajv—w\/[)dwdy; %F'dr:/VxF-nda.
C S

1.7.6. Aplicaciones: Ley de Gauss y Ley de Faraday

Estos teoremas tienen aplicaciones inmediatas al electromagnetismo. Sean E un campo eléctrico

y B un campo magnético, dependientes del tiempo, definidos en el espacio. Sea S una superficie
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orientada, con frontera C'. Definimos

/ E - dr = circulacién del campo eléctrico a lo largo de C,
C

// B - ndo = flujo del campo magnético a través de S.
S

Las siguientes son dos de las Ecuaciones de Maxwell:

B
Ley de Faraday: V x E = —%—t (1.39)

Ley de Gauss: V- E = L (1.40)
€0

Una aplicacién del Teorema de Stokes a (1.39)) permite obtener la expresién integral de esta Ley:

ygE-dr://V><E-nal0://aB~ndU:*a /B-nda.

(*Esta tltima igualdad se cumple si se puede mover % del signo de integral.)

Observacién 1.7.8. La expresion integral de la Ley de Faraday es comprobable en laboratorio: esa es
una gran ventaja. A partir de la expresion integral de la Ley de Faraday se puede obtener la expresion
diferencial de la misma, aplicando el Teorema de Stokes.

En efecto, supongamos que vale 930 E-dr = —% ffS B -ndo.

0B

para cualquier superficie S que tenga a C por frontera. Si el integrando fuese un vector no nulo en

Entonces

algun punto, entonces la integral sobre un pequeno disco centrado en dicho punto y normal a ese vector,
seria no nula (por un argumento de continuidad).
Ast podemos comprobar que, gracias al Teorema de Stokes, se puede pasar de una expresion a la

otra.

Similarmente, una aplicacién del Teorema de la divergencia a ((1.40]) nos lleva a la expresién integral

%E-nda:///[)divEdV:;///DpdV:g.

de la Ley:



Capitulo 2

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

2.1. Introduccion

2.1.1. Definicién y clasificacion

Definicién 2.1.1. Se llama ecuacion diferencial (ED) a la ecuacidn que contiene deri-
vadas de una o mas funciones (o variables dependientes) con respecto a una o mds variables

independientes.

Existen varias formas de clasificar una ED:

» Como ordinaria o parcial. Una Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO) es aquella que sélo
contiene derivadas de una o mas variables dependientes respecto a una sola variable independien-
te. Por el contrario, una ecuacion diferencial Parcial (EDP) es aquella que involucra derivadas

parciales de una o méds funciones con respecto a mas de una variable independiente.

= Por orden El orden de una ED es el orden de la mayor derivada en la ecuacién. Si la ecua-
cion diferencial es de orden n y tiene sélo una variable independiente puede expresarse como:
F(z,y, 9y, ... y™) = 0.

= Por grado El grado de una ED es la potencia a la que estd elevada la derivada de mayor orden.

= Como lineales o no lineales Se dice que una ED de n-ésimo orden, con una variable indepen-

diente, es lineal si puede escribirse como:

dn m—1 2

Yy d" "ty d*y dy
(7)) —= + a1 () —— + ... A -2 - , 2.1
an() o T 1() s i az() g2 ar(z) 7e ao(z)y = g(x) (2.1)

donde y es una variable dependiente de z. La ecuacién (2.1)) también admite la expresién:
an(@)y™ + an 1 (2)y" T + o+ as(@)y” + a1 (2)y + ao(x)y = g(w),
si del contexto se desprende que y sdlo depende de la variable x.

Ejemplo 2.1.2.

d? dy\*
] TZ +5 (dy) — 4y = €*. Es una EDO no lineal de sequndo orden, grado 1; y es variable
x x

dependiente (funcion) y x variable independiente.

o8
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d? d
. TZ; + COS(T)—y — ey =sen®(z). Es una EDO lineal de tercer orden, grado 1; la variable depen-
r
diente es y y r la independiente.
d%y . iy
"3 + 5sen(y) = 0. Es una EDO no lineal de sequndo orden, grado 1;y es funcion de x.
dy . . iy
b 1. Es una EDO no lineal de primer orden, grado 1; y es funcion de x.
x
d*y 2 dy 3 . , -
ol ) +5 el 4y = e”. Fs una EDO no lineal de seqgundo orden, grado 2; y es funcion
de x.
Ou 0%u . ‘
" T k—atQ. Es una EDP de segundo orden y grado 1; u es una variable dependiente de, al

menos, dos variables independientes x y t.

2.1.2. Soluciones, problemas con valores iniciales y de frontera

7~

Definicion 2.1.3. Se llama solucion explicita de una ecuacion diferencial en un intervalo
I a una funcion y (suficientemente derivable) que, al ser sustituida en la ecuacion, satisface la
ecuacion para todo x € I. Una relacion G(x,y) = 0 es una solucion implicita de una ecuacion

diferencial en un intervalo I si ésta define una o mds soluciones explicitas de la ecuacion en I.

Ejemplo 2.1.4.

s Una solucion explicita de s = 2y es la funcidn y(z) = 322 en cualquier intervalo real que se
dz

considere.

» y2 4+ —3=0 es una solucion implicita de % = g—yl en el intervalo (—o0, 3).

Definicion 2.1.5. Dada una ED, una familia paramétrica de soluciones es una coleccion
de soluciones de la ecuacion cuya expresion contiene uno o varios pardametros. Una solucion
particular de la ecuacion es un miembro de la familia que se obtiene dando valores concretos
a dichos pardmetros. Por otro lado, una solucion singular de la ecuacion es una solucion que
no es un miembro de la familia paramétrica de soluciones.

Una expresion de la solucion general de la ecuacion es una expresion paramétrica tal que toda
solucion de la ecuacion se pueda obtener a partir de esta expresion dando valores apropiados a

los pardmetros.

Ejemplo 2.1.6. Dada la ED y'(z) = x\/y(T), una familia uniparamétrica de soluciones es \/y(T) =
%ZL'Q + ¢, donde x € R. Notamos que el pardmetro ¢ debe ser no negativo ya que se trata de la raiz
cuadrada positiva (considerar el caso x = 0). La familia de soluciones se puede expresar como y(x) =
(ixz +c)2, donde x € R y ¢ > 0. Tomando ¢ = 0 se obtiene una solucion particular de la ED:
y(x) = %x‘l. Por otro lado, y(x) = 0 es una salucion singular ya que es solucion de la ED pero no se

obtiene asignando un valor de ¢ a la familia de soluciones.
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Definicién 2.1.7. Un problema con wvalores iniciales (PVI) consiste en una ecuacion
diferencial de n-ésimo orden en algin intervalo I que contiene a xg, sujeto a las n condiciones

que la acompanan especificadas en xg. En un PVI hay que resolver:

dny . / (n—1)
d.%‘n - f(x7y7y yeer Y

sujeto a:
y(z0) = yo, ¥ (z0) = Y1, -, ¥V (@0) = Yn—1

Estas condiciones a las que estd sujeta la solucion de la ecuacion diferencial se llaman condi-

ciones inictales.

Ejemplo 2.1.8. Resuelva el siguiente PVI,

{ y(z) = y(),
y(0) = 3,

sabiendo que la solucion uniparamétrica de la ED es y(x) = C1e®. Aplicando la condicion inicial se

tiene 3 = C1e°, es decir que C, = 3. Asi, la solucion de este PVI es y(x) = 3e®.

Ejemplo 2.1.9. Resuelva el siguiente PVI,

{ y'(x) + 9/ (z) — 2y(z) =0,
y(1) = 1,y/(1) = 0.

Supongamos que se sabe de antemano que y(x) = C1e* + Cye™*® es una solucion de la ED (se

1
verifica facilmente: hdgalo). Con las condiciones iniciales dadas se tiene que C1 = —e~' y Oy = 562,

3

2 1
por lo que la solucion del PVI es y(x) = éezfl + ge*h”.

El siguiente teorema establece bajo qué condiciones se puede garantizar la existencia de una solu-

cién Unica para problemas de valores iniciales de primer orden.

7~

Teorema 2.1.10. Teorema de existencia y unicidad de solucion para PVI de primer
orden

Sea R una region rectangular en el plano xy, definida por a < x < b, ¢ < y < d, y sea
(x0,y0) un punto interior a R. Si f y % son cotinuas en R, entonces existe un intervalo
I =(x9—h,z0+h), h >0, contenido en [a,b] y existe una tinica funcion y definida en I que

es solucion del problema con valores iniciales

{ y(z) = f(z,y),
y(zo0) = yo-

Ejemplo 2.1.11. Dada la ED y'(x) = x+/y(z), que se presentd en el ejemplo una familia

uniparamétrica de soluciones es y(x) = (imz + 0)2, donde x € R y ¢ > 0. Sea el PVI

{ y(z)= flz,y)
y(zo) = vo-
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Sixzg=0yyo=0, el PVI se escribe como

este PVI admite dos soluciones: con el valor del pardmetro ¢ = 0 se obtiene la solucion y = f—é; por
otra parte, la solucion singular y(x) = 0 para toda x € R, también resuelve el PVI en este caso. Esto
se debe a que el punto (0,0) no estd en el interior del dominio de la funcion f, que es R x [0,00)
(tampoco estd definida en este punto la funcion f,).

Si, en cambio, xo =0 y yo = 1, el PVI se escribe como

{y'm— z/y(@)
y(0)= 1;

sustituyendo estos valores en la familia de soluciones y(x) = (ixQ + 0)2, se obtiene y(0) = (i()2 + 0)2 =
c? = 1. Luego, recordando la condicion c > 0, se obtiene la tinica solucion y(x) = (%mQ + 1)2.

A continuacién se presenta un teorema similar al anterior, para PVI’s formados por ecuaciones

lineales de orden superior.

r

Teorema 2.1.12. Teorema de existencia y unicidad de solucion para PVI de orden
superior

Sea el PVI dado por la ecuacion diferencial y condiciones iniciales siguientes:

{an(l’)y(n)(w) +an—1(@)y" V(@) + - + ar(2)y (z) + ao(@)y(x) = g(x) 22)
y(@0) =0, ¥'(z0) = y1, -+, ¥V (@0) = Yn-1.
Si las funciones an, an_1,..., ay Yy g son continuas en un intervalo I, a,(x) # 0 para toda x € I

y xo es cualquier punto de I, entonces existe una unica solucion al PVI .
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Definicién 2.1.13. Un problema con valores de frontera (PVF) consiste en una ecuacion
diferencial de orden dos o superior, en algin intervalo I, donde las variables dependientes y/o
sus deriwadas se especifican en diferentes puntos del intervalo. Un posible PVFE de sequndo orden

seria uno en el que hay que resolver:

2y

a(z) dx?

+ al(x)% + ao(x)y = g(=)

sujeto a:
y(a) =yo, y(0) =1

Estas condiciones a las que estd sujeta la solucion de la ecuacion diferencial se llaman condi-
ctones de frontera o de borde.

Otras posibles condiciones de frontera serian:
y(a) =0, ¥'(b) = u

y'(a) = yo, y(b) = n

y'(a) = yo, ¥'(b) =y

Ejemplo 2.1.14. La ED 2" (t) + 16x(t) = 0 tiene como solucidn general x(t) = c1 cos(4t) + casen(4t).
Dependiendo de cudles sean las condiciones de frontera planteadas se pueden tener distintas soluciones
al PVF, por ejemplo:

a) Six(0) =0, z(5) = 0, entonces el problema tiene infinitas soluciones.
X

Co =

N

-1 C2 = 0.7
T
Cy = —1.2

b) Si z(0) =0, z(g) = 0, entonces el problema tiene solucion tnica y es x = 0.

X

c2=0 'y ¢;=0

¢) Sixz(0) =0, 2/(§) =3, el PVF no tiene solucion.
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2.1.3. Campos direccionales

Es claro que el teorema de existencia y unicidad que se presentd en la seccidon anterior tiene gran
valor, pero no da informacion acerca de la naturaleza de la soluciéon de una ecuacién diferenical. Por
razones practicas, puede ser necesario saber el valor de la solucién en un determinado punto, los
intervalos en los que la solucién estda disminuyendo o los puntos donde la solucién alcanza un valor
maximo. Contar con una férmula para la solucién seria de gran ayuda para determinar esto. Sin
embargo, para muchas de las ecuaciones diferenciales del mundo real, serda imposible encontrar dicha
férmula. Incluso en caso de haber obtenido una solucién implicita, usarla para determinar una forma
explicita, puede ser dificil. Por lo tanto, se deben utilizar otros métodos para analizar o aproximar la
solucion.

Una técnica 1til para visualizar las soluciones de una ED de primer orden, es dibujar el campo de
direcciones de la ecuacién. Una ecuacién de primer orden dy/dxz = f(z,y) especifica una pendiente en
cada punto en el plano zy donde se define f.

Un diagrama de segmentos de linea cortos dibujados en varios puntos en el plano xy para mostrar
la pendiente de la curva solucién se llama campo de direccién para la ecuacién diferencial. Debido a
que el campo de direccién proporciona el “flujo de soluciones”, facilita el dibujo de cualquier solucién

a partir de las condiciones iniciales especificadas.

Definicién 2.1.15. Dada una ED y'(x) = f(z,y), el conjunto de los elementos lineales que se
obtiene al evaluar sistemdticamente a f en una cuadricula de puntos en el plano xy se llama

campo direccional o campo de pendientes.

Ejemplo 2.1.16.

1. En la siguiente figura, se muestra el campo de direcciones de dy/dx = —y/x. En este caso, la
pendiente que especifica la EDO es negativa cuando x ey tienen igual signo (primer y tercer cua-
drante) y positiva cuando x e y tienen signos opuestos (sequndo y cuarto cuadrantes). Ademds,
puede predecirse que las soluciones tenderdn a cero cuando x tienda a mds o menos infinito y
que ninguna solucion podrd cruzar el eje y, ya que y tiende a mds o menos infinito cuando x
tiende a cero. En azul se han graficado algunas curvas solucion que varian segun las condiciones

miciales.

2. A continuacion, se muestra el campo de direcciones de dy/dx = 0,2xy. En este caso, la pendiente
es cero cuando x o y son cero por lo que los elementos lineales sobre los ejes son horizontales.

Por otro lado, la pendiente es positiva cuando x e y tienen igual signo y negativa cuando tienen
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signos opuestos. Ademds, en el primer cuadrante, es fdcil predecir que la pendiente aumentard
conforme y crezca (a x fijo) y conforme x crezca (ay fijo). Esto significa que a medida que x ey
aumenten, los elementos lineales serdan casi verticales y con pendiente positiva (un razonamiento
andlogo puede hacerse en los otros cuadrantes). En azul se han trazado algunas curvas solucion

uniendo los elementos lineales, cada curva corresponde a una condicion incial dada.
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2.2. Ecuaciones diferenciales de primer orden

Se describe a continuacién distintos métodos de resolucién para EDO de primer orden. Se debe
tener en cuenta que la clasificacion no es mutuamente excluyente, es decir, algunas EDO pertenecen
a mas de una clase y por lo tanto pueden resolverse usando mas de un método; ademas no es una

clasificacién exhaustiva, ya que sélo abarca algunas EDO de primer orden.

2.2.1. Separacion de variables

Las ecuaciones separables son una clase de ecuaciones diferenciales que se resuelve usando integra-

cién. Tienen la forma:

dy
% —f(x,y)

donde f es funcién tanto de x (variable independiente) como de y (variable dependiente). Hallar una
solucién de esta ecuacién diferencial significa encontrar una y = y(x) definida en algin intervalo I, tal

que

dy
% —f(l',y)

para todos los x de I.

Definicion 2.2.1. Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden es separable si es de

la forma:
d
W) _ g )plu(a)). (23)
La ecuacién ([2.3) puede reescribirse como:
dy(x
(@)D )

donde h(y(z)) = 1/p(y(x)).
Sea H una primitiva de h, es decir, H' = h. La derivada de (Hoy) es H'(y(2)) y'(z) = h(y(z)) ¢/ (z).
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Ast  H(y(z)) = [g(z)dx + C, con lo que se obtiene la solucién y en forma implicita.

En la practica, una forma cémoda de resolver esta eucacién es escribir lj como h(y)% =g(z) ,

o sea h(y)dy = g(z)dz, e integrar ambos miembros:

/h(y)dy = /g(x)dw-
r—95

n gy = 5— €s una ecuacion diferencial separable ya puede llevarse a la forma (2.5), en este caso
Yy

Ejemplo 2.2.2.

g(z) =z —5 yply) = 1/y°.

w ' = 4?37 no es una ecuacion diferencial separable ya que las variables x e y no pueden ser

separadas como el producto de dos funciones como indica la definicion.

s (1+x)dy—ydx = 0 es una ecuacidn diferencial separable ya que puede reescribirse comoy’ = -

1—x’
por lo que g(x) =1/(1 — ) y p(y) = y.

Ejemplo 2.2.3. Pérdida de una solucion La ecuacion diferencial i (t) = y?(t)+y(t), que es a variables

separables, tiene como solucion la familia uniparamétrica:

Ce!
y(t) = ———.
®) 1-Cet
Sin embargo, para ninin valor de C se obtiene la solucion, y = —1, que es una solucion singular; esta
ultima se perdio cuando la ED se reescribio como y(;il) = dt para su resolucion, en el proceso de

separacion de variables. Es importante analizar los supuestos que realizamos al resolver ecuaciones:
si en un paso suponemos y #* —1, considerar por separado el caso y = —1, porque es posible que esto

conduzca a una solucion singular (o sea, que no esté en la familia paramétrica obtenida).

Ejemplo 2.2.4. Ejemplo de aplicacion.
Considere el circuito que se muestra en la Figura[2.1 En el instante inicial, el interrumptor estd
abierto y no circula corriente, es decir I(0) = 0. Usando la ley de voltaje de Kirchhoff, determine una

expresion para la corriente a un tiempo t cuando se cierra el interruptor.

—0 ©
Interruptor R

Figura 2.1: Circuito RL

Para aplicar las leyes de Kirchhoff, hay que analizar los elementos del circuito:
1. 'V es el voltaje constante que se proporciona al circuito (la fuente es, por ejemplo, una pila).

2. En la resistencia R hay una caida de voltaje Vi que es proporcional a la corriente I que pasa
por la resistencia (Ley de Ohm): Vi = RI.
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3. En la bobina L hay otra caida de voltaje Vi, que es proporcional a la razon de cambio instantinea

de la corriente I (ley de Faraday):

dI
vV, = L&
L dt

Con estos elementos puede aplicarse la ley de voltaje de Kirchhoff, segin la cual, en un lazo cerrado,
la suma de las caidas de tension es igual a la tension suministrada. En este caso se tiene:
dl
RI+L— =V
dt

Esta es una ED de variables separables y puede escribirse como: VfIRI = %dt

Integrando ambos términos y despejando I se llega a que:
It)y=—=——=eT (2.4)

donde C' es la constante de integracion. Para determinar C' es necesario usar la condicion inicial
I1(0) = 0 que da el problema. Tomando t = 0 en se tiene: 0 = % — %, de la que se deduce que
C =V. Reemplazando, finalmente queda:

I@y:%(1—a%ﬁ.

Observar que si el voltaje suministrado al circuito no hubiese sido constante en el tiempo, la ED no

seria de variables separables.

2.2.2. Ecuaciones lineales de primer orden

7~

Definicion 2.2.5. Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden es lineal en la variable

dependiente y, si es de la forma:
a1(2)y’ + ao(2)y = g(z). (2.5)

donde y = y(x) y a1, ap y g son funciones de x continuas en un intervalo I. Ademds a1 (z) # 0

para todo x de I.

Algunas ED lineales son separables, tal es el caso de:
Yy =x+5

y pueden resolverse como se desarrollé en la seccién anterior. Otras ED lineales, sin embargo, no son
separables, por ejemplo:

y+y=ua

En estos casos, se determina una funcién p(z) tal que al multiplicar la ED lineal por u(x), ésta resulte
separable. Este método se conoce como “método del factor integrante”.

Para aplicarlo, primero se debe expresar la Ec. (2.5 en forma estandar, es decir:
y'(z) + P(2)y(z) = Q(z), (2.6)

donde P(z) = ap(x)/a1(z) y Q(z) = g(z)/ai(x). Esto es posible porque ai(z) # 0 para todo = en el
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intervalo de interés. Luego, se multiplican ambos lados de la Ec. (2.6) por el factor integrante u(x):

u(x)y (x) + p(2) P(z)y(r) = p(z)Q(z) (2.7)

y se busca p(x) de manera que el primer miembro de la ecuacién (2.7)) sea la derivada del producto

(u(z).y(z)), es decir, ;
- u(@)y(@)] = p(@)y (@) + p(z) P(e)y(z).

Para eso es necesario que p'(x) = P(x)u(x).

Esta ultima es una ED separable de la que se obtiene:
u(z)| = ef Ptk
p(z) = kyel P@d, (2.8)

donde k es la constante de integracién y ki es cualquier constante real; se vera en (2.9) que se puede

omitir la constante de integracion k en este paso. Con esta eleccién de u(x), la Ec. (2.7) puede escribirse
como: % [u(z)y(z)] = p()Q(x), que con lo obtenido en (2.8), da la ED:

2 [mned Py ()] = ke PG ), (29)

en la que se puede cancelar ki. Por esto no se incluye la constante de integracién en el factor integrante

y se trabaja con la expresion

p(z) = ef D@z, (2.10)
Lo que se obtiene finalmente es la ED:
d J P(z)d= J P(z)dx
= |/ POy ()| = el POEQ(), (2.11)

que nuevamente es separable y su solucién:

donde la constante C' se determina por la condicén inicial.

Ejemplo 2.2.6. Resuelva la siguiente ecuacion diferencial e indique un intervalo donde la solucion
hallada sea vdlida:

zy — 22%y = 62e"”.

Para comenzar, la ED dada debe llevarse a su forma estdndar, para ello se divide ambos miembros
por x. Al hacer esto se asume que el intervalo I deonde vale la solucién estard contenido en (—o0,0)
6 en (0,400).

Yy — 2y = 6re® .

En este ejemplo P(x) = =2z y Q(x) = 61‘6”2, con lo cual el factor integrante es

_ ef —2xdx

w(x) o sea, p(x)=-e"
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Asi

d
— {eiﬁy} = e " 6re’ = 6z,
dx

de donde
Y= e* (/ 6:1:dw> ,  por lo tanto, y = Ce®” + 322",

Dicha solucion es vdlida, por ejemplo en el intervalo I = (0, 4+00).

Ejemplo 2.2.7. Resuelva el siguiente problema de valor inicial
y —3y= -9z

y(2) =13

Como el coeficiente de y' ya es 1, se tiene que P(x) = —3 y el factor integrante dado por queda
p(x) = e=3%. Multiplicando la ED por e=3% se obtiene:

6—333?/ _ 36—313/ — —9:66_33:,
que puede escribirse como:
d —3z -3
— le = —9xe "
ey

Integrando ambos lados de la igualdad,
e 3ty = / —9ze 3dr = e 33z +1) + C

y despejando y, se tiene:
y=3c+1+Ce*

Luego, aplicando la condicion inicial y(2) = 13, se llega a que C = 6e~% y la solucién de la ED
anterior queda:
y=6e>7°% 432 4 1.

Ejemplo 2.2.8. Ejemplo de aplicacion. Considere un cuerpo de masa m que en el instante t = 0
se deja caer desde el reposo. Sobre el cuerpo actian dos fuerzas de sentidos opuestos: una debida a
la gravedad (Fy, = mg) y otra, a la resistencia del aire, proporcional a la velocidad v del objeto, que
podemos tomar como Fy.. = kv, donde k es una constante de proporcionalidad. Por la sequnda ley

de Newton, la sumatoria de fuerzas sobre el cuerpo estd dada por la siguiente ED lineal :

i dv
mg — kv =m—.
g dt
Obtenga una expresion para la velocidad del cuerpo en funcidn del tiempo t.
Escribiendo la ED en forma estandar se tiene que P(t) = k/m y el factor integrante dado por
la Ec. (2.10}) queda p(t) = ekt/m . Multiplicando ambos lados de la ED por e¥*/™ e identificando el

término de la izquierda con el producto de la derivada, se tiene:

% [ekt/mv} _ ekt/mg
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Después de integrar ambos lados y despejar v se llega a que :

v(t) = 19 4 cekt/m,

k
Para determinar C es necesario usar la condicon inicial dada. El hecho de que el objeto inicialmente
estd en reposo implica que v(0) = 0. Con esta condicion se tiene que C = —mg/k y la expreson para
la velocidad queda:
m
o(t) = =2 (1=,

2.2.3. Ecuaciones exactas

La ecuacién diferencial de primer orden 3’ = f(z,y) también puede escribirse como

M(X7y)+N(X7y)y,:0'
(2.12)

Al encontrar una expresién de la solucién general, ésta incluird las variables x, y y una constarnte

arbitraria C'. Podra expresarse en forma implicita como
S(z,y) =C. (2.13)

Si se deriva esta ecuacién respecto de x, se obtiene:

s, aS 9S,

Tanto la ecuacién (2.2.3) como la (2.14), pueden reformularse y expresarse como:

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0. (2.15)
Y as S S
@(x,y) = %dx + éTydy = 0. (2.16)

De lo que se obtiene:

a8 oS ds
M(z,y)dz + N(z,y)dy = 5—dz + afydy = (z.y).

Por lo que forma diferencial (2.15)) es exacta en el mismo sentido definido en campos vectoriales.
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Definicién 2.2.9. La forma diferencial M(x,y)dx + N(z,y)dy es exacta en una region D si

existe una funcion S(x,y) tal que

ﬁ(x’y):M(l',y) Y ﬁ(x,y):]\f(x,y)

ox y
para toda (x,y) en D. Es decir, la diferencial total de S(x,y) satisface
dS(z,y) = M(z,y)dz + N(z,y)dy

Si M (z,y)dx + N(z,y)dy es una forma diferencial exacta, entonces la ecuacion

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 es llamada ecuacion exacta

El siguiente teorema provee de un criterio sistemético para determinar si una ED es exacta, dado
que, determinarlo a través de su definicién implicaria probar con todas las funciones S(z,y) conce-
bibles. Algunas veces por simple inspeccion esto es factible, pero no siempre resulta tan obvio saber

cudl es la S que verifica la definicion.

7

Teorema 2.2.10. Sean las derivadas parciales %—A;[ Y %—ZX continuas en una region rectangular

D. Entonces la ED M(x,y) + N(x,y)y’ =0 es exacta en D si y sdlo si:

oM AN

T para todo punto (x,y) € D. (2.17)

Demostracion. Para demostrar la condicién necesaria hay que probar que si M (z,y)dz+ N (z,y)dy =0
es exacta, entonces se cumple que OM /0y = ON/Ox para todo (z,y) de D.
Si M(z,y)dz+ N(x,y)dy = 0 es exacta entonces la forma diferencial M (z,y)dz + N(x,y)dy es exacta

y existe una funcién S tal que:

M (z,y)dxz + N(z,y)dy = gida: + gidy
Por lo tanto,
oS oS
M = — N = —
(@,9) =5 (2,y) 3y
Por hipétesis, 861\; = 88y <Zi> y %];] = 8833 <g§) existen y son continuas en D, dado que por el
teorema de Clairaut se tiene
o (05 _ 0 (08
oy \ox ) 0Ox \ oy
para todo (x,y) en D, entonces
oM  ON

Para el reciproco se parte de OM /0y = ON/Ox y quiere probarse que M (x,y)dx + N(x,y)dy es

una forma diferencial exacta; lo cual se lograria si se prueba que el campo vectorial F = (M, N) es
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conservativo en la regién D.
Para ello se considera un lazo C' cualquiera en la regiéon D y se calcula la integral de linea de F a lo

largo C, 550 F - dr. Si se aplica el Teorema de Green, se obtiene

éjF-dr://R(Nx—My)dA,

donde R es la regién encerrada por C, y dado que (2.18)) asegura que N, = M, en D, tenemos
930 F - dr = 0. Como el lazo C es arbitrario, por el Teorema [1.2.20} se tiene que F es conservativo en
D y, segin el Teorema [1.2.18] Mdx + Ndy es una forma diferencial exacta.

O

Ejemplo 2.2.11. Resuelva la ED exacta: 3x +1+ (3y — 1)y’ = 0.
Se reescribe la ED como (3x + 1)dx + (3y — 1)dy = 0 donde claramente M(x,y) =3x+1 y N(z,y) =
3y — 1. Es facil ver que

oM  ON , ,
— = — =0, corrobordandose asi que es exacta.

oy Ox

Ademds ambas derivadas parciales son continuas en todo el plano xy, por lo que la solucion es aplicable
en cualquier region D en él.

La solucion se encuentra utilizando la definicion:

0S 3
M(z,y) = %(x,y) =3x+1 — S(z,y) = / (Bx + 1)dx = §£B2 +2+g(y).
Ahora, por la definicion, se sabe que N(z,y) = %(w,y), derivando lo obtenido en el paso anterior,
da:

N(z,y)=g'(y) =3y—1 — g(y)Z/(By—l)dy=2y2—y+C

Por lo tanto la solucion es:

C@ )+ -y =C.

Ejemplo 2.2.12. Encuentre la solucion de la ED:

dy ay? —coszsenx

de — y(1—a?)

sujeta a
y(0) = 2.

Primero se comprueba que la ED sea exacta, para esto se identifica M(x,y) = cosxsenx — xy? y

N(z,y) = y(1 — 2?) y se evalian las siquientes derivadas:

oM ON
- 0-2 = = _9ru:
By 0 —2zy o zy;

dado que se cumple la condicion , la ED es exacta. Ahora se procede a hallar la solucion implicita:

2 2,2
sen“xr Ty
5 5+ 9(y)

S(z,y) = / M (z, y)dz = / (cos wsena — zy?)dz =

oS

7:_2 !
9y =2y +4'(y)
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Se sabe que esta ultima derivada parcial coincide con N(x,y), por lo que

—2’y+4g(y)=y—yz® conloque ¢ (y)=y

por lo tanto g(y) = % La constante serd considerada ol final sin pérdida de generalidad.

Ast, la solucion es:
sen’z  y*(1 — 2?)
2 2

Al considerar la condicion inicial y(0) = 2 se tiene que C' = 2, por lo que la solucidn al PVI es:

=C.

sen’z —y? (1 —2%) =4

2.2.4. Ecuaciones de Bernoulli

Definicion 2.2.13. Una ecuacion diferencial de primer orden se dice que es de Bernoulli, st
es de la forma
y' + P(z)y = R(z)y".

Cuando n = 0 6 n = 1, la ecuacion es lineal y ya se vié como resolverla. Pero sin # 0y n # 1

estas ecauciones requieren otro modo de resolucién que consiste en hacer la siguiente transformacion:
v =gy (2.19)

Esto reduce la ecuacion de Bernoulli a una ecuacion lineal en v.

Ejemplo 2.2.14. Resuelva la siguiente ED: y' + £ = zy* con z # 0.

Despejando ' se obtiene:

1
y = ——y+ay’. (2.20)
Como en este caso n = 2, la transformacion queda v = i, y su derivada da v = fy—lzy’.
Reemplazando y e y' en se llega a:
/ 1 1 -1

v = —y_Q(—Eerz‘yQ) =y -

que en virtud de la transformacion elegida da:

1 1
/ . /
v = —v —x o, equivalentemente, v’ — —v = —zx,
x x
que claramente es una ED lineal cuya solucion es v = —x? + cx. Resuelta ésta ED, se vuelve a la

variable original y. Recordando que v =1/y finalmente se tiene:

1

y= —22 +cx

2.3. Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

Se ha visto que una ecuacién diferencial de primer orden con coeficientes continuos representa
geométricamente un campo de direcciones en una regién del plano xy y que cada punto de esa regién

forma parte de solo una de las curvas que solucionan dicha ecuacion diferencial.
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Para ecuaciones diferenciales de orden superior, ain bajo condiciones similares, el significado
geométrico no es tan simple. Por ejemplo, en el caso de la familia biparamétrica y = Cix + Oy,
que es solucién de la EDO 3’ = 0, cada punto del plano pertenece a infinitas rectas de la familia, que
son las infinitas rectas no verticales que pasan por él.

Con respecto a las EDO de orden superior, en este texto solo se veran métodos para resolver EDO
lineales con funciones coeficientes especiales (constantes o de algin tipo particular que se especificard
oportunamente). Hay una amplia variedad de EDO de orden superior que no seran tratadas en este

texto.

2.3.1. Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

Con frecuencia aparecen en ingenieria y en fisica las ecuaciones diferenciales lineales, sobre todo
de segundo orden. Las propiedades que se enuncian en esta seccién son muy importantes y se refieren
a la totalidad de las EDO’s lineales de orden n.

Segtn la definicién dada en [2.I] una ecuacién lineal de n-ésimo orden tiene la forma:

dm n—1 d2y dy

"y "y Ty dy _

donde y es una variable dependiente de x; ay, ..., ag,g son continuas en un intervalo I y a,(z) # 0
para todo x de I.
Si g(z) = 0 la EDO lineal se llama homogénea, es decir,

n n—1 2

d
71‘{+...+a2(x)7g+a1(x)d%+ao(x)y:o. (2.21)

Teorema 2.3.1. Principio de superposion para ecuactones lineales homogéneas

Sean y1, Y2, ---, Y soluciones de la ecuacion diferencial homogénea de n-ésimo orden:

dny dn—ly dy
an(:c)dx—n + an,l(x)m +..+ al(az)% +ap(z)y=0 (2.22)

en un intervalo I. Entonces la combinacion lineal

Yy =ciy1 + c2y2 + ... + CYrk,

donde ¢y, ca, ..., c, son constantes arbitrarias, también es una solucion de (2.23|) en el intervalo
1.

Demostracion. Se demuestra el caso k = 3 y n = 2 para el cual la ED es
az(2)y" (x) + ar(2)y () + ao(z)y(z) = 0, (2.23)

con soluciones y1, y2 e y3. Quiere probarse que la combinacién y = c1y1 + coyo + c3y3 también es

solucién de (2.23) . Al sustituir esta solucién en (2.23) se tiene:
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a2y’ + ary’ + aoy = as (c1y] + coyh + c3y3) + ar (cryy + cayh + csyh) + ao (c1yr + c2y2 + c3ys)
= c1 [aay + a1y} + aoy1] + 2 [asyh + aryh + aoy2] + c3 [asyh + a1yl + aoys]
=10 + 20+ 30  ya que ( y1, y2, y3 son soluciones de la ED)
=0

Por lo que la combinacién también satiface (2.23)). O

Como consecuencia de este teorema, tenemos el siguiente corolario de mucha importancia:

Corolario 2.3.2. Todas las soluciones de una ED lineal homogénea dada forman un espacio

vectorial de funciones (subespacio del espacio vectorial de funciones derivables hasta el orden

Observacion 2.3.3. Dado que las soluciones de una ED lineal homogénea dada forman un espacio

vectorial de funciones, en particular se tiene que

» una ecuacion diferencial lineal homogénea tiene siempre la solucion trivial y = 0 (el vector nulo

pertenece al espacio vectorial);

» un maultiplo constante y = c1y1 de una solucion y; de una ecuacion diferencial lineal homogénea

es también una solucion de ella.

2.3.2. Dependencia e independencia lineal de soluciones

Definicion 2.3.4. Si toda solucion de wuna ecuacion diferencial de orden n,
F(x,y,y/,y”,...,y(”)) = 0 en un intervalo I se puede obtener a partir de una familia n-
paramétrica de soluciones, G(x,y,c1, 2, ...,cn) = 0, excepto posiblemente soluciones singulares,
eligiendo apropiadamente las constantes cq,ca,...,cn, entonces diremos que la familia es la

solucion general de dicha ecuacion diferencial.

Observacién 2.3.5. La solucion general de una ecuacion diferencial de orden n en un intervalo I es
una expresion paramétrica (que representa a una familia de soluciones en I ) tal que toda solucion de la
ecuacion dada se puede obtener a partir de esta expresion, dando valores apropiados a los pardmetros,

excepto posiblemente las soluciones singulares.

Ejemplo 2.3.6.

1 2
» Para la EDO no lineal y' (x) = x./y, las funciones dadas por y(x) = <4:B2 + c) son soluciones:

se tiene una familia uniparamétrica de soluciones que es la solucion general.
2
Una solucion particular se obtiene dando valores a ¢, por ejemplo y(x) = <x2 —3) . Ademds,

4
la funcién y = 0 es solucion y no es miembro de la familia, por lo que es una solucion singular.

» Para la EDO lineal de segundo orden y"(x) — 9y(x) = 0, las funciones y(z) = 3* y y(x) = =37

son soluciones.

La solucion general es y(x) = c1€3* + cae™3% y es una familia biparamétrica de soluciones.
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Definicién 2.3.7. La familia de funciones {f1,..., fn} es linealmente dependiente (LD) en

I st y sdlo si existen ci, ..., cn, no todos nulos tales que
lel(t) +...+ Cnfn(t) =0,

para toda t en el intervalo. En otro caso se dice que la familia de funciones {fi,..., fn} es

linealmente independiente (LI) en I.

Ejemplo 2.3.8.
1. {f1, fa} en [0,1], fi(z) = z; fo(x) = |z|. El conjunto {f1, fa} es LD en [0,1] ya que f1 — fo = 0.
2. {f1, fa} como en el ejemplo anterior pero en [—1,1]. Aqui el conjunto es LI en [—1,1].

3. {f1, f2}, con fi(x) = senh(x) y fo = cosh(x), es LI en cualquier intervalo I C R. Lo mismo

ocurre con el conjunto {fs, f1}, si f3(x) =e* y fa(x) = e~ *. Pero si se considera {f1, fa, f3, fa}

es facil ver que es LD, cualquiera sea el intervalo considerado en R

Definicién 2.3.9. El Wronskiano de una familia {f1, ..., fn} de n funciones derivables hasta

el orden n — 1 al menos, es la funcion dada por el determinante

Wittt (%) = flfx) fzfm) fnfx)
fl(nfl)(m) f2(n—1)($) (g

Observacién 2.3.10. Notar que si la EDO es de orden n, se debe contar con n soluciones.

Observacion 2.3.11. Si la familia de funciones {f1, ..., fn} es linealmente dependiente en el intervalo
I, entonces Wy, . 1, (x) = 0 para toda x € I. La implicacion contrarreciproca dice que st Wy, ¢ (x) #
0 para al menos una x € I, entonces la familia de funciones {f1,..., fn} es linealmente independiente

en el intervalo I.

El siguiente teorema da una afirmacién més fuerte, para el caso de que las funciones sean todas

soluciones de una misma ecuacién diferencial.

7~

Teorema 2.3.12. Criterio para soluciones linealmente independientes
Un conjunto de n soluciones de una ecuacion diferencial lineal homogénea de n-ésimo orden
en un intervalo I es linealmente independiente si y solo si el Wronskiano, W, (@), es
7 Y1,Y2,--3Yn )

dintinto de cero para toda x € I.

2.3.3. Solucion general de una EDO lineal homogénea

Definicion 2.3.13. Dada una ecuacion diferencial homogénea de n-ésimo orden, se llama con-
junto fundamental de soluciones a cualquier conjunto {y1,ya2,...,yn} de m soluciones de la

ecuacton linealmente independientes en un intervalo I.
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Ejemplo 2.3.14. Como ya vimos en el Ejemplo las funciones yi(x) = €3* y ya(x)e 3% son
soluciones en R de la EDO lineal de sequndo orden y"(z) — 9y(x) = 0; el Wronskiano de esta familia

de funciones es

e3x 67393
Wy1,y2 ('I) = 36330 _36_3w =—6 ?é O’

y esto prueba que la familia de soluciones {y1,y2} es LI y, por lo tanto, es un conjunto fundamental

de soluciones de la ED de sequndo orden dada.

Teorema 2.3.15. Fxistencia de conjunto fundamental para una ED lineal homogénea
Dada la ecuacion diferencial lineal homogénea de n-ésimo orden,

dn m—1

an(x)—y +an_1 (:E)u

d
dz" dgn—1 T T a1(2) -2 + ap(z)y = 0, (2.24)

dxr

cuyas funciones coeficientes a; (i = 0,1,2,...,n) son continuas en un intervalo I y a,(x) # 0
para todo x € I, existe un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion (2.24) en el

intervalo I.

Teorema 2.3.16. Solucidn general para una ecuacién homogéned’|
Dada la ecuacion diferencial lineal homogénea de n-€ésimo orden,
dr m—1 dy

y y B
an(x)dajin + an_l(x)m + ...+ al(x)% =+ ag(x)y = O, (225)

cuyas funciones coeficientes a; (i = 0,1,2,...,n) son continuas en un intervalo I y a,(x) # 0
para todo x € I.
Sea {y1,Y2, ..., Yn} un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion (2.24)) en el intervalo

1. Entonces la solucion general de la ecuacion en el intervalo se puede expresar como:

Yy =ciy1 + c2y2 + ... + Cn¥n,

donde cy,co, ..., c, son constantes arbitrarias.

“Se ofrece una demostracion de este Teorema en https://youtu.be/Dj3xNyZ4YFs

Demostracion. Se demuestra el caso n = 2. Sea
2y + any + agy =0 (2.20

y sea {y1,y2} un conjunto fundamental para . Se debe probar que dada cualquier solucién ¢
de , ésta se puede expresar como combinacién lineal de las funciones del conjunto fundamental
dado.

Supongamos que ¢ es una solucién en I de .

Dado que {yi1,y2} es una familia linealmente independiente de soluciones en I, en virtud del
Teorema se tiene que Wy, ,,(x) # 0 para toda = € I. Consideremos un valor particular zg € I,
entonces Wy, 4, (x) # 0.


https://youtu.be/Dj3xNyZ4YFs
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Llamemos k1 = ¢(x0) vy ko = ¢'(x¢) y formemos el sistema de ecuaciones lineales

{ yi(@o)er +ya(wo)ez =k (2.27)

yi(zo)er + yh(zo)ea = ko

en el que las incégnitas son ¢1 y ¢z. Dado que el determinante de la matriz del sistema es Wy, ,, (zo) # 0,
este sistema tiene solucién unica, digamos (¢r, ¢z2).
Observemos que la funcién G(x) = é1y1(x) + cay2(x) es solucién del problema con valores iniciales
(PVI)
azy” + a1y’ + agy = 0;

y(xo) = ki (2.28)

y'(wo) = ko
y la funcién ¢ también resuelve el PVI (2.28). Segtin el Teorema[2.1.10] (de existencia de solucién tinica
para PVI), ¢(z) = G(z) = c1yi(x) + Eay2(x), con lo cual se ha probado que ¢ es una combinacién
lineal de las funciones y; e s. O

Observacioén 2.3.17. Este teorema asequra que un conjunto fundamental de soluciones de una EDO
lineal homogénea de orden n es una familia generadora del espacio vectorial de funciones solucion de
esa EDO.

Ejemplo 2.3.18. Retomando los Ejemplos y|2.5.14), para la EDO lineal de sequndo orden y” (x)—
9y(z) = 0, aplicando el Teorema dado que las funciones y1(x) = €3 y yo(x)e 3% forman un

conjunto fundamental de soluciones de la EDO, la solucion general es y(x) = c1e3% + coe 3%,

2.3.4. Solucién general de una EDO lineal no homogénea

7

Teorema 2.3.19. Solucion general para una ecuacion no homogénea
Dada la ecuacion diferencial lineal no homogénea de n-€simo orden,

dny dn—l

y dy
an(x)chj—n I an_l(az)m + ...+ a1(x)% + ao(x)y = g(x), (2.29)

donde a; (i=1,2,....,n) y g son continuas en un intervalo I y a,(x) # 0 para todo x € I.

Sea {y1,Y2, ..., Yn} un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion homogénea asociada
en el intervalo I y sea vy, cualquier solucion particular de la ecuacion diferencial no homogénea
en I. Entonces la solucion general de la ecuacion en el intervalo I se puede expresar

como

Yy =c1y1 + c2y2 + ... + Cp¥Yn + Yp,

donde c1,ca, ..., c, son constantes arbitrarias.

Observacion 2.3.20. Muchas veces la conclusion de este teorema se escribe: y = Y. + yp, para
indicar que es una suma de la solucion general de la EDO homogénea asociada (llamada funcion

complementaria) y de una solucion particular.

Demostracion. Se prueba el caso n = 2, donde

a2y + a1y’ + aoy = g. (2.30)
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Sea ¢(x) una solucién de (2.30)) en I. Se debe probar que existen coeficientes ¢1,¢; tales que ¢ =

c1y1 + cy2 + Yp-
Se tiene que y, y ¢ son soluciones de ([2.30)); probaremos que la diferencia ¢ — y, es solucién de EDO
lineal homogénea asociada a ([2.30)). En efecto,

az(d — yp)" + ar(d — yp)' + ao(¢ — yp) = a2¢” + a1¢’ + apd — azy, — a1y, — aoy, = g — g = 0.

Luego, por el Teorema [2.3.16, podemos asegurar que existen constantes ¢; y ¢3 tales que ¢ — y, =
C1y1 + C2y2. De esta manera se tiene que ¢ = cry1 + C2y2 + Yp- OJ

Teorema 2.3.21. Principio de superposion para ED no homogéneas

Sean las k ecuaciones diferenciales no homogéneas de n-ésimo orden

an(@)y"™ (@) + an-1(2)y" V(@) + ... + a1 @)y (2) + ao(@)y(2) = 91(2),

an(2)y ™ (2) + an—1(2)y" (@) + ... + a1 (2)y (z) + ao(2)y(z) = gi(@),

que solo diferen en los términos independientes.
Sean Yp, , ..., Yp, soluciones particulares de cada una de las ecuaciones anteriores, en un mismo

intervalo I. Entonces,

Yp = Yp1 T Ypg-- + YUpy,

es una solucion particular de

any(n) F anfly(n_l) + ..ary + apy = g1 + g2... + Gk-

Demostracion. Demostramos el caso n = 2 y k = 3. Debemos verificar que, si y,, es soluciéon de
a2y”+a1y' +aoy = g1, Yp, es solucion de asy”+a1y’ +aoy = g2 y yp, €s solucion de azy”’+a1y’ +aoy = gs,

entonces yp, + Yp, + Ypy €s solucion de
azy” + a1y’ + aoy = g1 + g2 + g3 (2.31)
Se comprueba derivando:

a2(Yp, + Ypy + Ups) T @1 (Up, + Ypy + Ypg) + @0 (Ypy + Upy + Yps) =

= (agyy, + a1y, + aoyp,) + (a2yy, + a1y, + aoyp,) + (a2yy, + a1y, + aoyp,) (2.32)
=g1 + g2+ gs3.

Esta tltima igualdad proviene de haber elegido las y,,, con =i = 1,2, 3, entre las soluciones de cada

ED no homogénea. O

Ejemplo 2.3.22. Si y,, (v) = €** es una solucion particular de y"(z) — 3y'(z) + 4y(z) = 2e* e
Upo () = ze® es una solucion particular de y"(x) — 3y’ (x) +4y(z) = 2xze” — €*, por el teorema anterior
se tiene que:

Y = Yp, () + Ypy () = € + z€”
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es una solucion de:
Y (x) — 3y (x) + dy(x) = 2e** + 2xe” — €°

2.3.5. EDQO lineales homogéneas con coeficientes constantes
En esta seccidon se vera el procedimiento para resolver EDO lineales homogéneas de orden superior,
any" + an_1y" 4 ary 4+ agy =0 (2.33)

donde los coeficientes a, ..., ap son constantes reales y a, # 0.

EDO lineales homogéneas con coeficientes constantes de segundo orden
Un caso particular de la ecuacién (2.33]) que tiene especial importancia ya que aparece, por ejemplo,
al estudiar los sistemas masa-resorte, es aquel en el que n = 2:
azy” + a1y’ + apy = 0, (2.34)
donde ag, a1, ag son constantes y ag # 0. Para resolver ([2.34)) se propone como solucién

y=-e", (2.35)

donde r es una constante.
Si se sustituye y = e en ([2.34)) se tiene:

asr?e’™ + ajre’™ + age™ =0,

e’ (a2r2 +air + ao) =0.

Como y = €' nunca es cero, se puede dividir por esta cantidad para obtener:
agr® + arr + ag = 0. (2.36)

La ecuacién (2.36)) es la ecuacién auxiliar o caracteristica asociada a la ecuacién homogénea
(12.34).

Como ([2.36)) es una ecuacién lineal de segundo grado, puede ocurrir uno de tres casos.

= Raices reales distintas. Si la ecuacion auxiliar tiene dos raices reales distintas, r1 y ro, susti-
tuyéndolas en , se obtiene las soluciones y; = €"* y yo = €"2*. Estas dos soluciones son LI
en (—oo,00) (se propone como ejercicio verificar este hecho) y por lo tanto forman un conjunto
fundamental para esta EDO. La solucién de , de acuerdo al Teorema de solucién general
de una ecuacion lineal homogénea , es entonces:

y(x) = c1e™* + coe™”. (2.37)

» Raices reales iguales. Sien (2.36) se tiene r; = ro = 7, se obtiene s6lo una solucién exponencial
)
y1 = €. Como la multiplicacién de €™ por una constante no produce una segunda solucién LI

con la primera, se multiplca por una funcién y la més sencilla es u(z) = z. Es facil probar que
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y2 = xe"™ también es solucién de la ED y que y; y y2 son LI en R (se deja estas pruebas como
ejercicio). La solucién general de ([2.34]) es entonces:

y(z) = c1€"™ + coxe™. (2.38)

= Raices complejas conjugadas. Si (2.36]) tiene raices complejas conjugadas, r1 y 72, digamos
r1 = a+if y ro = a—if, entonces no hay diferencia entre este caso y el de raices reales distintas,

y la solucién general es:

y(z) = c1el@FAT 4 cpelamifz, (2.39)
Sin embargo, en la practica se prefiere trabajar con funciones reales en lugar de exponenciales

9 = cosh + isend, donde @ es cualquier

ndmero real. Asf, eletiflr — gox (cosfBz + isen ) y la ecuacién {D queda:

complejas. Con este fin se usa la férmula de Euler e’

y(z) = 1™ (cosfx + isen fx) + cae™ (cosfx — isen fx)

=€ ((c1 + ¢2) cosfx +i(c1 — c2) sen fx)

Como esta y es solucion de (2.35)) para cualquier eleccién de las constantes ¢1 y ¢z, aiin complejos,

tomando ¢; = ¢y = % se ve que y; = e*cosfr es solucion y tomando ¢; = —% y c2 = 3, se
encuentra y, = e**senfz que son soluciones LI (la prueba de esto se deja como ejercicio).
Luego, por el Teorema de solucién general para una ecuacién lineal homogénea (2.3.16|),

y(x) = C1e** (cos fx) + C2e** (sen fz) , (2.40)

es solucion de (2.34]).
Ejemplo 2.3.23.

» Dada la ED y"(x) + 2y'(x) — y(z) = 0, la ecuacion auziliar es > + 2r — 1 = 0 y las raices de

esta ecuacidn son reales distintas: r1 = —1 + /2 yro=—1— V2. En consecuencia, la solucion
general de la ED segin es y(x) = cle(_1+ 2)a + 026(_1_\&)9”.

» Dada la ED " (t)+4y(t)' +4y(t) = 0, la ecuacion auxiliar es r>+4r+4 = 0 y las raices son reales
repetidas r = —2. La solucion general esta entonces dada por y esy(t) = cre 2t +cote 2t

» Dada la ED y"(x) + 2y (z) + 4y(z) = 0, la ecuacion auziliar es r> + 2r +4 =0 y las raices son
complejas conjugadas: r = —1 + i\/3. Luego, la solucién general de la ED estd dada por
y es y(x) = cre *cos (\/gx) + coe Tsen (\/ga:)

Ejemplo 2.3.24. Ejemplo de aplicacidn: sistema masa-resorte Suponga que tiene un sistema masa-
resorte como el que se muestra en la figura. Disene una ecuacion diferencial que gobierne el movimiento
del oscilador, teniendo en cuenta que las fuerzas que intervienen son la fuerza eldstica del resorte, la

friccion (o amortiguamiento) y posibles influencias externas.
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-+

punto de y
equilibrio

s Al desplazar la masa con respecto al equilibrio, el resorte se estira o comprime y ejerce una

fuerza que se opone al desplazamiento. Segun la ley de Hooke, esta fuerza es:

Fresorte = _kya

donde k es la constante del resorte. El signo negativo indica la naturaleza de oposicion de la

fuerza.

= Todos los osciladores reales estdan sometidos a alguna friccion. Estas fuerzas son disipativas y el
trabajo que realizan es transformado, por ejemplo, en calor. Como consecuencia, el movimiento

estd amortiguado y la magnitud de este amortiguamiento es proporcional a la velocidad, es decir:

dy

Firicoion = —b
friccion dt

donde b es el coeficiente de amortiguamiento.

» Sobre el sistema pueden actuar ademds otras fuerzas que se consideran externas (Fegt). Aunque
éstas pueden ser gravitacionales, magnéticas o eléctricas, lo usual es que las fuerzas externas

mds importantes sean transmitidas a la masa, por ejemplo, sacudiendo el sistema.

Teniendo esto en cuenta, la Seqgunda Ley de Newton proporciona la ecuacion diferencial del sistema

masa-resorte:

d?y
m@ = Ffriccion + Fresorte + Feat
Reemplazando,
d*y dy
m@ + ba + ky = Fext(t) (241)

Suponga ahora que se quiere encontrar la funcion desplazamiento para el caso concreto en que
Fert =0, m =1,k =25y b= 10. La ecuacion entonces resulta: y” + 10y’ + 25y = 0. La
ecuacion auziliar de esta ED es r2 4+ 10r + 25 = 0 y sus raices son reales repetidas, r = —5. Por lo

tanto, el desplazamiento del resorte estd dado por y(t) = c1e™ 4 cote L.

Ejemplo 2.3.25. Otro ejemplo de aplicacion. Suponga que Fopy = 0, trabajando con la ecuacion
2.41)), encuentre las soluciones del sistema cuando estd sobreamortiguado, subamortiguado y cuando
el amortiguamiento es critico.

La ecuacion puede escribirse como:

d2?/ dy 2
— + 2= =
p7 + 7t +wy =20
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donde 2\ = b/m y w? = k/m. La ecuacién auiliar de esta ED es r? + 2\r + w? = 0 y las raices son

rL=—A+ VA2 —w? yro = —\—V A2 —w2. Esto genera tres casos posibles, dependiendo del signo del
2

discriminante \? — w?:

» Sistema sobreamortiguado, \*> —w? > 0. Es aquel donde el amortiguamiento b es mayor que

la constante del resorte k. No ocurre movimiento oscilatorio ya que la amortiguacion es muy
fuerte. Las raices son reales distintas y por lo tanto la solucion de la ED estd dada por:

y(t) _ Cle—)\+\//\2—w2t + CQB—A—\/)\Q—th

» Sistema criticamente amortiguado, \>—w? = 0. El sistema queda en un estado critico donde
cualquier variacion en la fuerza puede hacer que pase a ser sobreamortiguado o subamortiguado.
Al liberar la masa, ésta retornard rdapidamente a su posicion de quilibrio y sin ningun tipo de

oscilacion. Las raices son reales iguales y por lo tanto la solucion de la ED estd dada por:

y(t) = e M (c1 + eat)

0354

» Sistema subamortiguado, \?> — w? < 0. El coeficiente de amortiguamiento es menor que la
constante del resorte, lo que permite un movimiento oscilatorio hasta que la masa regrese a su
posicion de equilibrio. Sin embargo, a diferencia de un movimiento armdnico simple (en azul
en la figura), la amplitud no es constante, sino que estd amortiguada y las vibraciones tienden

a extinguirse a medida que el tiempo transcurre. Cuanto mayor sea el amortiguamiento, mds
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rapido dejardn de notarse las vibraciones. Las raices son complejas conjugadas y la solucion de
la ED es:

y(t) = cre™ (clcos < w? — )\2t> + cosen ( w? — )\2t>)
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El método desarrollado para el caso de n = 2 puede generalizarse para una ecuacion diferencial de
n-ésimo orden dada por la ecuacién (2.33). Si todas las raices son reales y distintas, la solucién general
sera:

y(z) = 1™ + e + ...+ cpe™® (2.42)

Si, por el contrario, hay una raiz r; con multiplicidad k (es decir, k raices son iguales a r;), la

solucion general debe contener la combinacion lineal:

1€ 4 cpe™ i 4 3w’ 4 L+t len® (2.43)

2.3.6. EDO lineales no homogéneas

Para resolver una ecuacién diferencial lineal no homogénea
any" + an 1y a4 agy = g(x), (2.44)

se deben hacer dos cosas:

1. Encontrar la funcion complementaria g, que es la solucion general de la ED homogénea asociada

a ([2.44). Cémo resolver la ED homogénea ya se desarrollé en la seccién anterior.

2. Encontrar alguna solucién particular y, de la ecuaciéon no homogénea (2.44)). Para esto, se desa-

rrollaran dos metédos: el de los coeficientes indeterminados y el de variacion de pardmetros.

Luego, por el teorema de solucién general de ecuaciones no homogenéneas, la solucién de la ecuacion

(2.44) sera:
Y =Yc+ Yp-
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Método de los coeficientes indeterminados

La idea detras de este método es conjeturar la forma de y, segin la funcién g(x) y luego establecer
los coeficientes de y, de modo que efectivamente sea solucién de la ecuacién diferencial. E1 método se

limita a ED lineales para las cuales:
= los coeficientes ay, ..., ag de (2.44)) son constantes.

» g(x) es una constante, una funcién polinomial, una funcién seno o coseno, una exponencial o

sumas o productos de estas funciones.

Esto se debe a que las derivadas que involucran sumas o prductos de constantes, polinomios,
exponenciales, senos y cosenos, vuelven a dar constantes, polinomios, exponenciales, senos y cosenos.
Puesto que la combinacion lineal de a,y, —|—an_1ygfl 4.+ alyl/7 +apyp debe ser g(z), parece razonable
suponer que Yy, tiene la misma forma que g(z).

En las tablas y se muestran algunos casos para g(z) junto con la forma correspondiente de
la solucién particular. Se da por sentado que las funciones de y, no se duplican con las de y.. Siempre
hay que tener en cuenta que ninguna funcién de la solucién particular sea una solucién de la ecuacion

diferencial homogénea asociada.

’ Ejemplo ‘ Yp
7 A
322 +5 Az®? + Br +C
sen(7z) Asen(Tx) + B cos(7x)
cos(3x) Asen(3x) + B cos(3x)
e " Ae™®
rle" (A2’ + Bx +C)e™®
e** sen(Tz) e**(Asen(7z) + B cos(Tz))
(z + 3)e* sen(7z) | **((Az + B)sen(7z) + (Cx + D) cos(7x))

Tabla 2.1: Tabla con ejemplos.

’ g(x) ‘ yp: funcién de prueba
a A
AnZ™ + an_12" T+ +ag | Apa" + A1V 4+ + Ay
sen(azx) Asen(ax) + B cos(ax)
cos(ar) Asen(ax) + B cos(ax)
eax Aea/l’
(anx™ + -+ -+ ag) e** (Apz™ + -+ Ap) e
P sen(ax) e (Asen(ax) + B cos(ax))
ant" + -+ ag) e sen(az) | e ((Ayz™ + - + Ag)sen(azx) + (Bpa™ + -+ - + Bo) cos(ax))

Tabla 2.2: Tabla con casos genéricos.

Ejemplo 2.3.26. Resuelva y’ +y' +y = 2sen(3x).
Primero debe encontrarse la funcion complementaria que es solucion de la ED homogénea asociada,

es decir de y" —y' + vy = 0. La ecuacion caracteristica de esta ED tiene raices complejas conjugadas
—1/2 +iV/3/2 y su solucidn es:

3 3
ye = cre" %sen (im) + cpe™ 2 cos <\g$>
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Ahora, debido a que g(x) es una constante multiplicada por una funcidn seno, se puede suponer que

la solucion particular tiene la forma:
yp = Asen(3z) + Bcos(3x)
Se propone esto en lugar de y, = Asen(3x) porque las derivadas sucesivas de sen(3z) producen también
cos(3x).
Derivando la y, propuesta y sustituyendo los valores en la ED se obtiene, después de reagrupar,
Yp + Yy +yp = (—8A — 3B) sen(3z) + (3A — 8B) cos(3x) = 2sen(3x)

Igualando los coeficientes que acompanan al seno y al coseno se tiene:

~84-3B=2, 3A-8B=0

De lo que se deduce que A = —16/73 y B = —6/73. Una solucion particular de la ecuacion entonces
es: 16 6
Yp = fﬁsen(?w) - %005(3@

y la solucion general de la ED dada, segin el teorema de solucién general para ecuaciones no ho-

mogéneas, es:

3 3 16 6
Y =1ye+yp=cre " ?sen (\gx) + coe™2cos (?) - ﬁsen(?):z:) - 7—3608(31‘).

Método de variacién de parametros
El método se limita a ED lineales donde:

» los coeficientes ay, ..., ag de (2.44]) son funciones de variable x (pueden ser funciones constantes),
es decir a; = a;(x). Por lo tanto no tiene restricciones en el tipo de funciones coeficientes mas

que su continuidad y que a,(x) # 0 en algin intervalo.

= la ED pueda escribirse de forma estandar, por ejemplo, para n = 2:

y' + P(x)y + Qx)y = f(x) (2.45)

donde P(x) = aj(z)/az(z), Q(x) = ap(x)/az(x) y f(x) = g(x)/az(x) son continuas en algin

intervalo comun.

El método se basa en suponer una solucién de la formas:

yp = w1 (2)y1(z) + uz(2)ys() (2.46)

donde y; y y2 forman un conjunto fundamental de soluciones en I de la forma homogénea asociada

e (T,

Derivando la solucién particular propuesta en (2.46|) se tiene:

yp = vy (2)y1(x) + i (2)y; (x) + up(x)ya(x) + uz(2)yh(x)
Y, = uy (2)y1(x) + 2u) ()Y (2) + ur(2)y] (z) + uy(x)ya(2) + 2us(2)yh(x) + ua(2)ys (2);



86 CAPITULO 2. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS
reemplazando y, y sus derivadas en la ecuacién diferencial (2.45) se tiene:

Yy, + P(x)y,+Q(x)y, =
= (W (@)y1(z) + 2u) (2)y1 (z) +wa(2)y] () + us(2)y2(x) + 2us(2)ys(2) + uz(2)ys (x)) +
P(x) (uy (2)y1 () + w1 (2)y) (2) + uhy(x)ye(z) + uz(x)yh(2)) + Q(z) (u1(z)y1 () + uz(x)ya(z))
= u (y] + Py; + Qu1) +uz (5 + Pyy + Qya) + yiuf +ujy) + yaus + upys
+P (yruy + yauy) + yyuy + yhuh = f(2),

donde el primer y segundo término de la pentltima fila son ceros porque y; e y2 son soluciones de la

ED homogénea asociada. Luego,

d
Yp + P(@)y, + Q2)yp = - (v + yous) + P (10 + yous) + yiui + yyuy = f(x) (2.47)

Para evitar la aparicién de segundas derivadas de incégnitas se impone la condicién yiuj + youbh = 0.
Esto lleva a que ([2.47)) se reduzca a yju) + yhuy = f(x). Por lo tanto, para encontrar u; y ug hay que

resolver el sistema:

y1uy + youy =0
yiuy + ypusy = f(x)

y luego integrar u) y u). Si el sistema se resuelve, por ejemplo, usando la regla de Cramer, se tiene

que:
Wi yo f(x) Wy yif(x)

r_ 2 = — ! = — =

U= A W (2.48)
donde

0 0
w|n w AN
YioYs f(x) s vy f(x)

Notar que el determinante W es justamente el Wronskiano de {y1,y2} y, por la independencia lineal
de esta familia de soluciones, puede asegurarse que es distinto de cero para toda z en el intervalo.

Asf se determinan u} y uf y luego, integrando, se hallan u; y uz. Finalmente, sustituyendo estas
funciones en (2.46), se forma la solucién y, = u1(2)yi(x) + uz(2)y2(x). Nétese la importancia de
respetar los subindices para que cada funcién u; quede multiplicada por la correspondiente y; en esta

expresion.

Ejemplo 2.3.27. Resuelva y" — 4y’ + 4y = (x + 1)e?*
Primero hay que encontrar la solucién y. de la ecuacion homogénea asociada y" — 4y’ + 4y = 0. Las

raices de la ecuacidon caracteristica son reales repetidas r = 2, por lo que y. = c1€*® + coxe?®. Con las

identificaciones y; = €** e yp = xe** se puede calcular el Wronskiano:

2 2
e Te

”7(629071,6290) e4x
262 Qre® 4 2

Puesto que la ED dada ya estd en la forma candnica o estindar, se identifica f(x) = (z +1)e** y por

las relaciones se tiene:

0 xe2®

W, =
! (v +1)e?® 2xe?® + 2@

— (z 4+ Dzet, Wy = = (z+ 1)




2.3. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE ORDEN SUPERIOR 87

(z + 1)zet® 9 (z +1)et®
uﬁz—dT:—$ —, uéz—72x+l
Luego, integrando las formas encontradas para uy y ub se tiene que uy = —1/3z% — 1/222 y ug =

1/22% + x. Por lo tanto, la ecuacion para este caso queda:

1 1 1 1 1
Yp = <—3$3 - 2:r2> e* + (2:52 + a:) ze®® = 633362”" + §x262$

y la solucion de la ED dada, segin el teorema de solucion general para ecuaciones no homogéneas, es:

1 1
Y =ye+yp = cr** + coze® + 61'362“ + 5.%26230.

2.3.7. Ecuaciones de Euler

Las ecuaciones de Euler son un tipo de ecuaciones diferenciales con coeficientes variables.
Se desarrollard un método para resolver ecuaciones de Euler de segundo orden, pero hay que tener
en cuenta que no es el Unico y que pueden ser extendidos para resolver ED de Euler de orden superior

al segundo.

Definicion 2.3.28. Una ecuacion difierencial de seqgundo orden con coeficientes variables se

dice que es de Fuler si se expresa como
az®y" () + bay' () + ey(z) = r(z),

donde a, b y ¢ son constantes y a # 0.

Es decir que cada término del lado izquierdo de la ED es de la forma kz"y(™, donde k es una
constante. Solo resolveremos en este curso ED de Euler para las que » = 0. El método consiste en
convertir la ecuacién de Euler en una con coeficientes constantes, resolverla como tal y luego recuperar

la solucién buscada. Esta conversion se hace mediante una sustitucién:
2(@) = In(a);

claramente para aplicarla consideraremos x > 0 o cualquier subintervalo de éste.

Con esta sustitucién propuesta y resulta ser la funcién compuesta:

Y(z(2)) = Y(In(z)) = y().

J'(@) = ¥"(2) ~ 5 V'(2),

=

con lo que al reemplazar en la ED se tiene:

1

22
aY”"+(b—a)Y' +cY =0,

1 1
ar’ (YY" — Y +ba=Y'+cY =0
X x
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o sea, una ED lineal homogénea de segundo orden en Y (z) que se resuelve por algin método de los
ya estudiados para obtener una solucién general Y (z) = C1y1(z) + Cay2(z); de la que puede obtenerse

la solucién general de la ED dada como:

y(z) = Cryi(in(z)) + Caya(In(z)).

Ejemplo 2.3.29. Hallar la solucién de x*y" — 2xy’ — 4y = 0.

Con la sustitucion propuesta, Y (z(z)) =Y (In(x)) = y(x), y sus derivadas hasta seqgundo orden:

y'(x) = ~Y"(2) - ~¥(2),

a2 2
tenemos: ) ) )
2 " / / _

Y —3Y' —4Y =0,

que tiene como solucién general: Y (z) = C1e** + Cae™?. Por lo que la solucién general de la ED dada
es:
y(x) = Crat + Cox 1.

2.3.8. Soluciones en series de potencias

En esta seccién se vera otro método para resolver ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes

variables que consiste en proponer como solucién una serie de potencias

o0

y(x) = Z enx™ = o+ 1o + cox? + .+ cpr . (2.49)

n=0
y luego, reemplazando y(x) y sus deterivadas en la ED, determinar los coeficientes de la serie que
satisfacen la ecuacién diferencial. En este sentido, la metodologia es la misma que la usada en el

método de los coeficientes indeterminados.

Ejemplo 2.3.30. Determine una solucién en series de potencia para y + 2xy = 0.
Se propone y(x) = > 2 cpx™ y la tarea consiste en determinar los coeficientes c,. Para esto se

necesita derivar la solucion propuesta,

o
Y (x) = Z nep ™!
n=1

y reescribir la ED:

o0 o0
y +2xy = Z nepx™ ! 4 22 Z cpr”™ =0

n=1 n=0

Lo que se simplifica como:
oo o
y + 2zy = Z nepz" 42 Z cpz" = 0.
n=1 n=0

Para sumar las dos series se deben sumar los coeficientes de potencias semejantes de x. Si se escriben
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los primeros términos de esta suma se obtiene:
(01 + 2cox + 303x2 + degx® + ) + (QCox + 2c12% + 2c01> + ) =0,

c1 + (262 + 260) T+ (303 + 261) x? + (404 + 262) x° +..=0

Para que la serie de potencias del lado izquierdo se anule, todos los coeficientes deben ser cero. Asi,

c1 =0, 2co +2¢co =0, 3cs + 2¢1 = 0,4c4 + 2¢5 = 0, ete. Al resolver este sistema se tiene que

0 e 2 Lo
i =Y, C&=—C, (3= 301—7 Cq = 262—200

Por lo tanto, la serie de potencias para la solucion asume la forma:

1 (—1)ng?n

_ _ 2, = 4 _

y(z) = co — coz” + 5C0% +..=c E | .
n=0



Capitulo 3

Series de Fourier y Ecuaciones

Diferenciales en Derivadas Parciales

Una serie de Fourier es una expansion de una funcién periédica en términos de una suma infinita de
senos y cosenos, que se logra gracias a la ortogonalidad de las funciones senos y cosenos. La parte de la
matematica que estudia las series de Fourier es el andlisis armonico y se usa para expresar una funcion
periddica a través de un conjunto de términos simples, con los que se trabaja por separado y luego se
recombinan para obtener las soluciones a los problemas originales o, al menos, aproximaciones a las
mismas. En particular, este procedimiento puede ser muy 1til para resolver ecuaciones diferenciales,
expresando una funcién por medio de su serie de Fourier.

Si bien es cierto que cualquier conjunto de funciones que formen un sistema ortogonal completo
puede dar lugar a series generalizadas de Fourier, en este texto sélo analizaremos las series trigo-

nométricas de Fourier.

3.1. Conceptos preliminares

3.1.1. Producto interno

Conocemos el concepto de producto interno de vectores en R™, usualmente definido para dos
vectores u = (uy,ug, - ,Up) y v= (01,02, -+ ,v,) por la suma de los productos de las componentes

de los vectores:

n
u-v=ujvl + -+ Uplp = E URVE .
k=1

Este concepto se puede generalizar y extender de una manera “natural” a espacios de funciones.
En primer lugar consideremos el conjunto R[a,b] formado por todas las funciones integrables (y

acotadas) en el intervalo [a, b]:

R[a,b}:{f: [a,b]%R‘/abf(x)dxeR}.

Este conjunto R[a,b] forma un espacio vectorial con la adicién usual de funciones y la multiplicacién

por un escalar real: si f y g pertenecen a R[a, b),

f+g:la,b] = R, dada por (f +g)(z) = f(z) + g(z)

90
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af :la,b] - R, dada por (af)(z) = af(zx)

también son funciones de R]a,b] y se satisfacen los axiomas necesarios de espacio vectorial o lineal.

M4s ain, el producto usual de funciones de R]a, b],

fg:la,b] = R, dada por (fg)(z) = f(z)g(x),

da por resultado una nueva funcién de este conjunto, con lo cual podemos definir un producto interno

o escalar en este espacio vectorial, de la siguiente manera.

Definicién 3.1.1 (Producto interno o escalar de funciones). [

El producto interno de dos funciones f1 y fo de Rla,b] es el nimero

b
i fa) = / Fu(@) fol) da. (3.1)

“Para que sea un producto interno necesitamos que las funciones sean continuas en el intervalo [a, b]. Cuando
las funciones no son continuas tenemos en realidad un pseudo producto interno, con el que se trabaja sin
inconvenientes.

Observacion 3.1.2. El producto escalar de dos funciones de R|a,b] es un nimero real.

Ejemplo 3.1.3. Sean fi : [0,7] — R dada por fi(z) = sen(x) y f2 : [0,7] = R dada por fa(x) =1,
dos funciones de R[0, 7). El producto escalar (fi, fo) es

(fi, f2) = /07T sen(z) dr = (—COS(x))‘g =2

Asi como en R™ consideramos ortogonales a aquellos vectores que cumplen que el producto esca-
lar entre ellos es nulo, contamos con una definicién analoga para funciones. Cabe destacar que este

concepto de ortogonalidad de funciones no guarda relacién con los graficos de las funciones.

Funciones ortogonales

e ‘

Definicién 3.1.4 (Funciones ortogonales).

Dos funciones f1 y fa de R[a,b] son ortogonales en el intervalo [a,b] si

b
(1, o) = / f1(2) fol) dz = 0. (3.2)

Ejemplo 3.1.5. Sean f; : [0,7] = R dada por fi(x) = sen(x) y f2 : [0,7] = R dada por fo(x) =1,
ambas funciones de R[0,n]. Como se vio en el Ejemplo (f1, f2) = 2, mostrando que estas
funciones no son ortogonales en [0, ].

Sin embargo, si consideramos las funciones fs : [0,27] — R dada por f3(x) =sen(z) y fa:[0,27] — R
dada por fi(x) = 1, ambas de R|0,27|, que sdlo se diferencian de las anteriores en el dominio,

tenemos:

27
(f3, f1) = /0 sen(z) dr = (—cos(:z:))‘?;r = 0.

Las funciones fs y fy si son ortogonales en [0,27]. Esto pone de manifiesto que es muy importante

tener en cuenta en qué conjunto se estd definiendo las funciones.
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Familia ortogonal de funciones

Definicién 3.1.6 (Conjunto ortogonal).
Una familia o conjunto finito o infinito de funciones de R[a,b], {¢1, P2, ..., ¢n,...}, se dice que
es ortogonal en el intervalo [a,b] si

b
(61,05) = | oi()s;a)do =0,

para todo 1,5 = 1,2,..., tales que i # j.

Ejemplo 3.1.7. Analizar la ortogonalidad de la familia {1, cos == sen"% n=12---} en [-p,p]

D )
y en [0,2p].
Primero trabajemos en el intervalo [—p, p].
Probemos que la funcion constante 1 es ortogonal a todas las funciones cos 2X% y sen %, con n =
1,2,---. Para ello resolvamos cada uno de los productos internos correspondzente. sea n un numero
natural:

P
<1 cos—> / 1- cos@d b sennmy =0;
nw o p p
P
<1,sen>:/ 1-sen—d$:—ﬁcosmm =(-1)"—=(-1)"=0.
p —p p ntopo|,

Asi hemos probado que la funcidn 1 es ortogonal en [—p,p| a cada una de las funciones COS% Yy

Sen"%, conn=1,2,---

Ahora probemos que cada una de las funciones cos ”;“”, n =12---, es ortogonal a cada una

de las funciones sen ™IE

n [—p,p|. Notese que usamos los subindices n y m para abarcar todas las

combinaciones posibles. En este caso tenemos

dz.

nwT MTT p nwT MTT
<cos—,sen—> = cOs —— sen
p p p p p

Usando la identidad trigonométrica

sena cos 3 = %(SGH(OJ + B) +sen(a — 3)),

Tr NTT ML NTT
(sen( +> + sen (—))dw
p p p

<sen (Wp")”) + sen (“”_p”)”» da. (3.3)

se obtiene

P
<COS@ senm> /

p

-/,

N = N

Sim # n, se convierte en

nmTxr mmnx
<COS 7, Sen 7> =
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Si, en cambio, m = n, se convierte en

@ﬂ% sen”% -
p

=0.
—-Pp

1 / P 2nmx 1 p < 2n7r:v)
= - sen dr = ——— | —cos
2/, P 2 2nm P

Para completar la tarea, debemos probar que cada una de las funciones sen ";1’ n=1,2,3,... es orto-

gonal a los otros miembros senoidales de la familia, digamos a cada una de las funciones sen % con
m # n. Y lo mismo con las funciones cosenos. Comencemos verificando que las funciones senoidales

de esta familia son ortogonales entre si. Asumiendo que n % m:

MTT MTT
< sen ——,sen > sen —_— sen dx.
b

Usando la identidad trigonométrica

senasen 3 = %(cos(a — ) — cos(a + 3)),

tenemos
nwx M
< sen ——, sen 7>
p p
/p 1 < (nTra: mTrx) <n7m“ mwx))
= —|(cos| — — —— | —cos | — dx
—p 2 p P P P
P 1 _
= / = (cos (n—m)mz _ cos (n+ m)7rm> d
—p2 P
1 < P n —m)mx D (n—i—m)mv) P
= - sen — sen =0.
2\ (n—m)m D (n+m)m P .
Similarmente, suponiendo que n # m:
nwT mnx nmwx mnx
< €08 ——, COS > / COS —— COS dx.
Usando la identidad trigonométrica
1
cos acos f§ = §(cos(a — B) + cos(a + B)),
tenemos
nmwx mnx
< €08 ——, COS > =
p
/p 1 ( (mrw mﬂx) <n7m mwx))
= cos| — — —— | +cos | — dr =
—p 2 p p p
P q _
:/ 1 (COS (n—m)rx +cos (n—l—m)Tra:) g —
—p 2 p p
1 D (n—m)rx D (n+m)rz\ [
= - sen sen =0.
2\ (n—m)m P (n+m)m D
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Con lo cual hemos probado que la familia {1, cos ”P%x,sen %,

Para probar que la misma familia de funciones es ortogonal en [0,2p]| se procede andlogamente, plan-

n=1,2---} es ortogonal en [—p,p].

teando las integrales entre 0 y 2p. Se deja como ejercicio.

Familia ortogonal completa de funciones

Definicién 3.1.8 (Conjunto ortogonal completo).
Una familia o conjunto ortogonal de funciones de Rla,b] {¢1,¢2,...,¢n,...}, se dice que es
completo en el intervalo [a,b] si la unica funcion de Rla,b] ortogonal a todas las funciones del

conjunto es la funcion nula.

Ejemplo 3.1.9. La familia {cos %, n=0,1,2,3,..} ={1,cos %, n=1,2,3,...} es ortogonal en
[—p, p| pero no es completa.

En efecto, existe una funcion (de hecho existen infinitas) de R[—p,p] que no es nula y es ortogonal a
todos los miembros de la familia en [—p, p|: la funcion y = sen %’3 (podriamos haber tomado cualquier
otra, como por ejemplo y = sen 2“7“7, Yy = sen 3”79”, etc.). Sdlo faltaria probar que y = sen % es ortogonal

a todos los miembros de la familia. Se deja como ejercicio.

Ejemplo 3.1.10. La familia de funciones {1, cos ”%, sen "%, n=1,2,---} forma un conjunto orto-
gonal completo en [—p, p] (y en [0,2p]). Ya hemos probado la ortogonalidad de esta familia de funcines

en el Ejemplo[3.1.7]. No demostramos que es completa.

Funciones periédicas

Se dice que una funcién f definida en R y de valores reales es peridédica con periodo T, si
fx+T) = f(x), para toda = € R; T es una constante positiva. Cualquier niimero positivo 7' con
esta propiedad se llama periodo o periodo de f. El menor de los periodos de una funcién se llama
periodo fundamental. Por ejemplo, la funcién dada por f(x) = sen(z) tiene periodo 47 ya que
sen(z + 4m) = sen(x); mds ain, esta funcién tiene periodos 27, 47, 67,... y su periodo fundamental es
T =2m.

A continuacién incluimos algunos ejemplos méas de periodos fundamentales para funciones periédi-

cas.

Ejemplo 3.1.11.
1. Las funciones constantes se consideran periddicas, con todos los nimeros reales como periodos.

2. La funcion g(x) = sen(2x) tiene periodos 7, 27, 37,... y su periodo fundamental es .

3. La funcién dada por f(x) = cos ("%), donde n es una constante natural, tiene periodos T = %

para cada valor de k € N:

2pk
nmr + =
cos M = cos (mrm + 27T/<:> ;
p p

su periodo fundamental es T = 2n—p.



3.2. SERIES DE FOURIER 95

4. La funcion dada por f(x) = sen(2z) + sen(3z) es periddica. Como vimos antes, la funcion

g(z) = sen(2x) tiene periodos w, 2w, 3m,...,nm,... ; por otra parte, la funcion h(x) = sen(3x)

tiene periodos %’r, %”, 27r,...,n2§,.... La funcion f(z) = g(x) + h(z) tendrd como periodos todos

los valores T que sean periodos comunes a las funciones g y h; ast, f tiene periodos 2nm, n € N;

su periodo fundamental es T = 27.

5. La funcién definida por la serie f(x) =c+> o0 (an cos (%) + b, sen (%)), donde ¢, ay y

b, son constantes para cada n € N, estd formada a partir de la funcion constante ¢ y funciones

2kp
n 7’

senos y cosenos. Para cada n € N, las funciones cos ("%) y sen (%) tienen periodos T =

k= 1,2,3,.... En particular, se puede apreciar que todos los periodos T = 2mp, m € N, son
comunes a todas ellas; luego, para cada m € N, 2mp es un periodo de la funcion f. Finalmente,

el periodo fundamental de f es T = 2p (el menor de todos sus periodos).

3.2. Series de Fourier

En esta seccién, dada una funcién f definida en un intervalo [—p,p] (o [0,2p]) y a partir de la

familia ortogonal de funciones en [—p, p] (o en [0, 2p]),

T

{1,Cosm,senn;n:1,2,3,---}, (3.4)
p p

se busca coeficientes ¢y, a, v by, n = 1,2, ... que permitan expresar la funciéon f como

1mx 1z 2rx 2rx
f(x)=co 1+ a1 cos —— + by sen —— + ag cos —— + bgsen —— + -+ - - .
b b b b

El segundo miembro de esta igualdad es una serie que se llama serie trigonométrica de Fourier
generada por la funcién f . Para obtener un desarrollo en serie de Fourier para una funcién f

haremos algunos supuestos.

7~

Supuestos:

» f es acotada y continua por partes (por lo tanto también es integrable) en el intervalo

[—p, ).

= f se puede desarrollar en una serie formada por las funciones trigonométricas del conjunto

ortogonal completo

pe=Ealen(E) =GR =G
1l,cos| —x |,sen | —x |,cos | —z |,sen | —zx |,... ¢,
p p p p

es decir, existen coeficientes ag, a,, b, n = 1,2, 3, ..., tales que
a > nmw nmw
f(z) = ?0 + Z <an cos <a:> + by, sen <a:>> . (3.5)
p p
n=1

= En las expresiones que irdn apareciendo, asumimos que se puede integrar término a

término.

. ag p . .
Observemos que en (D escribimos 5 en lugar de ¢, esto es sdlo por conveniencia.
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Ahora vamos a determinar los coeficientes ag, a1, b1, as, ba, . . .. Para esto nos serviremos del supuesto

(3.5) varias veces.

Primero multiplicamos la igualdad (3.5)) por la funcién constante 1 y luego integramos (término a

término) sobre el intervalo [—p, pl:

D p > P D
/ f(x)da = a0 dz + Z <an/ Cos <n7r$) dz + bn/ sen (maz> dx) : (3.6)
-p 2 -p n=1 —p p —p p
. nm nmw -
Como para cada n > 1 las funciones cos w) y sen <x> son ortogonales a la funcién constante

p nmw p nmw
1, todas las integrales / cos (x) dr y / sen (m) dz se anulan; entonces de (3.6|) obtenemos
p

—p p -p
P P P
/ f(a:)dx:@ dz = 2y = pay,
—p 2 /., 2 |,
de donde se desprende que
1 [P
ap = / f(z)dz. (3.7)
DJ—p
Ahora nos dedicaremos a determinar cada uno de los coeficientes a,, para n = 1,2, .... Para evitar

confusiones llamamos a,, al coeficiente que buscamos determinar, multiplicamos la ecuacién (3.5)) por

., mm . .
la funcién cos <1:> e integramos sobre el intervalo [—p, pl:
p

D D
/ f(x)cos (mx> dz :ao/ Cos <mx> dz
—p p 2 /o, p
> p nmw m
+ Z <an/ cos (x) cos <x> dz (3.8)
Jo— —p p p
D
+ by, / sen (m:c> cos (mx> da;) )
p p p
Por la ortogonalidad de la familia (3.4]), tenemos que

p D
i cos (mx> dz =0, / sen <ma:> cos <m:z:> dr=0,n=1,2,3,---, (3.9)
2 —p p —p p p
P nm mm )
cos | —x ) cos | —=x | dz =0 si m # n, (3.10)
p p p

P
/ cos <mx> cos (m77$> dz =p. (3.11)
p p p

Por lo tanto de (3.9)), (3.10) y (3.11) en (3.8)) obtenemos que

/p f(x) cos (m:c> dz = amp,
—p p

y, si m =n,

de donde se desprende que

1 [P
Ay = / f(zx) cos <m:1:> dx, para cada m > 1. (3.12)
DJp p
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mm
Por ltimo, de manera andloga, multipliquemos la ecuacion (3.5) por sen (:U), conm > 1, e
p

integremos sobre el intervalo [—p, p]:
P P
/ f(zx)sen <m7rx> dz :ao/ sen <m7rx> dz
—p p 2 —p P

P
+ Z <an/ cos <ma:> sen (m7r$> dx (3.13)
p p p
Por ortogonalidad tenemos que
ap [P mm p nw mm
— sen | —a | dx =0, cos | —z |sen | —a | dz =0, (3.14)
2 /., P —p p p
P 0 si
/ sen <mx> sen <m7rx> dz = { S? m# (3.15)
-p p p p sim=n.

Por lo tanto de (3.14) y (3.15]) en (3.13) obtenemos que

/p f(z)sen (mx> dz = byp,
—p P

de donde se desprende que

1 p
b = / f(z)sen <Wx> dz, param > 1. (3.16)
DJp p
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Definicién 3.2.1 (Serie de Fourier generada por una funcién f).
La serie de Fourier generada por una funcion integrable f en el intervalo [—p,p| estd dada

por la serie trigonométrica
a > nmw nmw
24 Z <an cos (x) + by, sen (x))
2 = P p

con coeficentes ag, an y b, definidos por las ecuaciones

1 [P
ap = / f(z)de, (3.17)
DJ—p
1 [P nm
T = / f(zx) cos <:C) dz, para cadan > 1 (3.18)
pJ, p
1 [P nm
by = / f(x)sen <3:> dz, para cada n > 1; (3.19)
pJ, p

para indicar que f genera esta serie, escribimos

fla) ~ % + f: (an cos (’Z%) + by, sen <"£x)> . (3.20)

Observaciéon 3.2.2. La serie de Fourier generada por una funcion integrable f en el intervalo

0,2p] es
a ad nm nm
f(z) ~ 24 Z (an cos <x> + by, sen <x>> ,
2 n=1 p p
donde los coeficientes ag, ayn, b, n=1,2,3,--- vienen dados por
I
apg = / f(z)de,
P Jo
1 (%
an = — f(z) cos (mx) dz, para cadan > 1
PJo p
)
I
by, = — f(x)sen (mx> dz, paran > 1.
PJo p

Aunque el fisico matemético francés Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) no inventé la serie
(13.20]) que lleva su nombre, al menos fue el responsable de despertar en los matemaéticos el interés por

las series trigonométricas que él aplicé con poco rigor en sus investigaciones sobre la conduccién del

calor. Las férmulas (3.17)), (3.18) y (3.19) que dan los coeficientes en una serie de Fourier, se conocen

como las férmulas de Euler.

Ejemplo 3.2.3. Buscamos las series de Fourier generadas por dos funciones definidas respectivamente
en [—m,m) y en [0,2). En el desarrollo de estos ejemplos, indicamos las integrales que se debe calcular

y mostramos el resultado, dejando que cada estudiante complete los detalles del cdclulo.
1.

0 st —m < x <0
i |—m,m) =R  dada por T) = ’ - ’
I ) P /(@) {—m—{—Tr, s10<x <.
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En este caso, tenemos que p = w y los coeficientes de Fourier de f son

1 [ 1 [Y 1 [
wo= [ tas = [ odos - [C(otmdn =7
v 0 2

T J—m L -
=/ f(z)cos <?) dr = 7r/0 (—z + ) cos(na)de = ,(;er(mr) _ n(27T "
(3.21)
1 ™ 1 by B 1
bn:; _Wf(l’)Sen <n;_r$)d$_7-‘-/0 (—:L‘—{—7T)S€n(nx)dl‘:nﬂ;2e:(n7r):n; (3.22)

en (3.21) hemos identificado cos(nm) = (—1)" para n = 1,2,3,...; esta identidad se usa con
bastante frecuencia; a su vez, en (3.22)), tenemos sen(nmw) = 0, n = 1,2,3,.... Asi, la serie de

Fourier generada por f es

NS

n f: <1‘n(2;1)n cos(nz) + Tllsen(nx)> .

n=1

Escribimos -
1—-(-1)" 1
x) ~ % + ngl (71(277) cos(nx) + - Sen(mc))

para indicar que esta serie estd generada por f. La serie generada por f es una nueva funcion,
para los valores de x donde la serie sea convergente. A continuacion incluimos algunos graficos
de sumas parciales de la serie. Para poder conocer el grdfico de la serie de Fourier generada por
f, debemos conocer a qué valores converge la serie, si lo hace. Estudiaremos la convergencia en
la seccion siguiente.

f y sumas parciales hasta n=3 y n=15 f y suma parcial hasta n=3000
1.5pi T T T T T 1.5pi T T

pi

pif2

-pif2 I i i I i -pif2 i i I i i
-3pi -2pi -pi 0 pi 2pi 3pi -3pi -2pi -pi 0 pi 2pi Jpi

1 s10 < x <1
:[0,2) = R dada por x) = ’ - ’
/0.2 P /(@) {x—i—l, st1 <z <2,

En este caso, dado que el intervalo de definicion de f no es simétrico sino que se trata de un
“semiintervalo” de la forma [0,2p]|, identificamos 2p = 2, es decir, p = 1. Los coeficientes de

Fourier de f son

ag—/f da:—/ da:+/ (x+1)d g;

' 2 1—(~1)"
an = / f(z cos mm / cos(nmz)dx —|—/ (x 4+ 1) cos(nmz)dr = %;
0 1 n2m
! 2 -2
by, = / f(z sen mm / sen(nmz)dx —i—/ (x + 1) sen(nmx)dx = (ZL
0 1 ™
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Tenemos

T =1 (=1)" (—1)" -2
<n27'('2 COS(nTraj) + o

Sen(nﬂ'x)> .

Incluimos los graficos de algunas sumas parciales de la serie:

f y sumas parciales hasta n=3 y n=15 f y suma parcial hasta n=3000

3.2.1. Convergencia

Dada una funcién f € R[—p,p] o f € R]0,2p], la convergencia de la serie de Fourier generada por
f ala funcién f, con la que se ha generado la serie, es un tema delicado al que prestaremos atencién.
En primer lugar, enunciamos un teorema que da condiciones que aseguran la convergencia de la serie

a la funcién f que le dio origen.

Teorema 3.2.4. Sean f y f' continuas por partes (i.e., tienen un nimero finito de disconti-
nuidades de salto finito) en [—p,p]. Entonces para toda x € (—p,p) la serie de Fourier de f

converge a
flat) + flz—)
2 Y

donde f(x+) y f(x—) denotan los limites laterales de f en x por derecha e izquierda, respecti-

vamente.

; fo=)+f(=p+)
En los extremos p y —p la serie converge al valor ———5-——=.

Observacion 3.2.5. El Teorema anterior indica que si x es un punto de continuidad de f, la serie

de Fourier converge a f(z) en ese punto.

Convergencia de la serie de Fourier de f y extensiones periddicas

Con frecuencia la funcién f con la que se genera la serie estd definida en un intervalo [—p, p| o
[0, 2p]. Sin embargo, la serie generada por f es una funcién que se puede considerar definida en R.

Por otra parte cabe destacar que, como mencionamos en el Ejemplo de la pédgina [95] el
miembro derecho de la ecuacién tiene periodo fundamental 2p. Asi, podemos concluir que la
serie de Fourier generada por una funcién continua en un intervalo (—p, p) no sélo representa la funcién

en el intervalo, sino que también representa la extensiénlﬂ periddica de f fuera de este intervalo, en R.
Ejemplo 3.2.6. Revisamos los casos presentados en el Ejemplo[3.2.3 de la pdgina[98

1. Como ya vimos, la funcion f definida por

0, st —m < x <0
flx) = )
—zrz+7m, s0<z<m.

1Una extensién de una funcién a un dominio mayor, coincide con la funcién original en su dominio.
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genera la serie de Fourier

nem

F(z) ~ % + i (1_(2_1)" cos(nz) + isen(nx)) .

n=1

En virtud del Teorema[3.2.4) podemos concluir que el grifico de la serie de Fourier, F', generada

por f, es el incluido a continuacion:

F estd definida en R; F(x) = f(x) para todo x € (—m,0) y todo x € (0,7), ya que f es continua
en esos puntos.

Ademds, F(0) =7/2 = f(()—i—)—;—f(()—); F(m) =

ca, de manera que F(—27) = F(2r) = /2.

fl=mt+) + f(m-)
2

=0= F(—mn); F es periédi-

2. La funcion dada por

0, st —m<x<O0;

4, si0<zx <.

genera la serie de Fourier

F@) ~ ”62 5 <2<_1>n cos(nz) + <(_1)n+1” + 2 (=1 - 1)) Sen(nx)> .

n2 n 3
n=1

El grdfico siguiente ilustra f (en rojo) junto con las sumas parciales de la serie de Fourier hasta
n =3 (azul), hasta n = 15 (verde) y hasta n = 100 (negro).
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fv sumas parciales hasta n=3, n=15 v n=1000

pi*2

2pin2/3 ' ' : | ' : e 1 : : ' |

SORIN W NN -

Vi

pil2 pi 3pi/2 2pi Spil2 3pi

La serie de Fourier generada por f no estd mostrada en este grdfico. Es una funcion F que
presenta discontinuidades en los puntos —3w, —m, w, 3w, y en todos los multiplos impares de T,

2
y en cada uno de ellos vale 7.

3. Sea f(r) = x+1 con 0 < z < 1. Planteamos el desarrollo de f en una serie de Fourier

considerando la familia ortogonal completa

{1, cos <m>,sen <n7r:n> ,n:1,2,---}
D D

en el intervalo [0,2p], en este caso tomando 2p = 1, es decir p = %

Los coeficientes de Fourier de f,

1 1 1 1 nmwx
= —_— 1d nzi 1 —_— d’ :1727'--’
agp 1/2/0(x—|— Ydz;  a 1/2/0(x—l— )COS<1/2> T, n

1 ! nmwT
bp = —= 1 Py =12,
Yy 1/2/0(x+ )sen<1/2>dfcn

sonag =3, a, =0 ybn:—ﬁ, n=12,...

La serie de Fourier generada por f, F', es
3 1
F(x) = 5 g — sen(2nnx).

nm
n=1

En virtud del Teorema podemos conocer valores de la serie, como por ejemplo

F(0)=1,5y F(-1)=1,5.
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El grdfico siguiente ilustra f (en rojo) junto con las sumas parciales de la serie de Fourier hasta

n =3 (verde) y hasta n = 100 (azul).

25 ! ! ! ! ! ! !

0s | P | | | |
2 _

3.2.2. Series de senos y cosenos de Fourier

Hasta acd hemos desarrollado series de Fourier generadas por funciones dadas en un intervalo
simétrico (como [—p, p]) o en un intervalo de la forma [0, 2p]. La funcién F' obtenida en estos casos ha
coincidido con la extension periédica de f. Pero, a partir de una funcion f definida en un semiintervalo,
es decir en un intervalo de la forma [0, 2p|, se puede obtener otras extensionesE] de la misma al intervalo
simétrico [—2p, 2p].

Funciones pares e impares

Sean f : [-p,p] = Ry g:[-p,p] = R.

Si f es par, ffp f(@)de =2 [ f(z)dz.
Si f es impar, ffpf(:c)d:z: = 0.
Si f y g son ambas pares o ambas impares, f - g es par.

Si f es par y g es impar, f - g es impar.

Sea f : [—p,p] — R. Buscamos los coeficientes de Fourier de f:

1) Si f es par,
1 [P 2 [P
w=> [ FECTE | s

1 [P 2 [P
an—/ f(m)cosmdw—/ f(m)cos@dx,nzl,l---;
pJp p pJo p

1 [P
bn:/ f(x)sen@dxzo,n:1,2,~--
pJ, p

2Recordemos que una extensién F' de una funcién f a un dominio mayor, debe coincidir con f en el dominio de f.
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o0
flx) ~ % + Z (an cos m;:v) < Serie de cosenos de Fourier de f.

n=1
2) Si f es impar,
1 [P
ag = / f(x)dx = 0;
DJ—p

1 [P
an—/ f(x)cos@dxzo,nzl,l-w;
pJ, p

nmx

1P 2 [?
bn:/ f(x)sendﬂs:/ fl@)sen " Cdu,n =12,
pJ_p p P Jo p

oo
f(z) ~ Z by, sen "+ Serie de senos de Fourier de f.
n=1
Dada f : [0, L] — R, se puede definir una nueva funcién, extensién de f al intervalo [—L, L], que sea
par o impar (esta tltima, si f(0) = 0):

Extensién par:

(—x)si — L <z <O0;

L ) f

Extensién impar (asumimos f(0) = 0):

—f(—x)si —L<z<0;
h:[—L,L] — R tal que h(z) = ¢ 0siz=0;
f(z)si0O<z <L,

La serie de cosenos de Fourier de una funcién definida en un semiintervalo [0, L] es la serie de

Fourier generada por la extensién par de f. Para f: [0, L] — R, la extensién par es:

f(=x)si —L<xz<0;

g:[-L,L] — R tal queg(w):{ flz)si0O <z <L

Coeficientes para la serie de cosenos de Fourier de f:

ap = 1/p g(x)dz = ;/Opf(fﬂ)dx;
p

pJ_

1 [P 2 (P
an:/ g(x)cosmdx:/ f(:r)cos@dx,nzl,l---;
pJ, p »Jo p

1

P
bn—/ g(x)sen@d:)::0,n:1,2,~--
P/, p

oo
flx) ~ a0 + Z <an cos mrw) + Serie de cosenos de Fourier de f.
p

La serie de senos de Fourier de una funcién definida en un semiintervalo [0, L] es la serie de

Fourier generada por la extensién impar de f. Para f : [0, L] — R, la extensién impar es:
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—f(=z)si —L<z<0;
h:[—L,L] — R tal que h(z) = ¢ 0siz=0;

f(z)si0O<z<L.

Coeficientes para la serie de senos de Fourier de f:

1 [P
a():/ h(zx)dx = 0;

DJ—p

1 [P
an:/ h(x)cosmdxzo,n:1,2,~--;
pJp p

p nwT

p
by, = / h(zx)sen —dx = / f(zx) sen@dx,n =1,2,---
p 0 p

DJ—p

(e}
nmx . .
x) ~ E b, sen —— < Serie de senos de Fourier de f.
p
n=1

Si se desarrolla la funcién f : [0, L] — R en serie de Fourier, igualando [0, L] = [0,2p] y L = 2p, se
obtienen los coeficientes de Fourier

1 2p 2 L 92

an=- [ f@)cos " Fdr == [ fla)cos T dun = 1,2,
bJo L J
1 (%

b, = - f()sen@dx_ /f sen d:cn—127...
P Jo

2
—i—Z(ancos +b sen ngx)

Vi Y
/,’ \\
/
| | - 4 | >
T I X i I X
—L L -L L
f:[0,L] > R Extensién periédica
Yy Vi
] >
7 ~
g AN —L
I . — I 7 I
L Lt~/ L
\__//
Extension par Extension impar

Las siguientes imagentes, tomadas del libro de Zill, muestran las series de Fourier generadas por la
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funcién definida en (0, L) por f(z) = x?:

¥ y

v=a2,0<x<L

\ . /, h !/
\ FAAY A \ 7\ /
\ VAR s N /\ PN ’
N A L S AR
i -4L 3L 2L -L L 2L 3L 4L X

I X Serie del coseno
y y
’ ’ ’ '
/ / / / / ! / / / /
7 7, / / 4 /, /, / 7 / 4
/I.z ./l.xl ./I./l.//. r +—— s *—— ——+
e S AL =3Lr2L L7 L/2L 30774l X
—4L 3L 2L -L L 2L 3L 4L X / 7 ’ ’ 7
’ ’ 1 ! '
Serie de Fourier Serie del seno

Ejemplo 3.2.7. Sea f(x) =x+1 con 0 < x < 1. Halle las series de Fourier, de cosenos y de senos

de Fourier generadas por f. Fvalie cada una de las series halladas en x =0, x =1 y x = —0,75.

1. Para hallar la serie de Fourier de f, trabajamos en el intervalo [0,2p] = [0,1], de donde p = .

Los coeficientes de Fourier de f son:
1
a0:2/ (x 4+ 1)dz = 3,
0

1
an:2/ (x+1)cos(2nmz)dr =0, n=1,2,---
0

Y
1
1
b, = 2/ (x+1)cos(2nmx)dr = ——n=1,2,---.
0 nm
La serie de Fourier de f es
- 53 senlzans)
- — sen(2nmz
2 nmw

1

Podemos graficar la funcion Fy aplicando el Teorema[3.2.4):

PN i i i i i
3 B R

Evaluamos la funcion Fy en los valores de x pedidos, apoydandonos en el grdfico anterior.

Fy(0) =1,5; Fo(1)=1,5; Fp(—0,75) = 1,25.
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2. Para hallar la serie de cosenos de Fourier de f, trabajamos en el intervalo [0,p] = [0,1], de

donde p = 1. Los coeficientes de la serie de cosenos de f son:

1
a0:2/ (x 4+ 1)dz =3,
0

1
2
an = 2/0 (x 4 1) cos(nmz)dr = W((—l)" -1),n=1,2---

La serie de cosenos de f es

o0

2
= Z n27r2 — 1) cos(nmz).
n=1

w

[\

Podemos graficar la funcion Fy aplicando el Teorema |3.2.4):

o5l i i i i i
3 - R
Evaluamos la funcion Fy en los valores de x pedidos, apoydandonos en el grdfico anterior.
Fl(()) = 1; Fl(l) = 2; Fl(—O, 75) = 1,75

3. Para hallar la serie de senos de Fourier de f, trabajamos en el intervalo [0,p] = [0,1], de donde

p = 1. Los coeficientes de la serie de senos de f son:

1
2
by, = 2/ (x+ 1)sen(nrz)de = —(1—-2(-1)"), n=1,2,--- .
0 nm
La serie de senos de f es
2
—(1—=2(-1)")sen(nnx).
mr
n=1

Podemos graficar la funcion Fy aplicando el Teorema [3.2.4):
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Evaluamos la funcion Fs en los valores de x pedidos, apoydndonos en el grdfico anterior.

Fy(0)=0; Fy(1)=0; Fy(—0,75)=—1,75.
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