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Momento de inercia de drea

El momenio de inercia de un drea repre-
senta el segundo momento del drea con
respecto a un eje. Se usa con frecuencia
en férmulas relacionadas con la resisten-
cia y la estabilidad de elementos estruc-
turales o elementos mecdnicos.

Si la forma del drea es irregular pero
puede describirse de manera matemati-
ca, entonces debe seleccionarse un ele-
mento diferencial e integrarse sobre toda
el drea para determinar el momento de
inercia.

Teorema de los ejes paralelos

51 se conoce €l momento de inercia para
un drea con respecto a un eje centroi-
dal, entonces su momento de inercia
con respecto a un eje paralelo puede
determinarse con el teorema de los ejes
paralelos.

Producto de inercia

El producto de inercia de un irea se usa
en formulas para determinar la orien-
tacion de un eje con respecto al cual el
momento de inercia del drea es un maxi-
mo 0 un minime.

51 se conoce el producto de inercia para
un irea con respecto a sus ejes centroi-
dales x', ¥', entonces su valor se puede
determinar con respecto a cualesquier
ejes x, y mediante el teorema de los ejes
paralelos para el producto de inercia.

I.=f2df1.
¥ A-‘

=T+ Ad®

IJ=/.1: A
¥ AJ’

Iy =T,y + Add,

¥y

Area compuesta

Siun drea es una composicion de formas
comunes, como las que pueden encon-
trarse en la cubierta posterior inter-
na de este libro, entonces su momento
de inercia es igual a la suma algebrai-

ca de los momentos de inercia de cada
una de sus partes.

Momentos principales de inercia

Siempre que se conozcan los momentos
de inercia [, e I, y el producto de inercia
Iy, entonces pueden usarse las formulas
del circulo de Mohr para determinar los
momenios de inercia principales maxi-
mo y minimo para el drea, asi como para
encontrar la orientacion de los gjes de
inercia principales.




Momento de inercia de masa

El momento de inercia de masa es la pro-
piedad de un cuerpo que mide su resis-
tencia a un cambio en su rotacion. Este
momento se define como el “segundo
momento™ de los elementos de masa del
cuerpo con respecto a un eje.

Para cuerpos homogéneos con simetria
axial, el momento de inercia de masa se
puede determinar por integracion simple
por medio de elementos de disco o de
cascaron.

Para cuerpos homogéneos con simetria
axial, el momento de inercia de masa se
puede determinar por integracion simple
por medio de elementos de disco o de
cascaron.

El momento de inercia de masa de un
cuerpo compuesto se determina al usar
valores tabulares de sus formas com-
puestas, que pueden encontrarse en la
cubierta posterior interna del libro, junto
con el teorema de los ejes paralelos.

.f=pfr2dv

¥

I=p [Rdv
¥

I =1Is+ md®




CENTRO DE GRAVEDAD

* Cuando en Estatica se componia un sistema de fuerzas paralelas aplicadas,
se obtenia una resultante unica aplicada en un punto llamado CENTROIDE,
punto que no cambiaba si se giraban las fuerzas tomando otra direccion, pero

manteniéndose siempre paralelas. Las coordenadas del CENTROIDE podian
establecerse asi:

N Z ZF Jf:_, Dz




CENTRO DE GRAVEDAD

* En particular si las fuerzas paralelas consideradas son el peso de cada
particula de un sistema material, debido a |la gravedad, las expresiones
anteriores toman la forma

7 7 7

I‘F;F'xf lef'yf Zl“t}'zi

Yo = n r Ve = n r L~ n
21F D15 D1 P
| 2
TN
Donde xg; Vg: Zg que serian las . G\
coordenadas del Centroide, son ahora las { -ng ‘
coordenadas del CENTRO DE GRAVEDAD ( o ! |k
—

CG ) del sistema considerado. / 4T
X



CENTRO DE GRAVEDAD

* Teniendo en cuenta que P=m.g remplazando se tiene:

B ZT?””: & X g'Zf”’f'xi B mez"xf
Z?mf'g g'Zf?’”f Zi?”‘*‘f
_ Zi?m;ﬁ'}"f L Z;Imi "Zi

) 2G
Zirmz' Z?””f

XG

VG

* Por ultimo, teniendo en cuenta que m=V.p (volumen por densidad) vy
considerando el caso particular de p constante, se puede establecer:

:Zi?pff-xf . . Zfﬂ -V L ZTI/} " Z;
’ c rEC
21V 2.1V pRL

XG



Ejercicio N° 1
Calcular el momento de inercia con respecto al eje z en el prisma rectangular
homogéneo.

Yy /

| X ! | x
p_1 - | }———,—/ -l —
/ 2 v ~ __,/ L~

R
8

1 :
— 2 2
I, = mm(b +c2)
] Prisma rectangular f,j = —llq m(c? + a2)

L o(a? L B2
f;_Emlfa + b4)




Conocimientos previos

* Se elige como elemento diferencial de masa la placa delgada que se muestra;
de tal modo dm = pbhc dx

l
/ MOMENTOS DE INERCIA DE PLACAS DELGADAS
|‘ A “| < dx Consideramos una placa delgada de espesor uniforme t,
rLr’_T__________;T;g'H_"_lj?j hecha de un material homogéneo de densidad (densidad
C L | masa por unidad de volumen). El momento de inercia de
| f,,'L__:,_/’ -:—,,?JI * masa de la placa con respecto a un eje AA contenido en el
Eem e E e plano de la placa es
N
—— L o
*H{ dA) [ AA', masa — JT dm
L | Puesto que dm= p t dA, se escribe
(
- A Iﬂﬂ', masa Pt Jrg -‘_’ITA




*s\()%

Conocimientos previos

Pero r representa la distancia del elemento de area dA al eje AA’;
la integral por lo tanto es igual al momento de inercia del area de
la placa con respecto a AA’". Se tiene

I:*‘u*\', masa ptL’Lﬁ.', Area IHHr, masa F‘HBH', area If » TMdsd lﬂt]{ dred

donde J. es el momento polar de inercia del area de la placa con
respecto al punto C.

Al recordar la relacién J. = 1,,- + lz5- que existe entre los momentos
polar y rectangular de inercia de un area, se escribe la siguiente
relacion entre los momentos de inercia de masa de una placa

delgada:
lecer = Ian + Ipp



Conocimientos previos

Placa rectangular. En el caso de una placa rectangular de
lados a y b, se obtienen los siguientes momentos de inercia de
masa con respecto a los ejes que pasan por el centro de
gravedad de la placa

_ _ 1 3
I:’l:’l', masa F‘tfﬂ:’l', drea — Pt{ﬁﬂ hj
_ 1 713
I’ masa = PtIBp’. srea = ptzab”)
Al observar que el producto p.a.b.t es igual a la masa m de la

placa, se escriben los momentos de inercia de masa de una
placa rectangular delgada del modo siguiente

1 2
Ixar = gma Igp = 13 5mb”

|
Icor = Ipar + Ipg = ymla” + b7)



SOLUCION

Se elige como elemento diferencial de masa la placa delgada que se

~ X = = lx
JHL——————T_.:,;-;W muestra; de talmodo  dm = pbc dx
~|==-=-=-==- gl |
! ———— Refiriéndose a la seccidn (conocimientos previos), se encuentra que el
R !
R — = P | — . . . s
WA i i momento de inercia del elemento con respecto al eje z" es

l ;2
dl.: = 35b~ dm

* Al aplicar el teorema de los ejes paralelos o teorema de Steiner, se obtiene el momento de
inercia de masa de la placa con respecto al eje z.

dl. =dl.. +x"dm = l—l_lhi dm + x> dm = {,—ghi + %) pbe dx

* Sise integra desde x=0a x = a, se obtiene

il

I. = ffﬂz = J [ﬁbi + x%) pbe dx = pﬂbcr[l—libi + %ﬂi:'
0

* Puesto que la masa total del prisma es m =pabc, se puede escribir

)

I. = m(55b” + 5a%) I, = =m(4a> + b?)

o]



Ejercicio N° 2
El cilindro homogéneo tiene masa m, longitud | y radio R. Determine sus
momentos de inercia de masa respecto a los ejes x, v, z.

Cilindro circular

1 2 1 2 2
ejez = 5 dmR :E(an dz)R

21 A 1 1
Ief”:ftEpHR dzzzan l
2



* El momento de inercia respecto al eje se halla por el mismo procedimiento
aplicado para hallar el momento de inercia del disco respecto al origen, su
valor

1 )
I.=1_+1_ = [I_=1_=—I=|l,=1,=—MR"

L
I. == MR?
.

Los momentos de inercia respecto a los planos xz y yz
cuya interseccion es el eje z son iguales entre si por
simetria

1

Xz Vz

2 ' " 4

lgual que los momentos de inercia del disco respecto a los ejes x ey



Para hallar el momento de inercia respecto al plano xy tomamos un elemento
de volumen tal que todos sus puntos se encuentren a la misma distancia z de

dicho plano

M
. + Jdm = pdT = —dr
I = j:‘dm siendo - TR H

[dr = 7R’dz

.f
z1 A 1 A
loje, = !Epnﬂ’ dz:EpHR [

2

En funcion de la masa del cilindro.



El momento de inercia de masa del elemento de disco respecto al eje x’

_ 1 . 2 _ 1 2 2
dlgje y = Idm R = 4(pnrR dz)R
Usamos el teorema de los ejes paralelos para determinar el momento de
inercia de masa del elemento respecto al eje x

2 1 2 1.\Dp2 1 .2 2
dlgjox = dlgjo v + z°dm :Z(pnf{ dz)R* + z°(pnR°dz)

Integrando obtenemos el momento de inercia de masa del cilindro
respecto al eje x

1 1 1
[—pnﬂ“ n pnﬂzzﬂ dz — = ptR*l + — pR2 13

leje x 4 ,. 4 12

b~ g~



En funcion de la masa del cilindro
1 . 1 .
l.i. .= —mR* +—ml-
et g 12
Por la simetria del cilindro

Iejey — Ieje:r
vy el momento de inercia respecto al eje y que es la interseccion de los planos
Xy con yz la podemos hallar

1 S | PP
I =1_+1_ = I,‘_:I—F}MH‘JrEMR‘ = II:I}.:EM(ER‘+H‘)

Por ultimo, el momento de inercia respecto al origen

]. o ]. . ] 2 g
lo=l,+1,+1, =1I,=—MH +2-MR" = IﬂzaM(ﬁﬂwﬂ‘)




Teorema de Steiner - Repaso

El teorema de Steiner es una formula que nos permite calcular el momento de
inercia de un sélido rigido respecto de un eje de rotacion que pasa por un punto
O, cuando conocemos el momento de inercia respecto a un eje paralelo al
anterior y que pasa por el centro de masas.

El momento de inercia del sélido respecto de un eje que pasa por O es
In=> mn’ ol 5 Cx, XX

El momento de inercia respecto de un eje que pasa porCes B N

fu:' =ZF‘?E!-RE m;

Para relacionar |, e I hay que relacionar ri y Ri

= x 4y = +d ) 4y = R+ 2dn, +d
I, = Zﬂ% R+ gdzﬁ% % +d Zmﬁ El término intermedio en el segundo miembro es

cero ya que obtenemos la posicion x, del centro de

_ p.
lg=lp+d°M masa desde el centro de masa
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Momento de Inercia: Cilindro

Eje central

— lMRE
2

/

| |
[=—MR’>+—ML’
12

Diametro
central

1 |
I = —MR* + = MI*
4 3

Diametro
de un extremo

Un cilindro solido de

tendra un momento de inercia sobre su gje
central:

_ 2
Ljecenia = kem

Para un cilindro de
longitud L = Eﬂ se muestran

los momento de mmercia del cilindro sobre
otros ejes.

_ 2
Idiimetm central — \:'kg L
_ 2
Iextremn:- del diametro — l:lkg L

Los momentos de tnercia de determinadas
geometrias con esta masa son:

— 2
Idiimetro disco delgado — l:'kg =

— 2
Iextremn:- varilla delgada = \:'kg L

Mostrar desarrollo de expresiones

Caso de Cilindro Hueco



MG mento de Ine rcia. Clllndm Sﬂb re EJE La obtencion del momento de inercia de un cilindro completo sobre un diametro de su

P ernen di Clll ar extremo, consiste en una suma de infinitos discos delgados, a diferentes distancias de ese eje.
p Esto nos lleva a una integral desde z=0 hasta z=L_ Para cualquier disco dado a una distancia

z de su eje x, usando el teorema de los ejes paralelos, nos da el momento de inercia sobre el

El desarrollo de la expresion del momento de mercia de un cilindro sobre el diametro de un eje X.

extremo (el eje x en el diagrama), hace uso de ambos, el teorema de gjes paralelos v el

teorema de ejes perpendiculares. El enfoque consiste en encontrar una expresion para un

disco delgado a una distancia z del gje, v hacer la suma de todos esos discos

l - )
dl = deR‘ +dmz”

_ _ z
Longitud [,  Radio R Y Ahora, expresando el elemento de masa dm en términos de z, podemos integrar sobre la
Masa M & longitud L del cilindro.
Densidad 4
M

p=—

L Rl M L M L -
V a",ﬁ{[df,. :TT;[JHT!E dz

1

Para un disco infinitamente delgado de grosor dz, 1

2 2
el momento de inercia sobre el eje central es I,r =—MR" +—-ML
] L o2
Para un disco delgado: dl .= E dmR
dm = ,OdV — E Adz = E dz igual que cualquier cilindro sobre su eje central Esta formula se puede ver que es plausible s1 tiene en cuenta, que es la suma de la expresion
L Pero por el teorema del eje perpendicular ' para un disf:c:- delgado sobfe un diametro, mas la expresirjp para una x‘;:illa delgada sgbr& 51
> extremo. 51 toma el caso limite de R=0, obtiene la expresion de la varilla delgado v s1 toma
: 0‘3‘% dl. =dl, +dI ¥ el caso limite de L=0, obtiene la expresion del disco delgado.
b
s Como los momentos de inercia x e y deben ser o o _
] @ i iguales por simetria, se sigue que Los ultimos pasos hacen uso de la forma polinomica de las integrales.
Z
7/ ] ] ;
S dl, = E(H: = 1 ImR
...... Lo L, http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbasees/icyl.html
X



Ejercicio N° 3

Dos barras esbeltas homogéneas, cada una de longitud |, masa m y area de
seccion transversal A, estan soldadas formando un cuerpo en forma de L.

Calcular el momento de inercia de masa del cuerpo respecto al eje L, que pasa
por O.

_—
ol
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Determine los momentos de inercia para el area de la seccion transversal del
elemento que se muestra en la figura con respecto a los ejes centroidales x y y.

SOLUCION

Partes compuestas. La seccion transversal puede subdividirse en las tres areas
R rectangulares 4, B 'y D que se muestran en la figura inferior. Para efectuar el calculo, el
T il

centroide de cada uno de esos rectangulos esta localizado en la figura.
Teorema de los ejes paralelos. Con base en las tablas, el momento de inercia de un

o
._8_.

L =T rectangulo con respecto a su eje centroidal es 7 = {-hh’. Por lo tanto, con el teorema de
) S0 los ejes paralelos para los rectangulos A 'y D, los calculos son como sigue:
Rectangulos Ay D Rectangulo B
_ 1 _
—{  [-100 =1, 2 = —(100)(300)* + (100)(300)(200)* L . ,
)| ] L= Ly + Ady = 15 (100)(300)7 + (100)(300)(200)" 5 (600)(100)° = 0.05(10°) mm*
= 1.425(10°) mm* .
y _ | | I, = —(100)(600)* = 1.80(10”) mm*
. I, =T, + Ad% = E(Ji}r_])(loﬂf + (100)(300)(250)? Y12
| 200 mm
J‘H];T:n al = 1.90(10%) mm*
n /| 2Ymm Suma. Entonces, los momentos de inercia para toda la seccidon transversal son:
= T x 1, = 2[1.425(10”)] + 0.05(10%)
250 mm // # | 300 mm - 2'9()( 1()9) mm?*
200 mm | D

_|_}_.mmm I, =2[1.90(10%)] + 1.80(10°)

= 5.60(10”) mm*




SOLUCION DE PROBLEMAS

1. Calculo de momentos de inercia de masa.
2. Aplicacion del teorema de los ejes paralelos.
3. Calculo del momento de inercia de masa de placas delgadas.

4. Obtencion del momento de inercia de un cuerpo mediante una
sola integracion directa.

a) En el caso especial de un cuerpo de revolucion.
b) En el caso general, cuando el cuerpo no es de revolucion.

5. Calculo del momento de inercia de un cuerpo compuesto.



EJERCICIOS A REALIZAR

Una placa de acero delgada mide 4 mm de espesor y se corta y pliega segun se muestra. Si la densidad del acero es de 7850 kg/m3.

Momentos de inercia de placas delgadas

)

r=0.058m

Dimensiones en mm

Calcule el momento de inercia de la pieza con respecto al eje x.

Calcule el momento de inercia de la pieza con respecto al eje y.

Calcule el momento de inercia de la pieza con respecto al eje z.




EJERCICIOS A REALIZAR

Se requiere calcular los momentos de inercia de una pieza respecto a los ejes ¥’ - y' - Z' como se muestra en la
figura, que tiene un radio de R= 113 mm. La pieza esta construida de aluminio.

En este primer punto, calcular la inercia Ix’

¥ Ahora, para la misma pieza calcular la inercia ly’

Finalmente, para la misma pieza calcular la inercia Iz’

Scemucsicra



EJERCICIOS A REALIZAR

Se cuenta con un sistema de barras delgadas, que tienen una masa por unidad de longitud de 6 kg/m.

7 Calcule el momento de inercia de la pieza con respecto al eje x.

Calcule el momento de inercia de la pieza con respecto al eje y.

Calcule el momento de inercia de la pieza con respecto al eje z.

Calcule el producto de inercia Iy, de la pieza.

Calcule el producto de inercia I; de la pieza.

Calcule el producto de inercia Iz de la pieza.




EJERCICIOS A REALIZAR

Se requiere analizar el momento de inercia del volante de hierro fundido mostrado en al figura respecto a su eje
de rotacion. La densidad del hierro fundido es 7369 kg/m

Calcule el momento de inercia de la llanta (anillo mas grande)

Calcule el momento de inercia del cubo {anillo menor)

1700 mm S - -
/ r .1_300 mm Calcule el momento de inercia de un rayo respecto al eje de rotacion del volante.

—y Calcule el momento de inercia total del volante respecto al gje de rotacién.

300 mm
4

100 mm

100 mm
-

ok o

150mm | 150 mm

100D mm
*

\



EJERCICIOS A REALIZAR

Se requiere analizar los productos de inercia de la placa rectangular mostrada en al figura respecto a los ejes X y z.
El orificio esta situado en el centro de la placa. La densidad del acero es 7870 kg/m?>

Calcule el producto de inercia Iy, de la pieza.

Calcule el producto de inercia kyz de la pieza.

Calcule el producto de inercia I, de la pieza.



EJERCICIOS A REALIZAR

Se requiere analizar los productos de inercia de la pieza mostrada en al figura respecto a los ejes Xy z. La

densidad del material de la pieza es 7850 kg/m°

]

100 mm: \
X200 mm o y
200 mm .-
— *

Calcule el producto de inercia lyy, de la pieza.

Calcule el producto de inercia I, de la pieza.

Calcule el producto de inercia I, de la pieza.



EJERCICIOS A REALIZAR

Se requiere analizar la inercia de la pieza mostrada en al figura respecto a los gjes perpendiculares a la imagen,
que pasan por el baricentro G y por el punto O. La densidad del material de la pieza es 90 Ib/pie’

Calcule el momento de inercia total del conjunto respecto al eje perpendicular a la figura que pasa por el
baricentro G.

]
Calcule el momento de inercia total del conjunto respecto al eje perpendicular a la figura que pasa por Q.

ﬁ 1 Tin

| | r 4 r t}.rzs ft

- 1ft - 5 I, T075 1
& [—I—x' -
1A ! ﬁ;\ 025 fi
. |
EJEMPLO EXPLICATIVO éﬁj




EJERCICIOS A REALIZAR

Se necesita analizar los momentos de inercia de la manivela mostrada en la figura, en dos ejes diferentes. El

material con el que se fabrica tiene una densidad de 7850 kg/m?

20 mm i ;
' 30 mm
1
e |, O
50 mm
. 180 mm
20 mm
S S
30 mm
200mm - - 50 mm I mmp—~

Cdlculo de masas

« Volumen
« Peso
« Masa

Calcule el momento de inercia total de la manivela respecto al eje x.

20 mm " i f
30 mm
Bl |, O
S50 mm
! 180 mm
20 mm
R Sr—
| 30mm
1 1
20 mm -+ |~5{‘jmmr mm-—-

Calcule el momento de inercia total de la manivela respecio al eje x'.

O

i [
30 mm

180 mm

20 mm -
] |,
50 mm
1
20 mm
20 mm —= |‘5{]mmﬁ

30 mm

30 mm = -



EJERCICIOS A REALIZAR

El péndulo de la figura esta compuesto por una barra de masa 10 kg y 450 mm de largo, y por una esfera en el
extremo de masa 15 kg de diametro 100 mm.

Calcule el momento de inercia total del péndulo respecto al eje perpendicular a la figura que pasa por el punto Q.

RS

0

450 mm
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