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OBJETIVOS

QEstudiar el analisis cinético de movimiento de cuerpos rigidos
en tres dimensiones

QAplicar y analizar como varian los parametros en el movimiento
de cuerpos rigidos y sistemas de cuerpos rigidos
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PRINCIPIO DEL IMPULSO Y LA CANTIDAD DE
MOVIMIENTO AL MOVIMIENTO TRIDIMENSIONAL DE
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Rotacion respecto a un punto fijo

Las ecuaciones

tridimensionales de | dHp
movimiento para un cuerpo Mo = —=.

rigido se llaman Ecuaciones de
Euler
dr;
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e - EXpresando las derivadas respecto al tiempo de los

caedra. | VEcCtores unitarios en funcion de la velocidad angular
MECANICA 0 del sistema coordenado
APLICADA:
MECANICA'Y
MECANISMOS
d_gv Yooy E_gxk
- dt odr e

dHﬂIi ' dHﬂ_v - dHU::
dr 2 ar 3T T4

XMy = k+ €2 x Hop.

Sustituyendo las componentes de Hy obtenemos las
ecuaciones del momento angular
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Podemos plantear el momento en forma de matriz:
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La aceleracion angular del cuerpo rigido es:
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Giroscopo

Las ecuaciones del movimiento angular relacionan el momento
| total que actua sobre un cuerpo rigido con su velocidad vy
| aceleracion angulares.

 Primero mostraremos como especificar la orientacién de un cuerpo
rigido en tres dimensiones.

Para describir la orientacion de un cuerpo rigido en movimiento
| plano se requiere sélo el angulo © que especifica la rotacion del
| cuerpo respecto a alguna orientacion de referencia.

' En el movimiento tridimensional se requieren de 3 angulos. Se
necesitan 2 angulos para especificar la direccion del eje y un tercer
angulo para especificar la rotacion del cuerpo rigido respecto al
eJe.

El mejor sistema conocido para describir la orientacion de un
cuerpo rigido es el de los angulos de Euler.

Ing Carlos Barrera
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El cuerpo tiene un eje de simetria rotacional y presentamos dos
sistemas coordenados: el xyz con su eje z coincidiendo con el gje
de simetria del cuerpo y el XYZ que es un sistema coordenado de
referenciainercial.

Consideramos que el cuerpo esta en una posicion tal que los
sistemas xyz y XYZ estan superpuestos.

Los angulos g y © especifican la orientacion del sistema xyz
respecto al sistema XYZ.

WY es el angulo de PRECESION y © es el angulo de NUTACION

El angulo @ que especifica el giro del cuerpo rigido respecto al
sistema xyz se llama angulo de GIRO.

Estos 3 angulos especifican la orientacion del cuerpo rigido
respecto al sistema coordenado de referencia y se llaman
ANGULOS DE EULER.

Ing Carlos Barrera
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CUERPOS CON UN EJE DE SIMETRIA

Posicidon de Rotacion g respecto al
referencia eje Z
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Rotacion g del
cuerpo respecto al
sistema xyz

Rotacion © respecto
al eje x°
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(b} Rotacion 8, velocidad angular 0y
componentes de la velocidad angular
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W UEWRee parg estudiar el movimiento de un cuerpo en funcién de los

;(\g@ﬁgg@g.m; angulos de Euler, debemos expresar las ecuaciones del
' ' . movimiento angular en funcion de ellos.

La primer figura muestra la rotacion @ desde la orientacion de
referencia del sistema xyz hasta su orientacion intermedia X'y z.
La velocidad angular del sistema coordenado debido a la razon de
cambio de g se representa con el vector de velocidad angular g
apuntando en la direccion z'.

La segunda figura muestra la segunda rotacion ©.

Las componentes de la velocidad angular del sistema xyz respecto
al sistema de referencia son

-

$2,.=80,
Q, = v send,
Q. = 1 cosf.

Ing Carlos Barrera
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}’\’EA‘CU'LTAL&-‘?T? En la tercer figura la velocidad angular del cuerpo rigido respecto
Yo DElNGENIERIA@ al sistema xyz se representa con el vector ¢. Sumando esta

- velocidad angular a la del sistema xyz, obtenemos las
componentes de la velocidad angular del cuerpo rigido respecto
al sistema XYZ

L

g,

I

{y

wy = 1r senf,

ri&—l—r};cr]sﬂ.

Derivando respecto al tiempo

;
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foonbhge kb yagg | d. TR .
— = rsend + 8 cos),

C dw. . L
% =+ cos & — fhsend.

L A causa de la simetria rotacional del cuerpo, los productos de inercia .-
| L, I el_soncero, e[, = I, Lamatriz de inercia es de la forma
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‘|Las ecuaciones del momento angular en funcién de los angulos de
Euler son

EMx — Ixxé -+ (IZZ Sk I‘L‘t)wz senfd cos + Iz;&'ljfsen 6,
XM, = H(ljl}sene I 2{#9 cosf) — Iz,.-_(tf.:é? + fbé cos &),

M, = L:(¢ + ¥ cos — Pfsen 6).

Para determinar los angulos de Euler en funcién del
tiempo cuando se conoce el momento total, esas
ecuaciones suelen resolverse por integracion numeérica.
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El momento de inercia es grande con las masas expandidas. Para un
determinado momento anqular, la velocidad anqular es relativamente

baja.
Si tiramos de las masas hacia el centro, el momento de inercia
disminuye considerablemente. La conservacion del  momento

angular dictamina que debe aumentar la velocidad angular.



MOVIMIENTO DE UN GIROSCOPO

Un girdoscopo
consiste en un
rotor que puede
girar libremente
alrededor de su eje
geometrico.
Cuando esta
montado en una
suspension asume
cualquier
orientacion pero
su centro de masa
debe permanecer
fijo en el espacio.
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Un giroscopio o giroscopo es un objeto esférico, o en forma de disco, montado en
un soporte cardanico, montado de manera que puedan girar libremente en
cualquier direccidon. Se utiliza para medir la orientacion o para mantenerla, por
estar basado su funcionamiento en el principio de conservacion del momento
angular . Aunque pueda parecer un objeto inusual y sorprendente, forma parte de
numerosas aplicaciones en nuestra vida diaria como la de disminuir el balanceo
de navios, aeronaves o0 proyectiles, para estabilizar plataformas de tiro, la
suspension de los helicopteros o como brujula, ya que este artilugio siempre se
orienta hacia el norte geografico, es decir, hacia el eje de inclinacion de la tierra, y
no el magnético como las brujulas convencionales . Otra aplicacion mas
demostrativa de los giroscopios es el trompo.
La inercia o efecto giroscopico se produce habitualmente en otras circunstancias
de nuestra vida, como el caso del giro que se le proporciona a la pelota de rugby
al lanzarla, a un proyectil o una bala, para que asi mantenga una trayectoria mas
recta que si no girara. También podemos observar este fendOmeno en los
patinadores, que giran mas rapido al recoger sus brazos y frenan al desplegarlos

Otro efecto practico se produce cuando montamos en bici y tomamos una curva,
nos inclinamos junto con la bici hacia el centro de la curva. Cuanto mayor es la
velocidad, menor es el giro del manillar y mayor es la inclinacion que podemos
tomar con respecto a la vertical . Estos son los fundamentos del movimiento del
giroéscopo, un dispositivo inventado en 1852 por Ledn Foucault para demostrar la
rotacion de la Tierra ya que cualquier cuerpo en rotacion, incluida la Tierra,
presenta: inercia giroscopica, es decir, tienden a resistir cambios en su
orientacion para conservar su momento angular, una magnitud fisica intrinseca a
los cuerpos en rotacion, que depende del radio (distancia del extremo al eje de
giro), de la masay de la velocidad de giro .
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Giroscopio

L=1w
fm—"
momento
angular

El giro rapido de la rueda
interior mantendra su
direccion en el espacio
aunque cambie el marco
exterior.

Eje de
11"~ giro

La imagen clasica de un giroscopo es la de un rotor
suspendido sobre anillos de soporte Illamados
cardanes, que tienen cojinetes casi sin rozamiento
y que aisla el rotor central de los pares externos. A
altas  velocidades, el gir6scopo presenta
extraordinaria estabilidad de balanceo y mantiene la
direcciéon del eje de alta velocidad de rotacién, del
rotor central. La implicacion de la conservacion del
momento _anqular es, que el momento _angular del
rotor, mantiene no solamente su magnitud, sino
también su direccion en el espacio, en ausencia
de pares externos.




precesion

Si un se inclina, el sistema cardanico tratara de reorientarlo
para mantener el eje de giro del rotor en la misma direccion. Si se libera
en esta orientacion, el giréscopo hara un movimiento de en la

direccidon mostrada, como consecuencia del ejercido por la gravedad
sobre el giréscopo.
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Bearings

Gimbals
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De acuerdo con la mecanica del
solido rigido, ademas de la
rotacion alrededor de su eje de
simetria, un gir0scopo presenta
en general dos movimientos
principales: la precesion y la
nutacion. Este hecho se deduce
directamente de las ccuaciones
de Euler.

Precegion

\--"9

/;g.‘l \Eje terresre
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Este movimiento se observa
en trompos y giréscopos. 7

Larazon de giro  del RN
cuerpo respecto al sistema
coordenado xyz se supone \ /
constante. El angulo de ~ /
nutacion ©, es decir la
inclinacion del eje de giro z
respecto al eje Z, se supone
constante y larazon de
precesion, que es larazbna —¢senoi
la que el sistema xyz gira
respecto al eje Z, también se
supone constante. La ultima ,
hipotesis explica el nombre ¥
dado a este movimiento.

Y
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Precession ¢

(b)
21_15b
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Nutation 6

(c)
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Spin tp
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Cuando el trompo se pone en movimiento, su eje de giro es
inicialmente vertical.

Conforme la friccion reduce la razon de giro, el eje de giro se inclina
girando alrededor del eje vertical. Esta fase de movimiento se
aproxima a la precesion permanente.

Para analizar el movimiento, colocamos el sistema de referencia XYZ
con su origen en la punta del trompo y el eje Z hacia arriba.

Luego alineamos el eje z del sistema xyz con el eje de giro.
Suponemos que la punta del trompo permanece en un punto fijo.
El angulo de precesion y el de nutacion especifican el eje de giro.

El peso del trompo ejerce un momento My, = mgh sen © respecto al
origen y los momentos My, =0 M, =0

Sustituyendo en las ecuaciones:

mgh = (I, — [.rx)Lifz cos & + ]zzén;b,'

La ecuacion relaciona larazon de giro, el angulo de nutacion y la
razon de precesion.
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N""‘u-{#u""'” Un trompo que gira
Momento angular rapidamente, precedera (realizara
del espin Direccion de | un movimiento de precesion) en

. . 2 una direccion determinada por

L=Iw la precesion | par ejercido por su peso. La
: velocidad angular de la precesion

es inversamente proporcional a

: la velocidad angular del giro, de

manera que la precesion es mas

1=y 2 rapida y mas pronunciada,

JD'reCC'(,m cuando se va parando el trompo.

del espin La direccion del ar___de

precesion se puede visualizar
con la ayuda de la regla de la
mano derecha

El par gravitacional
mgL produce la
precesion
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sobre una superficie

: FACULTAD ; A

( ) DEINGENIERiA. AQ AL plana, y vera su extremo
1  Aag@-"" Tt e—— _ Lsing superior como se

desplaza lentamente,

] dibujando un circulo

______ alrededor de una
""" q--‘> direccion vertical, en un
proceso llamado

precesion. A medida que
la velocidad del giro del
AQ Velocidad frompo disminuye, vera
, = angular como esta precesion se
Al de precesion hace mas y mas rapida.
AL T mgrsm¢ Luego empieza a

a) . o
P cabecear arriba y abajo
Athm¢ Lsm¢ Lsing al tiempo que hace la

B
AR

Momento
angular de giro

Direccion de
la precesion.

mgr precesion y finalmente
a)) = — cae. Mostrando que la
/ o velocidad de precesion

se hace mas rapida

cuando la velocidad de

giro se vuelve mas lenta,

' como un problema

Par=T=mgrsm¢>=A— clasico de la mecanica.

4 El proceso se resume en
la siguiente ilustracion.

brazo de'palanca = 7 SIn ¢

Ing Carlos Barrera



Fuerza
aplicada

F

T=rFsen®

Si se curvan los dedos de
la mano derecha desde la
direccion de r hacia la
direccion de F, entonces
el pulgar apuntara en la
direccion del par.

Direccion

del par
Jice

El par esta en la direccion a lo largo
del eje de la velocidad angular de
giro que se produciria por esta.
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Si se aplica al giréscopo un
par Mo alrededor de un gje

perpendicular a su eje de _. B i 6 Sel
giro, el giroscopo tendra B ) 2Mo = IYdj
una precesion alrededor de
un eje perpendicular tanto V4 %
al eje de giro como al gje
de par. Dado que los pares v/
elevados que se requieren —Eje de precesién
para cambiar la orientacidon ASK  Eje del par
de sus ejes , los e
giroscopos se utilizan o °
como estabilizadores en L8 | A1
torpedos, barcos, aviones. — " Ejedegiro
i oS~ \SD
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Tension
T=mg

L=Iw mg ‘
L
Ab‘ Direccion de gr?zo d: %géanc?
la precesion el par debido a

peso de la rueda.
T=mgl

T=I0=—

~
-

El cambio en el
momento angular es
perpendicular al
momento angular

V
AL

At

La direccion del vector
del par es a lo largo del
eje sobre el que giraria
el sistema, si comenzara
desde el reposo y
estuviera sometido
solamente a aquel par.
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