SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES (SEL)

Introduccion

Los SEL son modelos mateméticos muy Utiles para la representacién, analisis y solucién de
problemas lineales del mundo real. Se los utiliza para el analisis de redes: redes de transporte,
redes de comunicacion, redes econdmicas, entre otras; andlisis de circuitos eléctricos; balanceo
de reacciones quimicas, etc. Se trabaja en distintos conjuntos numéricos, por ejemplo en el
conjunto de los nimeros reales, naturales, complejos, etc. dependiendo del problema.

Comenzaremos recordando algunos conceptos previos, teniendo como dominio de trabajo el
conjunto de los nimeros reales, indicado como IR.

1) Una ecuacion lineal en una incognita x o una ecuacion lineal en IR, es una expresion de la
forma

ax =c,

donde a y ¢ son numeros reales.

Trabajando en el conjunto de los numeros reales, IR, esta ecuacidén en x tiene un conjunto
solucion que se puede representar en la recta numérica. De esta forma

ax=c (1)

i) Sia = 0, en (1) queda x = — como unica solucién. El conjunto solucion es
a

S={x/xelR /\x:E}
a

y la representacion grafica es un punto en la recta real.

ii) Sia=0, en (1) queda Ox = c.

-Si ¢ =0, 0x =0y x toma todos los valores reales, o sea hay infinitas soluciones para X, el
conjunto soluciénes S = IR.

-Sic # 0, setiene Ox = 0, que es una contradiccion y, por lo tanto, no existe solucién para x, es
decir, x no toma ningun valor real que solucione la ecuacién. En este caso el conjunto solucion es

vacio, se anota: S={ } obien,S= ¢.

2) Una ecuacion lineal en dos incégnitas x e y 0, una ecuacion lineal en IR?, es una expresion
de la forma

ax+by=c (2)

donde a, b y ¢ son nimeros reales.

Trabajando en el conjunto producto cartesiano IR x IR = {(x, y)/ xeIRA yeIR} = IR? cuya
representacion grafica es el conocido plano cartesiano, la ecuacion (2) en x e y representa una

recta en IR?.



3) Una ecuacion lineal en tres incognitas X, y, z 0, una ecuacion lineal en IR es una
expresion de la forma

ax+by+cz=d 3

donde a, b, ¢ y d son nimeros reales.

Trabajando en el conjunto producto cartesiano

IRXIRXIR={(x,y,2)/xeIR A yelR A zelR} = IR

cuya representacion grafica es el conocido espacio tridimensional o de tres dimensiones y la

ecuacion (3) describe un plano en el espacio IR>.

4) Asi siguiendo, una ecuacidn lineal en n incognitas xi, Xz, ...,x, 0, una ecuacion lineal en
IR", es una expresion de la forma

arxXgtaxot ... tagx,=b 4

donde los coeficientes aj coni=1, 2, ..., n y el término independiente b son nimeros reales.

El conjunto IR" es el producto cartesiano de n veces el conjunto IR por si mismo, es decir,
IRxIRx..xIR=IR"={(Xy, X2, ..., xn) /X € IR,i=1,2, ..., n}

La representacion geométrica es para n = 1, 2, 3. No existe representacion geométrica en el caso

n>4,connelN.

Observaciones

- Se dice que (X, y) es un par ordenado; (X, Y, z) es una terna ordenada y asi siguiendo,

(X1, X2, ..., Xp) €S Una n-upla ordenada de nameros reales.

- El simbolo x entre los conjunto denotados por IR, se lee “producto cartesiano”.

- Cuando la ecuacion en varias incognitas o variables es lineal, las Unicas operaciones que
aparecen son sumas de productos de constantes por variables o incognitas elevadas a la primera
potencia. Por ejemplo, la expresion 2x + x* -1 no es lineal en x.

- Se debe distinguir una ecuacion lineal en varias variables de una ecuacion de segundo grado en

una variable o en dos, etc.

Definicién de sistema de ecuaciones lineales

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas o variables xi, X,, ..., xn €5 Un conjunto

finito de la forma



[an X1+ ag2 XoF ... +a1Xn = by
Qo1 X1+ Az Xo+ ... FaXn=Dby

as1 X1+ @z Xot ... +asn Xn= b3

denominada forma o expresion escalar del SEL, donde ajj son los coeficientes reales del sistema,
X;j representa a las variables o incognitas reales y b; son los términos independientes reales del
sistema, coni=1,2,....,my j=1,2,...,n.

La expresion matricial del SEL es

a‘ll alZ ' ' aln Xl bl
aZl a'22 ' ' a‘Zn XZ 2
= .| @
_aml am2 a'mn_ _Xn_ _bm_
O bien, en forma abreviada se escribe
A . X = B,
donde
all alZ ' ' aln Xl
a21 a22 ' ' a2n XZ
A= . .. de mxn es la matriz de coeficientes, X = | . |de nx1 es la matriz
[8m 2 Ay | REN
1
2
de incognitasy B=| . |de mxl es la matriz de los términos independientes.
_bm .

También se escriben de forma abreviadas las matrices simbolizadas con su elemento genérico;
asi: A=(aj), X=() y B=(b),dondei=1,2,...,m;j=1,2,...,n.

Se observa que aplicando primero la definicion de multiplicacion de matrices, AX, y luego la
definicion de igualdad de matrices, AX = B, la expresion (1) se convierte en la expresion escalar
de un SEL y, reciprocamente.



Definiciones

a) Una solucion del sistema expresado en forma escalar es la n-upla ordenada (si, Sz, ..., sn) de
numeros reales tales que al sustituirla simultaneamente en las m ecuaciones del sistema: x; por

S1; X2 por s, y asi siguiendo hasta x, por s, ordenadamente, se verifican las ecuaciones.
b) El conjunto de todas las soluciones del SEL se denomina conjunto solucién y se anota, S. En
simbolos:

S={s=(s,S2 ...,sn) € IR"/ As=B}.

Analogamente, el conjunto solucién S, del SEL de mxn, expresado matricialmente es

Sl S1
S2 32
S=1<s=|.|elR™ AAs=B!, donde s=| . | de nxl es una matriz columna solucién del
S0 | [Sn ]

sistema de mxn.

Nota importante

Sabiendo que las matrices columna se denominan vectores, se acostumbra a escribir un SEL de
mxn con notacion vectorial, propia de los tratamientos en espacios vectoriales, a saber:

AX=Dh,

donde A es la matriz de coeficientes de mxn dada anteriormente, x es el vector de incognitas o

]
X2
vector de variables, expresado como x = | . | de nx1y, b es el vector de los términos
_Xn .
b,
b,
independientes, b= | . | de mx1. (Observar el uso de minusculas para vectores.)




El espacio vectorial de matrices reales de nx1 con escalares reales y operaciones usuales, que se

suele anotar como IR™, donde IR™ = {x=| . |,x €lR,i=12,..,n}se identifica con el

Xn

espacio vectorial real de las n — uplas ordenadas, que se suele indicar con IR", donde
IR"={Xx= (X3, X2, ..., xn)/ Xi € IR,i=1,2, ..., n}k

En consecuencia, es frecuente representar un SEL de mxn de la forma vectorial A x = b.

Clasificacion de sistemas lineales segun la solucion

a) Si el conjunto solucion S no contiene ninguna solucién o no existen soluciones para la n —upla
Xl
X2
(X1, X2, ..., Xn) O Vector x = | . |, Ses el conjunto vacio y se escribe S={}0S = ¢. En este

X

n

caso, el SEL se clasifica como incompatible o inconsistente.

b) Si el conjunto S no es vacio, el SEL es compatible. El conjunto solucion S puede tener una

Unica solucidn para la n- upla x = (X, Xz, ..., Xn) 0 vVector x = | . | y el SEL se clasifica como

X

n

compatible determinado. Si el conjunto solucion S contiene infinitas soluciones para la n — upla

de las incognitas (X1, X2, ..., Xn) 0 vector de incdgnitas o variables, x = | . |, el sistema se

clasifica como compatible indeterminado.

Observaciones
- Si la matriz de coeficientes A es de mxn, se dice que el sistema lineal dado por A.X = B o por
AX = b es un sistema de mxn.

- La palabra sistema se refiere a un conjunto finito con 1 0 més ecuaciones.



- El nimero de ecuaciones, m, es menor, igual o mayor que el nimero de incégnitas, n.

- Sim =n, el SEL se denomina cuadrado.

- Si B = O, es decir, B es la matriz nula (todos los términos independientes del sistema son
ceros), o bien, b = 0, el SEL se denomina homogéneo y, por el algebra de matrices, si AX=0
(o bien A.x = 0), entonces el SEL homogéneo, admite, al menos, la solucion

0
0

_O_
denominada solucién trivial. En consecuencia, los SEL homogéneos son compatibles (nunca
incompatibles).

- Si AX = O representa un SEL homogeneo de mxn y n > m (mas incdgnitas que ecuaciones), el
SEL es compatible indeterminado.;Porqué?

- Un ejemplo de SEL en IR? sin solucién o incompatible o inconsistente es

Xx+y=1

2X+2y=2

3x+3y=0

Se observa que la primera y segunda ecuacion representan la misma recta y la tercera ecuacion
representa una recta paralela disjunta de la anterior, por lo tanto, no hay ningin par (x, y) que
verifique todas las ecuaciones, es decir no existe solucion. En este caso el conjunto solucion es
vacio,S={}.

- Un ejemplo de SEL en IR? con solucién tnica es

Xx+y=1
2x-3y=-1
3X-2y=0
2X+2y=2

Analisis de Sistemas de Ecuaciones Lineales: teorema de Rouché- Frobenius o

Kronecker
Este teorema permite saber qué tipo de solucién tendra el SEL mediante el célculo de los rangos

de la matriz de coeficientes A y de la matriz ampliada A’ = A|B.



Enunciado del teorema de Rouché- Frobenius: Sea AX = B un sistema de ecuaciones lineales de

mxn y sea AB = A’ la matriz aumentada o ampliada del sistema con los términos independientes

de mx(n+1).

Entonces

i)
i)

ii)

si rango (A) =rango (A’) = n, el SEL es compatible determinado (solucion unica);

si rango (A) = rango (A’) < n, el SEL es compatible indeterminado (infinitas solucio-
nes) y el grado de indeterminacién o grados de libertad del SEL es g = n —rango(A),
g indica el nimero de variables libres del sistema;

si rango (A) # rango (A’), el SEL es incompatible o inconsistente (no tiene solucion)

Observaciones

Este teorema ofrece una herramienta para, sin llegar a la solucion de un SEL, saber si
tiene o no solucidn, analizando el rango de la matriz de coeficientes A y el de la matriz
ampliada con los términos independientes A|B = A’ del sistema.

Si el sistema es homogéneo, representado por AX = O, se verifica que

rango(A) = rango(A’),

pues la matriz ampliada es A’ = A|O y, los términos independientes ceros, no se
modifican por operaciones elementales.

El rango de la matriz A, rango(A), indica también el nimero de variables o incognitas
principales del SEL, son las variables que tienen el uno principal en la forma escalonada
o0 escalonada reducida de A. Estas incognitas dependen (o son funcion) de las restantes,
Ilamadas variables libres, que toman valores arbitrarios de un determinado conjunto; el
valor que se le asigna a una variable libre se denomina parametro.

El inciso iii) no es necesario colocarlo en el enunciado del teorema desde el punto de
vista de la Ldgica Simbodlica, pues queda claro que si no se verifica que

rango(A) =rango (A’)

entonces el SEL no es compatible, es decir, es incompatible o inconsistente.

Algunos autores denotan rango de la matriz A de la forma “p(A)”, donde p es la letra

griega “rho”.

Resolucion de sistemas lineales

Un método general de resolucion de sistemas lineales es el Método de Eliminacion de Gauss,

consiste en escribir la matriz ampliada, A" = A|B formada por los coeficientes mas los términos

independientes del SEL de mxn y aplicar operaciones elementales de filas a la matriz ampliada,



{

A|B, hasta llegar a una matriz escalonada por filas. Luego, haciendo lo que se denomina

sustitucion en reversa o retrosustitucion, se obtiene el conjunto solucion del sistema.

El método se denomina de Eliminacion o Reduccion de Gauss- Jordan si se escalona la matriz
ampliada del sistema, A’ = A|B, hasta llegar a la forma escalonada reducida por filas de la matriz

ampliada. En este caso, el conjunto solucion se obtiene por simple inspeccion.

Ejemplo Analizar y obtener la solucion de los siguientes sistemas:

a)| x -2y+3z=0

2X+y—-z =-1
X-y+2z=-1
Solucion

a) Se escribe la matriz ampliada del SEL A’ = A|B, siendo A la matriz de coeficientes y B la de
1 -2 3 1 0

términos independientes,0sea|2 1 -1 | -1|. Paraescalonar la matriz primero se hace
3 -1 2 | -1

(-2) veces la fila 1 mas la fila 2 y el resultado se coloca en la fila 2 y (-3) veces la fila 1 més la

1 -2 3 | O
fila 3y el resultado se colocaenlafila3, |0 5 -7 | -1|.
0O 5 -7 | -1

1 -2 3 | O
Luego se suma a la fila 3, (-1) vez la fila 2, obteniéndose |[O 5 -7 | —1|. Por ultimo se
0O 0 0 | O

1 -2 3 | O
multiplica la fila 2 por (1/5) y se obtiene |0 1 —-7/5 | —1/5]|que es la forma escalonada
0 0 o | O

de la matriz ampliada de 3x4.
Se indica que el SEL dado es equivalente al obtenido mediante la eliminacién gaussiana de la

siguiente forma:

X -2y+3z=0 X—2y+3z=0
2x+y-z =-1 = y—-7/5z2=-1/5
X-y+2z=-1



Analisis del SEL
Se observa que rango(A) = 2 (2 filas no nulas en la matriz a la izquierda de la linea vertical con
rayas por tramos, A es de 3x3) y rango(A’) = 2 (2 filas no nulas en la matriz ampliada, sin la
separacion de la linea vertical punteada, A’ es de 3x4).
rango (A) =rango(A’) <n =3,
Por el teorema de Rouché — Frobenius, el SEL dado es compatible indeterminado, es decir, tiene
infinitas soluciones.
El grado de indeterminacién o grados de libertad del SEL esta dado por
g=n-rango (A)=3-2=1
Este resultado significa que el sistema tiene 1 variable libre que tomara valores arbitrarios de un
conjunto, en este caso, IR y tiene dos variables principales o pivotales que son las que tienen 1
en la forma escalonada; aqui son x e y. En otras palabras, x e y quedaran en funcién de la
variable libre z.
El SEL obtenido, expresado en forma escalar, observando la ultima forma escalonada encontrada
es:
{x—2y+ 3z=0 (1)

y—7/5z2=-1/5 (2)
que es equivalente al dado, es decir, tiene la misma solucion (la ventaja es que se ha reducido).
En el primer miembro se dejan las incdgnitas o variables principales y se despejan de abajo hacia
arriba; por lo tanto, de (2) se despeja la incognitay, queda: y=-1/5+7/5z (3)
Haciendo sustitucion en reversa, se remplaza (3) e (1):
x=2(-1/5+7/52) - 3z
x=-2/5+1/512
Si la variable libre z toma valores reales arbitrarios t, 0 sea, z = t, se obtiene el conjunto solucion

—2/5+1/5t

S=1|-1/5+7/5t|cIR*\  (4)
t

que es la respuesta solicitada en el ejemplo.
Se observa que dandole valores arbitrarios a t se obtienen las infinitas soluciones. Por ejemplo, si
-2/5
t = 0, se obtiene la solucion particular s =| —=1/5 | € S.
0
Nota: si se remplaza la solucion general en el SEL original se deben verificar las ecuaciones; en
particular, si se remplaza la solucion especifica anterior en el SEL dado, se verifican las

ecuaciones. Para cada valor de t se obtiene una solucion particular distinta.



Observacion: El conjunto S dado en (4) NO ES SUBESPACIO VECTORIAL DE IR®. ;Por qué?

Teorema Sean AX = B y CX = D dos sistemas lineales de mxn. Si las matrices ampliadas
[AB] y [C|D] de estos sistemas son equivalentes por filas, ambos sistemas lineales tienen

exactamente las mismas soluciones.
Actividad Argumentar y/o demostrar el teorema anterior.

Ejemplo Determinar las soluciones positivas del SEL en IR* dado por

X +2z2 -w=7
{ z + 2w= 3
Solucién
Si se trabaja en IR?, existen 4 incognitas que son X, y, z y w (observar que “y” no “se ve” en el
SEL; puede denominarse de cualquier forma).
0 2 -1

1
La matriz ampliada es
0 01 2

7 :
3}, esta en forma escalonada, por lo tanto se obtiene la

solucion segun el método de eliminacion gaussiana. Para que la matriz ampliada se transforme
en escalonada reducida, se puede hacer cero el elemento de la fila 1, columna 3, a;3 = 2,
mediante la operacion elemental, (-2) veces la fila 2 mas la fila 1 y el resultado en la fila 1, se
0 0 -1

1
obtiene la forma escalonada reducida por filas:
0 01 2

1
3} del método de eliminacion de

Gauss — Jordan, que permite por simple inspeccion obtener la solucion.
El SEL equivalente al original mirando la matriz ampliada anterior es
X -w=1

zZ+2w = 3
Anélisis del sistema: rango(A) = rango(A’) = 2 < n = 4, por lo tanto el SEL es compatible
indeterminado con grado de libertad g = n —rango (A) = 4 - 2 = 2. Existen 2 variable libres: y, w
y dos variables principales o pivotales (tienen los 1 principales en la forma escalonada reducida)
que son: X y z.
Las variables libres toman valores arbitrarios positivos, por ejemplo,y =t eIR" A w=r €IR".
Despejando las incdgnitas principales x y z de la primera y segunda ecuacion del sistema
reducido, se obtiene
x=1+w
z=3-2w

Como se solicitan las soluciones positivas, debe ser: x>0 A y>0 A z>0 A w>0.



Los grados de libertad sony=t>0yw=r>0,entoncesx=1+r >0 A z=3-2r >0 A

r>0.Luegor>-1 A r<3/2 Ar>0,entonces 0<r<3/2.

Respuesta:  S={(1+rt3-2rr),t>0 A 0<r<3/2} obien

1+r

t
S= 3_or t>0A0<r <g es el conjunto de soluciones positivas del SEL dado.

r

NOTA: Carl Friedich Gauss (1777-1855) ha sido uno de los matematicos mas famosos del

mundo y Wilhelm Jordan (1842 — 1899) fue un geodesista aleman.

Sistemas Cuadrados
Teorema: Si A es una matriz inversible o no singular, el sistema lineal dado por AX = B es
compatible determinado de solucién tnica X = A™. By, reciprocamente.
Demostracion
A.X=B
Por hipétesis, A es inversible. Multiplicando a ambos miembros a la izquierda por A,
AT(A.X)=A' B
Aplicando propiedad asociativa de la multiplicacion de matrices
(A*A).X=A'B
Por definicion de matrices inversibles
IX=A"B
La matriz identidad es el elemento neutro en el producto de matrices, entonces
X=A"B
Como la matriz inversa A™ es tnica, X es la Gnica solucién del sistema lineal y el sistema
es compatible determinado.
Caso particular: SEL cuadrado homogéneo representado por A X = O. En este caso,
X =A™, 0, luego X = O es la tnica solucién, llamada solucién trivial.

Actividad ¢Qué valor/es deben tomar los escalares reales k y | para que el sistema

1 kK
representado por AX = O, siendo A = L 2} sea compatible indeterminado?

Y si A=(k +1) O, con O matriz nula de nxn?



Ejemplo Sean las proposiciones p: “A es una matriz de nxn” y ¢: “AX = B es un sistema
compatible determinado”. Escribir una implicacion verdadera e indicar la condicion

suficiente del enunciado.

Solucion

La proposicion p se refiere a una matriz A cualquiera (genérica) de tamafio nxn.

La proposicion q se refiere a un sistema compatible determinado (con solucién Unica)
cualquiera de mxn.

Analisis de las implicaciones

i) La proposicion p=>q es falsa, pues existe A = O (matriz nula) de 2x2 y el sistema OX = B
no es compatible determinado. Si B fuera la matriz nula, el SEL seria compatible
indeterminado y si B fuera distinta de la matriz nula, el SEL seria incompatible.

Se observa que el contraejemplo dado verifica pA - q que equivale a la negacion de la
implicacion p=>q. Recordar que se dan contraejemplos para justificar que una proposicion
es falsa.

ii) La proposicion q=p es falsa, pues existe el sistema expresado matricialmente de la

10 0
X 0
forma |0 1 [ }: 0 | compatible determinado de solucion S ={[O}GIR2}(conjunto
00 0
10
unitario, tiene una unica solucién que es el par (0, 0)) yA= |0 1| no es cuadrada.
00

Respuesta: Si una matriz A es cuadrada nada se puede asegurar respecto de la solucion del

sistema con matriz de coeficientes A.

Teorema o Regla de Cramer

Xl
X2
Sea AX = B un SEL de nxn tal que det(A) = 0 entonces X = | . |esta dada por
_Xﬂ_
o = det(A) _ det(A,) . = det(A,) _ det(An)
FTodet(A) ! TP det(A) T T det(A) T T det(A)



a'll a‘lZ bl aln
A 8y o by oy,
donde det(A) =det | = 7 7 7" 77| que tiene la j-ésima columna de la matriz
_anl anZ bn ann_

de coeficientes A remplazada por los términos independientes b, i=1, 2, ..., n.

(Si det(A) = 0y det(A;) = 0, el sistema puede ser compatible indeterminado o incompatible y
si det(A) =0y det(A;)= 0, el SEL es incompatible.)

Actividad Inventar un sistema de 4x4 que cumpla la hipétesis del Teorema de Cramer y

hallar la solucién utilizando dicha regla. Verifique la solucion.

Sistemas de ecuaciones lineales homogéneos

Teorema importante: EIl conjunto solucion de un sistema lineal homogéneo Ax = 0 de mxn
es un subespacio del espacio real IR" (con las operaciones ordinarias definidas en dichos
espacios vectoriales reales).

Demostracion

Se recuerda el teorema de las condiciones necesarias y suficientes de subespacios que se

utilizara para la presente demostracion.

Condiciones necesarias y suficientes de subespacio: Sea V un espacio vectorial sobre un
cuerpo de escalares K con dos operaciones, definidas como suma, ”+”, y producto por
escalares, “.” El conjunto S, no vacio e incluido en V, es un subespacio de V si, y solo si se
verifican las dos condiciones siguientes expresadas en simbolos:
a)(VuaveV):uaveS=u+tveSsS) A

b)(Vke K)(Vue V):(ue S=kueb)

(Conocidas como cierre para la suma y cierre para el producto por escalares.)

Sea S = {xeIR" / Ax = 0} el conjunto solucién del sistema homogéneo Ax = 0 de mxn. Se
utilizaran las condiciones necesarias y suficientes de subespacio para probar que S es
subespacio real del espacio IR", con las operaciones ordinarias definidas en dichos espacios
vectoriales reales.

e Sestaincuidoen V = IR", por definicion de S.

e Sesun conjunto no vacio, pues la solucion x = 0 IR" verifica que Ax = 0.




e Cualesquiera sean dos soluciones s; y s, de S, verifican que:
As; =0
As;=0
Sumando miembro a miembro en el espacio vectorial IR", se tiene que
A(s;+s)=0
Entonces (s; + ;) es una solucion y, por lo tanto (s; + s;) € S. Se verifica el cierre para la
suma.

e Cualesquiera sean el escalar k y la solucién se S,

As=0
k (As)=k0
A(ks)=0

Entonces (ks) es una solucién y, por lo tanto, (ks) € S. Se verifica el cierre para la
multiplicacion por escalares.
Luego, se ha demostrado que el conjunto solucion, S, de un SEL homogéneo, Ax = 0, es un

subespacio de IR" y, S recibe el nombre de espacio solucién.

Actividad  Hallar una base y la dimension del espacio solucion del sistema lineal

001 -10

determinado por las matrices de coeficientes: a) A =
000 8 0

}b)M:Ode3x4;

0 000 2
c) H inversible de 5x5; d) { }

0000 -1/

Actividad ¢Podria imaginarse como muestran las infinitas soluciones de los sistemas
compatibles indeterminados los soft computacionales? ;Podria responderlo, justificando

cuando termine el curso?

Teorema de equivalencias ldgicas

Si A es una matriz de orden n, las siguientes proposiciones son Idgicamente equivalentes:
a) A es no singular o inversible.

b) La forma escalonada reducida de A es la identidad.

¢) La matriz A es equivalente por filas a I.

d) La matriz A se puede escribir como producto de matrices inversibles.

e) El rango de A es n.

f) El determinante de A es distinto de cero.



g) AX = B es un SEL compatible determinado para cada matriz B de nx1, con solucién unica
X=A'B.

h) AX = O es un SEL compatible determinado con solucién Gnica X = O (solucidn trivial).

i) A tiene n vectores filas linealmente independientes.

j) A tiene n vectores columna linealmente independientes.

k) Las n filas de A generan el espacio vectorial IR" con las operaciones usuales.

) Las n columnas de A generan el espacio vectorial IR" con las operaciones usuales.

m) Las n filas de A forman una base de IR".

n) Las n columnas de A forman una base de IR",

0) Las dimensiones de los espacios fila (espacio vectorial generado por las filas de A) y
espacio columna (espacio vectorial generado por las columnas de A) son iguales a n.
Observacion: También se dice que el rango de una matriz A de mxn es el nimero de vectores
fila linealmente independientes de A. Esta consideracion se realiza trabajando en el espacio
fila de A que es un subespacio de IR" generado por los m vectores fila de A que tienen n
componentes cada uno.

Analogamente, se dice que el rango de una matriz A de mxn es el nimero de vectores
columna linealmente independientes de A, consideracion realizada en el espacio columna de
A que es un subespacio de IR™ generado por los n vectores columna de A que tienen m
componentes cada uno.

Una matriz de mxn tiene el mismo ndmero de vectores filas que de vectores columnas
linealmente independiente (se observan en la forma escalonada reducida de la matriz), este

numero es el rango de la matriz.



