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IMPORTANTE

Esta presentacién es una guia para la clase. No incluye desarrollo
completo de los temas abordados.

De ninguna manera constituye el Unico material de estudio de la
materia.
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@ Matrices y clasificacién
@ Matrices
@ Clasificacidon de matrices

9 Operaciones con matrices y propiedades

@ Suma de matrices
Multiplicacién de un escalar por una matriz
Multiplicacién de matrices
Potencia de una matriz cuadrada
Transposicidon de una matriz

© Simétrica y antisimétrica

@ Inversa de una matriz
@ Matrices elementales
@ Rango de una matriz
@ Determinacién de la inversa
@ Método de Gauss-Jordan para determinar el rango de una matriz

© Consideraciones finales
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Matrices

Definicion
Si m y n son de Z*, definimos una matriz A de m x n como un arreglo
rectangular ordenado de m.n nimeros, dispuestos en m filas y n columnas.

ail a2 a1, a1n
a1 a az; asn
A=
Q] a;2 Ajj5 Qin,
L Gml Am2 ... Qmj ... amn ]

Los nimeros en la matriz se llaman elementos, componentes o entradas.
El elemento a;; estd ubicado en la i—ésima fila y en la j—ésima columna.

v

Notacion: Las matrices pueden denotarse con letra maydscula: A, B,C, ...
o con un un elemento representativo: [a;;], [bi;], [cij], - - -
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@ Una matriz m X n tiene m renglones y n columnas.

@ Si m = n la matriz se llama cuadrada de orden n. En ella,los
elementos a11, a99,. .., i, - .., dn, S€ denominan elementos de
la diagonal principal.

© En la notacion de matrices se usan corchetes o paréntesis:

M = [my;] = (mj). Si es necesario aclarar el orden de la
matriz, se puede escribir como M = [m;]mxn.

Ejemplo

; 1 3
La matnzA—[2 5]

@ es una matriz cuadrada, de orden 2.
Q a2=3
© a11 =1y a =5 componen la diagonal principal.
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lgualdad de matrices

Definicidn

Dos matrices A = [a;;] y B = [bi;] son iguales si
@ tienen el mismo tamano: m X n.

Q a;; = b;j paratodo 1 <i<my paratodol<j<n.

Ejemplo

. 1 3 1 3 : . o
@ Las matrices A = [2 5] y B = L‘ 5} son iguales si, y sélo si
8 = D
: 2 50 2 5 .
@ Las matrices M = [_3 1 0] y N = [_3 1] no son iguales

porque tienen distinto tamaiio.
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Clasificacién de matrices

© Matriz columna o vector columna: matriz de m x 1.
Por ejemplo:
7
-2
8
y puede denotarse con maytscula (matriz) o con mindscula (vector).

@ Matriz fila o vector fila: matriz de 1 x n.
Por ejemplo:
[-1 2 5 -3]

© Matriz cero o nula: es la matriz de n X m donde todos sus
elementos son cero y se designa con O 6 Oy, xm.

© Matriz identidad: I, = [dij]i Sii=j, dij =1,si1 % j; di; = 0.
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Clasificacién de matrices

Matriz ldentidad
e Sin=1, I =[]

; 10
oSln—2,IQ—[O 1]
1 00
eSin=3I3=[0 1 0
0 0 1

© Matriz diagonal D de orden n: Si para todo i # j, d;; = 0.
Por ejemplo:

-1 0 0
050
00 3

(INGENIERIA Y LCC) 2.1 MATRICES

9/57




Clasificacién de matrices

@ Matriz triangular superior U de orden n: Si ¢ > j, u;; = 0; con
1<i<nyl<y<n.
Por ejemplo:
ail a2 ais
0 a2 asz
0 0 as3

@ Matriz triangular inferior L de orden n: Si i < j, l;; = 0; con
1<i<nyl<j<n
Por ejemplo:
ail 0 0
az azx O
az1 ag2 ass
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Operaciones con matrices

e SUMA:

Definicién
Sean A = [a;;] y B = [b;;] dos matrices de tamafio m x n. Definimos la
suma A + B como la matriz de tamafno m x n dada por

A+ B= [aij +bij]

v

Importante: La suma de dos matrices de diferente tamafio no estd definida.

HEEREEN
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Propiedades de la suma de matrices

Propiedad

Sean A, B, C' y O matrices de tamano m X n. Su suma tiene las
siguientes propiedades:

© Conmutativa: A+ B=B+ A

@ Asociativa: (A+B)+C=A+ (B+C)

© Elemento neutro: A+ O =0+A=A

© Elemento inverso u opuesto aditivo: A+ (—A) = (-A)+A=0

Observacion: — A designa a la matriz opuesta de A, es del mismo tamano
y cada entrada es el opuesto de las entrada correspondiente en A:

—A= [*aij] si A= [aij].
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Operaciones con matrices

o MULTIPLICACION POR UN ESCALAR:

Definicién
Sea A = [a;;] una matriz de tamafio m x n Y sea c un escalar. Definimos
la multiplicacién de una matriz por un escalar cA como la matriz de

tamaiio m x n dada por

cA = [caij]

Observacion: Se puede utilizar la expresién — A para el producto escalar
(—=1)A. Asi, A— B=A+ (—-1)B.

osf} -1
occali? Y-13 32
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Propiedades de la multiplicacién por un escalar

Propiedad

Sean A y B matrices de tamafio m X n, k y s escalares. Se cumplen las
siguientes propiedades:

© Distributiva de multiplicacion por un escalar respecto de la suma de
matrices: k.(A+ B) = k. A+ k.B

@ Distributiva de la suma de escalares respecto de la multiplicacion por
una matriz (k+s).A=kA+s.A

@ Asociatividad mixta (k.s).A = k.(s.A) = s.(k.A)
© Propiedad modular: 1.A = A
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Operaciones con matrices

e MULTIPLICACION DE MATRICES:

Definicidon

Sea A = [a;;] una matriz de tamafio m x n y sea B = [b;;] una matriz de
tamafio n X p. Definimos el producto AB como la matriz de tamafio
m X p dada por
AB = [Cij]
donde .
Cij = ) Gikbrj = aiab1j + aib; + . .. + Ginbn,
k=1

Importante: El producto de dos matrices esta definido sélo cuando el
nimero de columnas de la primera matriz es igual al nimero de renglones
de la segunda matriz.
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Operaciones con matrices

Ejemplo
El producto AB es

-1 3 -9 1
AB=| 4 -2 [:if]: -4 6
5 0 ~15 10

Realicemos el producto BA.
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Propiedades

Propiedad

Sean A, B y C matrices de tamafios tales que los productos indicados
estén definidos y k un escalar. Se cumplen las siguientes propiedades:

@ Asociativa de la multiplicacion de matrices: (AB)C = A(BC)

© Distributiva de la multiplicacion de matrices respecto de la adicion:

A(B+C) = AB + AC (B+C)A=BA+CA

@ Elemento neutro: Si A es de orden n, Al,, = I,,A = A.
@ Elemento absorbente: AO = O y también OA = O

© k(AB)= (kA)B = A(kB)

@ Si A esm x n entonces: Al, = A y también I,,A= A

Importante: En general, la multiplicacion de matrices NO es conmutativa.
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Operaciones con matrices

o POTENCIA DE UNA MATRIZ CUADRADA:

Definicidon

La potencia enésima (o n — ésima) de una matriz cuadrada A de orden m
se denota como A" y se define de la siguiente forma:

e A°=1,
0o Al=A
@ A" = AA" 1 = AA... A (con n factores)

Teorema

Sea A una matriz cuadrada y j, k € N. Entonces
o AJAF = ATtk
o (AM)k = ATk
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Operaciones con matrices

e MATRIZ TRANSPUESTA:

Definicion

Sea A una matriz m x n. La transpuesta de A, denota como A”', se define
como la matriz n X m que se obtiene al escribir las columnas de A como
filas. Paracada 1 <i<nmycadal<j<m,

T _ =
a;; = aj;

=1l 3
Si A= 4 —2 |, entonces
5 0
r_ | -1 4 5
= _[ 3 -2 0
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Operaciones con matrices

Teorema

Sean A y B matrices de tamarfios tales que las operaciones indicadas en
cada caso estan bien definidas y k un escalar.

o (A )
(A > = A"+ BT
o (k:A) = k(AT)
Q (AB)T =BTAT
@ (A" =(AT)", neN
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Matriz simétrica

Definicién
Sea A = (a;;) una matriz cuadrada. Decimos que A es una matriz

simétrica si

A=AT

es decir, si para todo 4, j, a;; = aj;.

La matriz A = es simétrica.

W 00 N
O W

1
2
4
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Matriz simétrica

Teorema

La suma de matrices simétricas, es simétrica.

Toda matriz diagonal es simétrica.

Si A es simétrica, A" es simétrica, con n € N.

©00O0

Si A es una matriz simétrica de m X m y B es una matriz de m x n,
entonces BT AB es simétrica.

© Si A y B son simétricas de orden n y AB es simétrica entonces
AB = BA

@ El producto de una matriz por su traspuesta es una matriz simétrica.
@ La suma de toda matriz cuadrada y de su traspuesta es simétrica.

Importante: El producto de matrices simétricas no es, en general, una
matriz simétrica.

Demostrar 1
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Matriz simétrica

Teorema
La suma de matrices simétricas, es simétrica.

Demostracion

Sean Ay B dos matrices simétricas de orden n, es decir que verifican:

A=AT B=BT.

Se analiza qué sucede con la matriz que resulta de sumar las matrices
consideradas:

A+B =AT4+ BT ya que cada matriz es simétrica (hipdtesis)
= (A -+ B)T por propiedad de la transpuesta de suma
de matrices

Luego, la matriz obtenida al sumar A y B cumple con la definicién
de matriz simétrica, o sea, A + B es simétrica. |
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Matriz antisimétrica

Definicidon

Sea A = (a;;) una matriz cuadrada. Decimos que A es una matriz
antisimétrica si
AT = A
es decir, para todo 7,5 =1,2,...,n,
aji = —jj
La matriz
0 -2 4
A= 2 0 3
-4 -3 0
es antisimétrica.
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Matriz antisimétrica

Teorema

Si A es antisimétrica entonces todos los elementos de la diagonal son
iguales a 0.

Teorema

Sea A una matriz cuadrada de orden n. Entonces:
Q@ A-AT es antisimétrica.
@ A+ AT es simétrica.

© Puede ser escrita en forma tnica como la suma de una matriz
simétrica y una antisimétrica:

A= %(A-I—AT)-I—%(A—AT)

Demostrar 1
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Matriz antisimétrica

Teorema
A-AT es antisimétrica, cualquiera sea A de orden n.

Demostracié

Sea A una matriz cualquiera cuadrada de orden n y aj; un elemento
cualquiera de ella.
Se designa C = A — AT y se analiza su elemento Cji:
o— .. T
Cji = Qji — Ay
= aj; — Qjj por definicién de matriz transpuesta.
= —(aij = aji) por distributiva en niimeros reales.
= —(aij = a;-l;-) por definicién de matriz transpuesta.
Luego, los elementos de C' = A — AT verifican la condicién que per-
mite asegurar que ella es una matriz antisimétrica. |
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Traza de una matriz

La traza de una matriz cuadrada A = (a;;) de orden n, se denota tr(A),
es la suma de los elementos de la diagonal principal. Es decir,

tr(A) =aj1 +ag+...+anm

Teorema

Sean A y B matrices de orden n y sea ¢ un escalar. Entonces, valen las
siguientes propiedades.

Q tr(A+ B) =tr(A) +tr(B)

Q tr(l,) =

Q tr(cA)=c tr( )
Q tr(AT) = tr(A)
Q tr(AB) =tr(BA)
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Inversa

Definicidn
Una matriz A de orden n es inversible (o no singular o regular) si exsite
una matriz B de orden n tal que

AB=BA=1,

La matriz B se denomina inversa de A.
La matriz A de orden n que no tenga inversa se llama no inversible (o
singular).

@ Las matrices no cuadradas no tienen inversa.

@ No todas las matrices cuadradas tienen inversa.
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Inversa

. . 2 -5 3 5
0Lamversadelamatrle—[_1 3}esB—[1 2].

@ Determinar si existe inversa de A = [ 8 [1) ]

© Para toda matriz A de orden 2, A = [ CCL s ] verificar que A es

inversibe si y sélo si ad — bc # 0 y que su inversa es

e

zad—bc —Cc a
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Unicidad de la inversa

Teorema

Si A es cualquier matriz inversible de orden n, entonces su inversa es tinica.

Demostracién

Sea A una matriz cualquiera inversible de orden (n), o sea, existe B
talque AB=BA=1,.

Supongamos ademds, que A tiene mas de una matriz inversa, C'y
C # B. Como C es inversa de A, verifica que AC=CA=1,.

B =BI, por ser I, la identidad del producto.
=B (A C) dado que C es inversa de A.
=(BA)C por asociativa del producto.
=1,C por ser B inversa de A:

=C por ser I,, la identidad del producto.

Luego, B = C, lo que contradice el supuesto de B # C.
La contradicccidn viene de suponer que A tiene mas de una inversa.
Por lo tanto la matriz inversible A tiene sélo una inversa. B

(INGENIERIA Y LCC) 2.1 MATRICES 33 /57



Unicidad de la inversa

Teorema
Si A es una matriz inversible, entonces su inversa es unica.

@ Ahora es posible hablar de “la” inversa de A, que se denota por A~

@ Resulta,
AA ' =A"TA=1,
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Propiedades de la inversa

Teorema

Sean A y B dos matrices inversibles del mismo tamafo, entonces

@ AB es una matriz inverisble y la inversa de AB es B~'A~!, es decir,
(AB)"' =B 1A

@ A~! es una matriz inversible y (A=1)~1 = A

© Para todon € Ny, A™ es una matriz inversible y (A™)~! = (A=H)»
© Para todo escalar ¢ # 0, cA es una matriz inversible y (cA)~! = %A‘l
@ A" es una matriz inversible y (AT)™! = (A~HT

Q tr(B~'AB) = tr(A) para toda matriz B no singular.

Demostrar 1,2, 4. Verificar 3.
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Demostracion de propiedades de la inversa

Teorema

Si A y B son matrices inversibles del mismo orden entonces AB es una
matriz inverisble y la inversa de AB es B~ A1

Demostracion

Las matrices A y B tienen el mismo orden (n) y son inversibles, o
sea, existen A~'y B! tales que:

AAl=A1A=1T,

BB '=B"'B=1,
e (AB)(B'A™Y) = A(BB )4l

asociativa del producto de mat.

=AlI, A1 por ser B inversible
=AA"1 por ser I,, matriz identidad.
= g por ser A inversible

Luego, B~'A~! se comporta como la inversa de AB a derecha.
e Anilogamente se prueba que se comporta como inversa a izquierda.
Por lo tanto, AB tiene como inversa ((inica) a la matriz B~1A~!. W
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Demostracion de propiedades de la inversa

Teorema

Si A es una matriz inversible entonces A~' es inverisble y su inversa es A :
(A )"t =4

Demostracion

Sea A una matriz inversible de orden n y sea A~! su inversa que
cumple:

AA =ATA=1,

eA 1A = I, por definicién de matriz inversa

eAAl =1, por definicién de matriz inversa

Luego, la inversa de A=! es A, ya que al post y pre multiplicarla por
ella se obtiene la matriz identidad de orden n. [ |
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Demostracion de propiedades de la inversa

Teorema

Si A es matriz inversible de orden n y ¢ es un nimero real no nulo,
entonces (cA) es inverisble y su inversa es LA™1, o sea (cA)™t = 1471,

Demostracion

Sea A matriz inversible de orden n y ¢ € R — {0}. Evaluamos qué
sucede al multiplicar cA por la que se sugiere como su inversa: %A*I

° (CA) (%A_l) = %(CA)A_1 por prop. de producto por escalar
= (%C) AAL por asociatividad mixta
= 1l (A A_l) por inversos en multipl. de reales
=11, por definicién de inversa
=1, por propiedad modular

e Anilogamente se prueba que: (1A71) (cA) = I,. Luego cA es

Cc
inversible y su inversa es %A‘l. |
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Operaciones elementales

Existen tres tipos de Operaciones Elementales que pueden realizarse en las
filas de una matriz.

@ Intercambiar dos filas.
© Multiplicar una fila por una constante diferente de cero.

© Sumar a una fila, un multiplo de otra fila.

Definicidon

Una matriz de orden n se denomina matriz elemental si se puede obtener a
partir de la matriz identidad I, al efectuar una sola operacién elemental en
las filas.
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Operaciones elementales

Las siguientes son matrices elementales

S = O

1 0
@ Intercambiar la segunda fila con la tercera fila. | 0 0
01

@ Multiplicar por —3 la segunda fila [ é _g ]

@ Sumar 5 veces la tercera fila a la primera.

S O =
o = O
—= O Ot
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Propiedades de las Matrices Elementales

Teorema

© La pre multiplicacion de una matriz elemental por una matriz
cualquiera A, da por resultado una matriz B que tiene la misma
operacion elemental de filas que la elemental.

@ La post multiplicacion de una matriz elemental por una matriz
cualquiera A, da por resultado una matriz B que tiene la misma
operacion elemental de columnas que la elemental. Observacién: En
general, trabajaremos con la propiedad 1).

© Toda matriz elemental es inversible, y su inversa también es una
matriz elemental.
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Propiedades de las Matrices Elementales

Ejemplo
1 -2
Consideremos la matriz A= [—-1 0| y la matriz elemental
2 3
1 0 5 11 13
E=1]0 1 0].Elproducto FAes: FA=| —1 0 | queesla
0 0 1 2 3
misma matriz que se obtiene al sumar 5 veces la tercera fila a la primera
de A.

Observacion: Si se aplica una operacion elemental a las filas de I para
producir una matriz elemental F, entonces hay otra operacién en las filas
de F que permite obtener a I.
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Matrices equivalentes

Definicidon

Sean A y B matrices de m x n. La matriz B es equivalente por renglones
con A si existe un ndmero finito de matrices elementales F1, Fs, ..., Ej
tal que

B=FE.E;_1...E5E1A
Se denota B ~ A

Importante: Si B ~ A, A ~ B. Se dice entonces que A y B son
equivalentes.

2
1

La matriz A = [

3 :
1| equivalente a I.
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Matriz escalonada y escalonada reducida

Definicién
Se dice que una matriz es escalonada, si satisface los siguientes
requisitos:
© Si una fila no consta exclusivamente de ceros, entonces el primer
elemento diferente de cero en la fila es 1.

@ Si hay filas que constan exclusivamente de ceros, entonces estan
agrupados en la parte inferior de la matriz.

© Silas filas 7 e ¢ + 1 son dos filas sucesivas cualesquiera que no constan
exclusivamente de ceros, entonces, el primer nimero no nulo en la fila
7+ 1 debe estar a la derecha del primer niimero no nulo en la fila 4.
Toda matriz que, ademas, cumpla con la condicién

@ Todas las columnas que contienen el primer elemento diferente de
cero de alguna fila, tienen ceros en todas las posiciones restantes.
Se dice que es una matriz en forma escalonada reducida.
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Matriz escalonada y escalonada reducida

Ejemplo

Las siguientes matrices tienen forma escalonada por filas.

1 2 -1
e |01 O
00 1

4
2
=%

Las siguientes matrices tienen forma escalonada reducida.

01 0 4
e (0O O 1 3
00 00

La siguiente matriz no estd en forma escalonada.

(INGENIERIA Y LCC)

1 2 -3
02 1
00 1

2.1 MATRICES

1 -5 2 —1
00 1 3
0 0 0 1
0 0 0 0
10 0 —1
010 -1
001 4
000 O
4

~1

-3

3
-1

4

1
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Sea A una matriz cualquiera.

El ndmero k de filas no nulas y la cantidad de columnas que contienen el
primer elemento distinto de cero (leido de izquierda a derecha) en cada
una de esas filas es el mismo en cualquier matriz escalonada obtenida a
partir de una matriz A, independientemente de la secuencia de operaciones
elementales de fila que se haya aplicado.

Definicién

El rango de una matriz es el nimero de filas diferentes de cero en
cualquier matriz escalonada A’ obtenida a partir de A mediante
operaciones elementales de fila.

Se denota p(A) y se lee rango de A.

Observacion: El ndmero k, del que habla la propiedad, tampoco cambia
en la matriz escalonada reducida de A. Por lo tanto, en la definicién de

rango se puede sustituir "escalonada" por “escalonada reducida”.
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Rango

Determinar el rango de las matrices
[2 3 -1
° -1 0 2 ]
-1 3
Q 1 2
|—2 6
[1 2 -1
Q@ (3 0 1
-1 1 4
0 0
© 0 0
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Método para encontrar la inversa

Propiedad

Sea A de ordenn. A ~ I, si y sélo si A es inversible.

Demostracion

(E\Es...Ey)A =1,

Se sabe que las matrices elementales son inversibles

(B;'...Ey'EfY) (B1By.. . Ex)A = (E;'..
E;'.. E;YE['E\)Ey...ExA =E;'...

E'.. E'I,E,...EkA =E;'...
E;'...Ej'E,...EkA =E;'..
A =E'.
(INGENIERIA Y LCC) 2.1 MATRICES

Se demuestra que si A ~ I, entonces A es inversible.
Por hipétesis, existen k matrices elementales tales que:

(prop.). Pre mul-

tiplicando ambos miembros de la ecuacién por E; L, ..., EQ_I, El_l:

Ey'ETY I,
E; B!
E;'E?

Ey'E!
E; B!
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Método para encontrar la inversa

Propiedad
Sea A de ordenn. A ~ I, siy sélo si A es inversible.

Demostracién

Luego, la matriz A es inversible por ser el producto de las matrices
inversibles Ek_l, A E;l, El_l.

Para demostrar la proposicién reciproca (y con eso completar la
prueba de la equivalencia que enuncia el teorema), se requiere una
propiedad que no hemos analizado en este curso. Por ese motivo, se
omite aqui la demostracién de que:

Si A es inversible entonces A ~ I, .

Aunque con otras herramientas se puede probar su validez. B
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Método para encontrar la inversa

Propiedad

Sea A de orden n.
A ~ I, si ysdlo si A es inversible.

Aplicando la propiedad anterior repetidas veces, se puede determinar la
inversa de A.

(AT ]~ [1]A™]

Determinar, si existe, la matriz inversa de

1 1 0
e |0 0 0[24]
1 1

1
0 4 8
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Rango e inversa
Teorema
La matriz A de orden n es inversible si y sélo si p(A) = n.

Ejemplo

Determinar, a simple vista, el rango de las siguientes matrices e indicar si
son inversibles.

1 2 3 4 5 L0239
° || _9 _3 _4 _5 o (01 -1 4
11 1 7
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Método de Gauss-Jordan
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Método de Gauss-Jordan

Este método permite determinar el rango de una matriz, aplicando un
ndmero finito de operaciones elementales a la filas de la matriz.

Ejemplo

Mediante el método de Gauss-Jordan, obtener el rango de

0
2
1

N O =
— O N =

O O O W
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Inversa de matrices por Gauss-Jordan

Este método ayuda a determinar la existencia de la inversa o no y en caso
afirmativo se la obtiene.

Determinar la inversa, si existe, de
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Consideraciones finales

Sea el conjunto: M de todas las matrices A de un mismo orden m x n y
escalares en R.

© La suma de matrices de M, que verifica las propiedades:

e Asociativa

o Conmutativa

o Existencia de elemento neutro para la suma

e Existencia de elementos opuestos para la suma

@ Multiplicacién de una matriz por un escalar, que verifica las

propiedades:
e Distributiva de multiplicacién por un escalar respecto de la suma de
matrices
e Distributiva de la suma de escalares respecto de la multiplicacién por
una matriz

e Asociatividad mixta
e Propiedad modular.

Se dice que M es un ESPACIO VECTORIAL REAL, con esas operaciones.
Los “vectores” son las matrices A y los escalares son niimeros reales.
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Consideraciones finales

Si Ay, As, ..., A, son matrices del mismo tamafio y c¢1,¢2,...,¢C, SON
escalares reales, entonces una expresion de la forma

1Ay + Ay + ...+ A,

es una combinacién lineal de Ay, Ao, ..., A,.

Ejemplo

2 0 -1 411
Sea“A_[—?, 3 2]yB_[2 0 0]

o

3 2 2 00

w

Q2 [_2 _1] -1 [4 1 1} es una combinacién lineal de Ay B.

2 0 —1 4 1 1 A
Q0 [_3 3 2]—1—0 [2 0 0} es una combinacién lineal de Ay B

que tiene como resultado la matriz Oo«3.
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