GEOMETRIA DE LAS MASAS
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Momento Estatico

Considerando la superficie plana de area Ay una recta u en el
plano de la superficie, que puede o no cortarla, se define

Suzf v.dA
A

Su como Momento estatico, siendo v la distancia al eje.

*Unidades: [S]=m2.m=m3

*El area es positiva, el sigho del momento estatico depende
de la coordenada.

*Puede ser positivo, negativo o nulo.

Si se toma un sistema de referencia ortogonal, cartesiano y arbitrario x, y,
la expresion de momento de primer orden respecto de estos ejes es:
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Baricentiro

Es el punto donde se podria concentrar toda el area de la superficie.
Es el punto donde el momento estatico vale 0.

Es independiente del sistema coordenado.

Puede ubicarse dentro o fuera del contorno de la superficie.

Sy =A-y; S, =A"xg
ye =374 _S: [xdA S,
¢ A A X6 =7 =
> _ [Sy] m?
X Unidades:  [xg] = [:] = 3=

Cualquier recta que pase por el baricentro se denomina recta j
O eje baricéntrico. Respecto ella el momento estatico es 0 ’
Si la figura posee eje de simetria es baricéntrico.
Y si posee mds de un eje de simetria tendremos el baricentro ihm | X o an
en el punto de encuentro de esos gjes.




Baricentro de un Tridngulo
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Baricentro de un Trapecio
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El baricentro se encuentra en la
Interseccion de las diagonales.

Méetodo Grafico

El baricentro se encuentra en la
Interseccion de las mediatrices.
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Baricentro se superficies de forma
arbitraria o compuestas

Se divide el drea en pequenas subdivisiones.
Los momentos estaticos del drea compuesta se

pueden calcular como la suma de los momentos
estaticos de cada drea pequena.

Sx=fydA=ZJydAi=ZSxi
5y=fdi=szdAi=zsyi

‘5 §i : | 5 | Las coordenadas del baricentro del area
compuesta se calcula como:
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Baricentro de Secciones compuestas
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Ejes baricéentricos

» Fs cualquier eje que pasa por el baricentro de la seccion.

» F| Momento estatico respecto de un eje baricéntricos es nulo. S =0




Momento de Inercia y fuzL v2.dA

e fyz dA
I, = sz dA
Unidades: [I] =m". m* = m®

El momento de inercia nos da una idea de la resistencia que tiene una seccion al giro
respecto de un gje.
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Relacion que fiene el momento de inercia con la flexion
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Momento centrifugo

L, =fxydA

Unidades: [I[] =m%*.m?=m
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Y IJxy>0
\ Jxy=0 Jxy=0 Jxy=/=0
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Momento polar

Ip=]7‘2dA

Unidades: [I] = m%.m? = m*

re=x*+y?

Ip=f(x2+y2)dA=[x2dA+fy2dA=Ix+Iy




Radio de giro

Es la distancia a una recta, tal que si toda el area estuviera concentrada en dicho
punto, obtendriamos el mismo momento de inercia de la figura respecto del gje.
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Nos da idea de la efectividad
de la distribucion del area en
una seccion




TRASLACION DE EJES

xX'=x+a
y =y+b

L, = ﬂy’sz= H(y+b)2d/-1 =ﬂy2dA+2.bﬂydA+b2ﬂ dA

L,=1+2.b.S, +b* A

= [[xrann ([ wran [[xanszaf[ canse [[an
> X

_ 2
gﬂ—5+2@§y+aﬂ

Lerys =ffx’ y’dA=ff(x+a) (y+b)dA=ffx.ydA+bﬂ.di+aﬂ.ydA+abff dA

yr = Iy +bS+ﬂS-+abA
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Traslacion de ejes baricéntricos
Teorema de Steiner

L, =L¢g+ 2.b.><+ b%. A I, =L +b*.A

I, = I, + 2.a.>4+ a’. A I,, =1, +a*. A

Ix’J” — IxGyG T bx + a-%ﬁ‘ a.b. A Ixfyr — IxGyG +a.b.A

Conclusion:
Los momentos de inercia baricéntricos son siempre menores que los
momentos de inercia respecto a cualquier otro par de ejes paralelos.



Determinacion de Momentos de 2do Orden en Rectangulos.
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MomenTtos
Inercia y
Centrifugos

en Secciones
caracteristicas

1
MOMENTOS DE INERCIA Y MOMENTOS CENTRIFUGOS
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Momentos Inercia y Centrifugos en
Secciones caracteristicas

2,2.1.1. Yigas I de ala estrecha, taluzada interiormente, serie I (Jaminada en caliente), se-
gun DIN 1025 hoja 1, Edicién octubre 1963

F = Seeccidn
- G = Peso

U = Superficie exterior por m de pieza

e ,:if::/ﬁ’//ﬁ {/ﬁ:’; s

&

AR
PN

J = Momento de inercia

W = Momento resistente referido al
o eje correspondiente de flexidn

SN | = V—TF— = Radio de giro

T

Sz = Momento estatico de media seccién de la T

J . .
Sz = —-S-i— Separacion entre los centros de traccidn y compresion
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Dzatos sobre largos, ejemples de designacion, de pedidos, y toleranclas, ver

e e e
\\.\ﬁ}-\. )

7 capiiulo 2.9,
[

5 Material : Preferentemente clases de acero segin DIN 17 100

Para el eje de flexion

Dimensiones en mm — —
Eesig- Flaluf *7% Y=o sk | sk

aciony Jx Wx x Ty | Wy gminll* ’

I . bop=rg "t | omt |kgim|m¥m| em* |cem*| cm | emt | cem® | cm | em?® | em

80| 80 42 39 59 23]|757 |594 {0304] 77,8 195 3,20| 6,20 3,00 0,91] 11,4{6,84
100 | 100 50 45 68 27 ]|106 |8,34 {0,370 171 34,2 4,01 12,2 4,88 1,07 19,9857




40

15.0

40

4.0

50

4.0

Mom. Inercia en Secciones compuestas
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Teorema de Steiner
Jz =3 (Jz; + Aiyiz)

_ _ _ 2 2
Elemento Jz A Y AL, Jz+AY;
(cm4) (cm2) (cm) (cm4) (cm4)
A1 80.0 60.0 95 5415.0 5495.0
A2 80.0 60.0 -95 5415.0 5495.0
A3 4055.6 92.0 0.0 0.0 4055.6
Jz(cm4) 15045.6
_ 2
Jy =2y + Azi)
Elemento Y, A Zi Az, Jyi+Az,
(cmd4) (cm2) (cm) (cm4) (cmd)
A1l 1125.0 60.0 -9.5 5415.0 6540.0
A2 1125.0 60.0 9.5 5415.0 6540.0
A3 122.6 92.0 0.0 0.0 122 .6
Jy(cmd) 13202.6
Jzy =¥ (Jzy; + Ayyiz; )
Jzy A Zi Yi AizZiyi Jzyi+AiZiy;
Elemento | 4 (cm2) (cm) (cm) (cm4) (cm4)
A1 0.0 60.0 95 95 5415.0 54150
A2 0.0 60.0 95 95 -5415.0 -5415.0
A3 0.0 92.0 0.0 0.0 0.0 0.0
Jzy(cm4) -10830.0




» ROTACION DE EJES ORTOGONALES

Caracteristicas geométricas respecto de X,y conocidas.

Se desea conocer respecto de x,y, girados a respecto de x,y.

y' = y.cos(a) — x.sin(a) 2.sin(a) .cos(a) = sin(2a)

1: x' = x.cos(a) + y.sin(a)

cos(a)? — sin(a)? = +L‘.+|:1rs(2ﬂ'.)JI
Y

L = J.J‘ y'?dA = ﬂ(y. cos(a) — x.sin(a) )Ed,ql:

= —sin(2a) jf x.y dA + sin(a)? J.J‘ x?dA + cos(a)? J.J‘ y?dA |l = sin(a)?.1, + cos(@)?.I, — sin(2a) I,

Iy, = J.J‘ x'?dA JJH(J(. cos(a) + y.sin(a) )?dA =

— sin(2a) || x.y dA + cos(a)? ﬂ. x2dA + sin(a)? J.J‘ y2dA |1, = cos(a)?.I, + sin(a)?.I, + sin(2a) Iy,

Lryr = J]’ x'.y'dA = J](x. cos(a) + y.sin(a)). (y.cos(a) — x.sin(a)) dA -

= cos(2a) ﬂ x.y dA — Sin(;“) ﬂ x?dA + Sin(;a) ﬂ y?dA =

sin(2a)

Ixryr = cos(2a) ‘rxy - T (Iy_fx)




> EJES CONJUGADOS DE INERCIA:

Es un par de ejes cuyo momento centrifugo es nulo.

YA . | )
P Teniendo el eje ¥ que forma un angulo a con x,

/ calculamos el eje vconjugado de inercia:

‘ I, — I.,.tan(a)

/
,'(/ _,a-#
B — - tan( ) =
/ﬂ T} . g I, —I,.tan(a)
- f"'fﬂ_ﬁ >

X

« Siademas de ser Conjugados, el par de ejes son ortogonales entre si, se los

denomina Ejes Principales de Inercia.
« Siuno de los ejes es de simetria, cualquiera sea el otro gje, el Momento Centrifugo

sera nulo.
\\



> EJES PRINCIPALES DE INERCIA:

Es el par de ejes para los cuales los momentos de inercia son maximos y minimos.
Para hallar el eje, derivamos la expresion de rotacion respecto del angulo.

I, = sin(a)? .1, + cos(a)?. I, —sin(2a) I,

_ dsin(a)? - d cos(a)? I d sin(2a) I
da  da Y daa 7~ da 7
0 = sin(2ay) .1, — sin(2ay) . I, — 2.cos(2ay). I,

2.cos(2agp) . Iy = sin(2ay) . (I, — L)

2.1 sin(2a 2.1,
= (2do) = tan(2a,) tan(2ay) = a4
Iy — L) cos(2ag) Iy — L)

\\



» MOMENTOS DE INERCIA PRINCIPALES:

Reemplazando el a que maximiza el valor del Momento de Inercia en la ecuacion de

rotacion de ejes, se obtienen los momentos de inercia maximos y minimos o
Momentos Principales de Iner'::la2 |+ cos(2a)
cos(a)* = >
1 — cos(2
sin(a)? = cos(2)
2 J
Y
1 —cos(2a 1 4+ cos(2a
I = sin(@)?.1, + cos(a)?. I, — sin(2a) I, = 2( ) I, + 2( ) L — sin2a) Iy, =
2.1
I, +1 cos(2a) _ C tan(2an) = ——— Y
_x 2 y o . (1 — 1) — sin(2a) Iy = Reemplazando el o por o, tan(2ag) @ 1y
Le+1, 1
Lot 1 > Lnax = ~ > y+EJ(Ix_IJ’)2+4IxJ’2
Iy = - > 2 iz\l(jx - ;y) + Mx}?z Li+1, 1 2 2
Inin = ————3 (I, — I,)" + 4L,y

\\



Calcular la posicién de baricentro y los ejes y momentos de inercia principales
baricéntricos.

Yo .
t =1cm L =lcm
-
s £
Seccion 1
= S
:'-' =
- i
I I
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Seccion 2
t=1cm
v "
. > <+ > ‘XU
l = 10cm [=10cm
Yo _ L
t = lcm SECCION BARICENTRO / AREA | MOMENTOS DE INERCIA Y MOMENTOS CENTRIFUGOS
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Calculo el Baricentro de la Seccion Compuesta:
ZXG[-AI' B B Z-"G:‘Af
,‘(GT —Z—Ai YGr EA;'

_ 0,5cm # 9¢m? + 5cm * 10em?

X = = = 2,868cm
=¥ 9cm* + 10cm*
5,5cm * 9em® + 0,5cm * 10em? —
Y — = = = 4, cm
i 9¢m- + 10em-
Gr = (2,868cm; 2,868cm)
Yo
b= h? ; h* b3
1', = ¥ =
4 ¥ 12 12
£ 1cm * (9cm)?
> ey = Ocm)” _ 60,75cm*
Il 12
< 9¢m * (lem)?
¥y o ( ) _ 0,75¢cm*
1 12
: eccidn 2 10cm * (1cm)?®
:.;_ ! Y2 Seccion 2 L. = . ( ) = 0,833em*
- h, = 1cm = 12
e > Xg 1cm * (10cm)?
I b, = 10cm Iy, = 12 = 83,333cm*
+——>
Xer I-t';}'v_ =0 I_‘_:J_: =0




Uso el Teorema de Steiner para calcular el Momento de Inercia en X de la

Seccién Compuesta:
=1, +aid, +1I,_ +aiA,

Yo

b, = 1em
'1 I.rg

Seccion 1
ay = Vg, — Vg, = 2,868cm — 55cm = —2,632cm

,\.’1

Yo a; = Vg — Vg, = 2,868cm — 0,5cm = 2,368cm
GJ—»XQ

] Y2 Seccion 2
h, = 1em 4 _ o -
- %o I, = 60,75cm™ + (—2,632)"* 9cm*~ +
b, = 10em 0,833cm* + (2,368)°* 10cm* = 180cm*

-

Xg o

Uso el Teorema de Steiner para calcular el Momento de Inercia en Y de la
Seccion Compuesta :

Yo

I =k, + biA, +1, +biA;

175}
m
A
2§
9~
[
i~
[y
Il

Xgp — Xg, = 2,868cm — 0,5cm = 2,368cm

9cm

b, = xgp — Xg, = 2,868cm — 5cm = —2,132cm

hy

h, = 1cm

Y2 Seccion 2 » : e ”
1_1.9 = 0,75cm* + (2,368)"* 9cm~ +
0 83,333cm* + (—2,132)** 10cm* = 180cm*

b, = 10cm

+——
Xz -



Uso el Teorema de Steiner para calcular el Momento Centrifugo de la
Seccion Compuesta:

xg¥g == [x;},l — alblAl + 1_1.:}.: + a:b:A:

ay; =Ygr — ¥, = 2,868cm — 5,5cm = —2,632cm

a; = Ygp — Vg, = 2,868cm — 0,5cm = 2,368cm

b, = Xgp — Xg, = 2,868cm — 0,5cm = 2,368cm

b, = Xgp — Xg, = 2,868cm — Scm = —2,132cm

Ligyg = Ocm* 4+ (—2,632cm)(2,368cm) * 9em?® +

b, = 10cm Ocm* + (2,368cm)(—2,132cm) * 10cm?* = —106,58cm*




Momentos de Inercia Principales:

Gr = (2,868cm: 2,868cm I, +1, L., — 1, i
t=1cm T ( ) Lo = ETJQi f(gTJE'):_I_ngJ_Q_

I, = 180cm* |

I... = 286,58cm*
Iy = 180cm*
= I.:.. =7343cm?
= I, , =—106,58cm*
— -" }Tg l - - . . .
[ = Ejes de Inercia Principales:
~ 45°
—-2I_
tan(26) = —— =2
| I, —1I.
t=1lcm g g




