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IMPORTANTE

Esta presentacién es una guia para la clase. No incluye desarrollo
completo de los temas abordados.

De ninguna manera constituye el Unico material de estudio de la
materia.
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o Definicion de Determinante
@ Determinante de una matriz de orden 2
@ Determinante de una matriz de orden 3
@ Determinante de una matriz de orden n

© Propiedades
@ Propiedades de los determinantes

© Cilculo de la matriz inversa de A
@ Matriz cofactor
@ Propiedad de la inversa de una matriz

@ Interpretacién geométrica de determinantes de orden 2 y 3
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Determinante de una matriz de orden 2

Definicion

an a
A= |®1 012
a1 a22
una matriz de orden 2. Llamamos determinante de A y lo indicamos
det(A) o |A], al ndmero:

ail a2

=2
21 @a22

= G11 - a22 — G21 - A12

El determinante de la matriz A = [ _;) _i ] es

det(A) =1-4— (=3) - (=2) = —2
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Determinante de una matriz de orden 3

a1l a2 Q13
Sea A= |as1 asz as3| una matriz de orden 3.

asl as2 ass
Se llama determinante de A al ndmero:
|A| =a11 - a2 - azz + a1z - ag3 - ag1 + az - az - a13
— Q13- 022 - Q31 — Q12 - G21 - A33 — @11 - 423 * (32

Se lo puede designar como

ai;p ai2 ais
det(A) = |A| = |ag1 G222 G923
a3y asz2 as3

Definicidon
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Determinante de una matriz de orden 3

Halle el determinantede la matriz A= | 3 -2 1
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Menor complementario o menor

Sea A = [a;;] una matriz de orden n. Se llama menor complementario del
elemento a;; (o menor de a;;) y se anota M;; al determinante de la
submatriz de orden (n — 1) x (n — 1) que se obtiene al eliminar la fila i y
la columna j de A.

Ejemplo
3 2 -1

DadalamatrizA= |1 6 3 | . Halle el menor complementario de ags
2 —4 0

y del elemento ag;.
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Definicidn
Sea A = [ai;] una matriz de orden n x n. Se llama cofactor del elemento
a;; y se anota Cj; al nimero que se obtiene mediante la expresién

Cij = (1) M.

Ejemplo
3 2 -1

Dada lamatrizA= |1 6 3 | . Halle el cofactor del elemento ao3 y
2 —4 0

del elemento a3 .

Nota: Observa que si la suma i 4+ j es PAR el menor complementario y el
cofactor del elemento a;; coinciden, en cambio si la suma 7 + j es IMPAR
el menor complementario y el cofactor del elemento a;; son valores
opuestos.
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Halle todos los menores y cofactores de la matriz A = |3 —1 2
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Determinante de una matriz de orden n

Definicidon

Sea A = [a;;] una matriz de orden n, con n > 2. Se llama determinante de

A, a la suma de los productos de los elementos de una fila o columna de A
por sus respectivos cofactores.

= Desarrollando por la fila i:

det(A) = a1 -Ci1 +aip-Cia+aiz-Cis+ -+ aip - C;

n
det(A) = ai - Ciy
k=1
= Desarrollando por la columna j:

det(A) =aij - Clj + az;j - ng + as;j ng —+ -+ Qnj * an

det(A4) = Zakj - C;j
k=1
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Determinante de una matriz de orden 3

1. Calcule el determinante de la matriz A= |3 —1 2
4 0 1
1 -2 3 0
. . -1 1 0 2
2. Calcule el determinante de la matriz A = 0 9 0 3
3 4 0 -2
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Propiedades de los determinantes

1. Si una matriz de orden n, tiene una linea (fila o columna) de ceros, su
determinante es cero.

2. Si una matriz de orden n, tiene dos lineas (filas o columnas) iguales,
su determinante es cero.

3. Si una matriz de orden n tiene dos lineas (filas o columnas)
proporcionales, su determinante es cero.

Calcule los siguientes determinantes:

1 -5 0 1; (1)_2 _; 3 -4 3
L3 00| 2| & o o o 3.2 0 -1
7 -1 0 7 -3 7

0 8 -2 6
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Propiedades de los determinantes

Propiedad
Sean A y B dos matrices de orden n.

4. Si B es la matriz obtenida a partir de A permutando dos filas (dos
columnas) de la misma, entonces

det(B) = —det(A).

5. Si B es la matriz que se obtiene multiplicando una fila (columna) de
A por un escalar no nulo k, entonces

det(B) = k - det(A).

6. Si B es la matriz que se obtiene de sumarle a una fila (columna) de la
matriz A, un mdltiplo no nulo de otra fila (columna) de A, entonces

det(B) = det(A).
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Propiedades de los determinantes

7. Si A y B son matrices de orden n, det(A B) = det(A) - det(B).

8. Si A es una matriz de orden n y k es un escalar, entonces

det(k- A) = k™ - det(A).

9. Si A es una matriz de orden n entonces det(A”) = det(A).

10. Una matriz cuadrada A es inversible si y sélo si det(A) # 0.
11. Si A es una matriz cuadrada inversible entonces

1
~ det(A)

det(A™1)

Demostrar 10. ;El reciproco de (11) es vélido?
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Propiedades de los determinantes

Propiedad

12. Si A es matriz triangular, entonces
n
|A| =a11 - a2 -as33- a4 ... 0py = Hau‘
i=1

13. Si A, B y C son matrices de orden n que sélo difieren en la r-ésima
linea (fila o columna), siendo la r-ésima linea de C' la suma de las
r-ésimas lineas de A y B, entonces

det(C) = det(A) + det(B)
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Matriz cofactor

Definicion

Sea A = [a;;] una matriz de orden n, Se llama matriz cofactor de A y se
indica Cof(A) a la matriz que tiene por elementos los cofactores de los
elementos de A.
[(C11 Ci2 Ciz ... Chiy]
Cy1 Cy Ch3 ... Coyy
Cof(A) = |C31 Cs2 Csz3 ... Csn
: : : Gy
_Cnl Cn2 Cn3 O Cnn_
0 2 1
Halle la matriz cofactor de la matriz A= |3 —1 2
4 0 1
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Propiedades de la inversa de una matriz

Teorema

Si A es una matriz de orden n inversible, entonces

A1 [Cof(A)]F

~ det(A)

Observacidn: La transpuesta de la matriz de cofactores recibe el nombre
de matriz adjunta de A. Asi, el torema anterior se enuncia como:

Si A es una matriz de orden n inversible, entonces

_ 1 :
ATl = mAdJ(A)
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Regla de Chio

Es un algoritmo que permite calcular determinantes de orden n
reduciéndolo a otro de orden n — 1.

El procedimiento puede reiterarse hasta lograr un determinante de orden 3
6 2, para los cuales tenemos férmulas mas simples. Mediante la
combinacién de propiedades se debe lograr que todos los elementos de una
fila o columna sean ceros, excepto uno de ellos, a ese elemento no nulo lo
llamamos pivote. Luego se calcula el determinante por esa linea.

Calcule el determinante de la siguiente matriz, usando la Regla de Chio

2 0 -1 2
3 -2 2 =3
A= 0 2 -2 -2
2 3 0 -1
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Regla de Chio

Ejemplo

e Elegimos un elemento no nulo como pivote, en este caso agz = —2.

e Luego dividimos la fila 3 por —2 para lograr que en la posicién as3 = 1.
Recordemos que al dividir una linea de un determinante por —2 el valor del
determinante queda dividido por —2, para mantener la igualdad
multiplicamos el nuevo determinante por —2.

2 0 -1 2 2 0 -1 2
3 -2 2 -3 3 -2 2 -3
|A"o 2 2 —2__2'0 -1 1 1
2 3 0 -1 2 3 0 -1

e Ahora, con operaciones elementales hacemos que la columna del
elemento asz se convierta en ceros a excepcién del elemento ag3. Para ello
a la fila 1 le restamos la fila 3 y a la fila 2 le restamos dos veces la fila 3.
Estas operaciones no modifican el determinante.
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Regla de Chio

2 0 -1 2 2 -1 0 3
3 -2 2 =3 3 0 0 -5
’A‘__Zo 11 1T %o 211 1
2 3 0 -1 2 3 0 -1
e Ahora, desarrollamos el determinante por la 3ra columna:
2 -1 0 3 9 _1 3
3 0 0 -5 343
|A| = —2. =—-2(-1)""".M33=-2.13 0 =5
0 -1 1 1 9 3 _1
2 3 0 -1
e Reiteramos el procedimiento. Tomamos como pivote ajo = —1y

dividimos la fila 1 por —1, para lograr que ai2 = 1. Para mantener la
igualdad multiplicamos el determinante por —1.

Ejemplo
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Regla de Chio

Ejemplo

2 -1 3 —2 1 -3 —2 1 -3
|Al=-2.13 0 -5/=-2(-1).3 0 —5/=2./3 0 -5
2 3 -1 2 3 -1 2 3 -1

e Ahora, para conseguir que la columna del elemento a2 se anule, a la fila
3 le restamos 3 veces la fila 1.

—2 1 -3
A|=2.]3 0 -5
8 0 8

e Calculamos ahora el determinante desarrollando por la columna 2:

3 =5

|A| = 2 (—1)1+2 5 o ‘ = —2(3-8—-8-(=5)) = —2(24 + 40) = —128

v

(INGENIERIA Y LCC) 2.2 DETERMINANTES 24/29



Interpretacion geométrica de determinantes de orden 2

. a b .
Sea la matriz A = [c d]’ cada una de sus filas puede verse como

coordenadas de un punto en el plano zy; ese punto permite definir dos
vectores con origen en (0,0):

u = (a,b) v = (c,d)

Ejemplo

—_
w

Sea la matriz A = [ ] los puntos en el plano que pueden definirse con

2 1

sus filas, permiten construir los vectores:
y

u=(1,3) v=(21) 2

2 -1 0 1 2 3 4
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Interpretacion geométrica de determinantes de orden 2

Sea la matriz A =

d

b .
, cada una de sus filas puede verse como

coordenadas de un punto en el plano zy; ese punto permite definir dos
vectores con origen en (0,0): u = (a,b)
El valor absoluto del det(A), coincide con el drea del paralelogramo que
determinan los vectores uy v.

Ejemplo

—_
w

Sea la matriz A = [

2 1

sus filas, permiten construir los vectores:

| det(A)| =11

(INGENIERIA Y LCC)
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2 -1
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Interpretacion geométrica de determinantes de orden 3

Si la matriz A es de orden 3, cada una de sus filas puede verse como

coordenadas de un punto en el espacio xyz; ese punto permite definir tres
vectores con origen en (0,0,0): u \% w.

Ejemplo
1 0 2

Dada A= | 2 6 3], los puntos en el plano que pueden definirse con
-2 -2 0
sus filas, permiten construir los vectores:

v
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Interpretacion geométrica de determinantes de orden 3

Si la matriz A es de orden 3, los tres vectores que pueden generarse con
sus filas tienen asociado un paralelepipedo.

El valor absoluto del det(A), coincide con el volumen del paralelepipedo
que determinan los vectores u, vy w.

Ejemplo
1 0 2
Dada A= | 2 6 3|. A los vectores definidos con las filas de A se les
-2 =2 0

puede asociar un paralelepipedo.

1 0 2
det(A)=|2 6 3|=22
—2 -2 0

| det(A)| = 22 ~~ volumen del paralelepipedo
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