DETERMINANTE

El determinante de una matriz cuadrada, es un namero que brinda interesante informacion sobre la
matriz; por ejemplo muestra inmediatamente si la matriz es inversible (no singular). Si el determinante
de una matriz es cero, la matriz no tiene inversa.

Determinantes es un tema que se estudia en el nivel medio y en el ingreso a la Universidad en relacién
a la solucion de sistemas de ecuaciones lineales cuadrados (la misma cantidad de ecuaciones que
incognitas) en 2 y 3 variables. Por ejemplo, un determinante de 2x2 o de orden n = 2 se resuelve de la
siguiente forma:

1 -2 ra oy
| =e- o =-2
Y en general:
a a
| " 12| = 0Qq1-02 — Aq2-03q
Qz1 Q22

Donde ay1; a;z; az1y az, son, por ahora, nimeros reales, pero podrian ser también nimeros complejos
o funciones, como se vera en calculo de una y varias variables. Es decir, el determinante de orden n =2
o0 de segundo orden es un numero que se obtiene multiplicando los elementos de la diagonal principal o,
simplemente diagonal, menos el producto de los elementos de la “otra diagonal” o diagonal no principal
o diagonal secundaria o contra diagonal.

DETERMINANTE DE UNA MATRIZ DE ORDEN 2

aiq

N a _ .
Definicion: Si 4 = [a21 a;z] es una matriz de orden 2x2, su determinante que

indicaremos Det(A) o |A| seré:

aj;; Qaq2

Det(4) = |A| = |a21 a

| = Q11-A2 — A12-02q

También se vio que el determinante de 3x3 o de orden n = 3 o de tercer orden, se calculaba mediante la
Ilamada Regla de Sarrus, que es un procedimiento que consiste en agregar las dos primeras filas debajo
de las tres dadas, caso 1, o, las dos primeras columnas a la derecha de las tres dadas, caso 2. Por ejemplo,
para el caso 1, es:

-1 2 0
-1 2 0 3 =21
3 -2 1-]|4 -1 5]/*=-1.(-2).54+3.(-1).0+4.21—-4.(-2).0—(-1).(-1).1-3.25=-13
4 -1 5 -1 2 0
3 -2 1
O bien en el caso 2:
-1 2 0 -1 2 0-1 2
3 -2 1(-|3 -2 1 3 =2[*=-1.(-2).5+214+03.(-1)—4.(-2).0—-(-1).1.(-1)—-3.25
4 -1 5 4 -1 5 4 -1

= -13



Aclaracion en *: por abuso de notacion se han colocado barras, pero NO ES UN DETERMINANTE
porque no tiene la misma cantidad de filas que de columnas, sélo es una disposicion practica para el
calculo.

Notas

En ambos casos, se observan que hay productos diagonales, tres diagonales (de izquierda a derecha
paralelas a la diagonal principal) de tres factores cada uno precedidos por el signo de adiciéon “+”y tres
(de derecha a izquierda, en el sentido de la contra diagonal) precedidos por el signo de sustraccion “-*.
Los productos obtenidos en los dos casos, son iguales, salvo el orden (propiedad conmutativa de la
multiplicacion en el conjunto de los numeros reales, IR). Por esto, es indistinto usar la Regla de Sarrus
por filas o por columnas.

Si cambia el orden de las filas que se agregan debajo de las tres dadas, o de las columnas a la derecha,
varia el resultado del determinante y, es incorrecto. Se trata de una estructura donde el orden de filas o
columnas, interesa; esto conduce a pensar en la estrecha relacion de los determinantes con las matrices;
mas aun, la palabra matriz fue usada primero por James Joseph Sylvester (1814 - 1897) con el significado
de “madre de los determinantes”.

. La Regla de Sarrus s6lo se aplica para calcular determinantes de orden n = 3.

DETERMINANTE DE UNA MATRIZ DE ORDEN 3 - REGLA DE SARRUS

aj1 Q12 Ag3
az1 Az Az3|esunamatriz de orden 3x3, su determinante que indicaremos
az1 43z 0z3

Definicién: Si A =

Det(A) o |A| sera:

a11 Q12 Qi3
Qz1 Gz dz3
31 dzz dz3

1Al =

|Al = a11a22033 + A1203031 + A1302103; — Q13052031 — A12021033 — 411023037

Para definir el determinante de una matriz de orden n, debemos definir previamente menor
complementario y cofactor.

Menor complementario o Menor

Definicion Sea A = (ajj) una matriz de nxn.
Se llama menor complementario del elemento ajj de A 0 menor de aj; y, se anota Mij, al determinante

de la submatriz de orden (n — 1)x(n — 1) que se obtiene al eliminar la fila iy la columna j de A.

Por ejemplo:

a1 dzz dzs
a3; dszz dszz

Dadalamatriz A =

aj;; Qg a13]



Ilamamos menor o menor complementario del elemento a,3, M,5 , al determinante de orden 2 que se
obtiene al eliminar la fila 2 y la columna 3 de la matriz A.

_ %11 Q12
M3 = azq a32|
Ejemplo:
3 2 -1
Si A=11 6 3 | el menor correspondiente al elemento a,; serd el determinante de la submatriz
2 =4 0

de orden 2 que se obtiene eliminando la fila 2 y la columna 3 de A.
My=|) 2|=-12-4=-16
Una matriz A de orden n tiene n?menores complementarios, uno por cada elemento de A.

Cofactor

Definicion Sea A = (a;;) una matriz de nxn.

Se llama cofactor del elementoa;; de Ay, se anota C;;, al numero que se obtiene mediante la

jo

expresion
Cij = (—1)i+jMij.
Ejemplo:
3 2 -1
Si A=11 6 3 | el cofactor del elemento a5 sera:
2 -4 0

Cy3 = (_1)2+3M23
13 2)_ 45 4_
M23—|2 _4|_ 12— 4=—-16
Cy3 = (—1)5-(—16)
C23 == 16

El cofactor del elemento a5, sera:
(3 = (_1)3+1M31

12 “Y_e_(_p =
M31—|6 3|_6 (—=6) = 12
631=(—1)4. 12

631 = 12

Observa que si lasumai + j es PAR el menor complementario y el cofactor del elemento a;; coinciden,
en cambio si la suma i + j es IMPAR el menor complementario y el cofactor del elemento a;; son
valores opuestos.



Ejemplo: Halle todos los menores y cofactores de A = (3) —21 %] .

Menores: ot
P S i EECR T A B
O RIS EE A B
mo=|? Yes masfl Yeos manf) 2o

Cofactores:

C11 = _1 ClZ = 5 C13 = 4‘
CZl = -2 C22 =—4 C23 =8

C31 =5 C32 =3 C33 = —6

DETERMINANTE DE UNA MATRIZ DE ORDEN nxn

Sea A una matriz cuadrada de orden n > 2. Se llama determinante de A, a la suma de los
productos de los elementos de una fila o columna de A por sus respectivos cofactores.

Desarrollando por la fila i

Det(A) = Qaj1- Cil + aip. CiZ + a;s. Ci3 + .- 4 Ain- Cin

n

Det(A) = Z Aik- Ci

k=1

Desarrollando por la columna j

Det(A) = alj.Clj + azj. CZ] + a3j.C3j qF °00 9F Clnj.an

n

Det(A) = z akj. Ck]

k=1

1 -2 3 0
- -1 1 0 2
Halle el determinante de 4 =
[ 0O 2 0 3 }
3 4 0 -2

Para simplificar calculos conviene elegir la fila 0 columna que més ceros tenga, en este caso, la columna 3.
Desarrollamos entonces por la columna 3.

|A| = 3.C13 + 0.623 + 0.633 + 0. C43 = 3.613



Como los 3 altimos términos se anulan, solo debemos calcular el cofactor C; 5

-1 1 2 -1 1 2
C13:(_1)1+3 0 2 3 = 0 2 3
3 4 =2 3 4 =2
Aplicando Sarrus:
-1 1 2
Czs=|0 2 3|=4+9+0-12-0-(-12)=13
3 4 =2

De esta forma:
|Al =3.C13=3.13 =39

Propiedades de los determinantes

El fin de las propiedades de un objeto matematico, es poder realizar calculos de manera sencilla (sin
necesidad de aplicar siempre la definicion). Las propiedades se demuestran utilizando las definiciones y
luego, por ser verdaderas, se pueden utilizar siempre (para todos los casos). Enunciamos a continuacion
algunas propiedades.

1) Si una matriz de orden n, tiene una linea (fila o columna) de ceros, su determinante es cero.
2) Si una matriz de orden n, tiene dos filas o columnas iguales, su determinante es cero.

3) Si una matriz tiene dos lineas (filas o columnas) paralelas proporcionales, su determinante es cero.

n

4) Si A de ordenn es una matriz triangular, entonces |A| = a1.ay5. A33. A4y o Ay = | | a;;
i=1

Sean Ay B dos matrices de orden n.
5) Si B es la matriz obtenida a partir de A permutando dos filas 0 dos columnas de la misma, entonces
Det(B) = —Det(A)
6) Si B es la matriz que se obtiene multiplicando una linea (fila o columna) de A por un escalar no nulo
k, entonces
det(B) = k.det(A)
7) Si B es la matriz que se obtiene de sumarle a una fila (columna) de la matriz A, un mdltiplo no nulo

de otra fila (columna) de A, entonces
det(B) = det(A).

8) El determinante del producto de dos matrices cuadradas es igual al producto de sus determinantes.

9) Si A, By C son matrices de nxn que so6lo difieren en la r-ésima linea (fila o columna), siendo la r-
ésima linea de C la suma de las r-ésimas lineas de A y B, entonces

det(C) = det(A) + det(B).

10) Si A es una matriz de orden ny k es un escalar, entonces det(kA) = k™ det(A)



11) Sea A una matriz de orden nxn. El determinante de la matriz A y de su transpuesta son iguales.

det(AT) = det(4)

12) Una matriz A de ordenn es INVERSIBLE < det(A) # 0

13) Si A es una matriz cuadrada inversible entonces el determinante de su inversa es igual al reciproco del
determinante de A.

1

det(A™) = 355

14) Sea A una matriz de orden nxn, Si sumamos los productos de los elementos de una fila (columna) de A por
los cofactores de otra fila (columna) de A, esta suma dara cero.

Ejercicio: Demuestre la siguiente propiedad:

Una matriz Ade ordenn es INVERSIBLE < det(A) # 0

1) Demostracion a derecha: “Si A es inversible entonces su determinante es distinto de cero.
Por definicion, si A es una matriz inversible, AA™ = 1 y A7YA =1
Si dos matrices son iguales, sus determinantes también lo son:
det(AA™Y) = det(l)
Por propiedad 8: det(A).det (A™1) = det(I). Como det(I) = 1, se tiene que
det(A).det (A™)) =1 (1)
y, por lo tanto, det(A) y det(A~1) son nlimeros distintos de cero (en este caso, reciprocos); en particular,

det(A) #0. A

Mas alin, de la expresion (1), despejando det(A™1) se obtiene el determinante de la matriz inversa, que
es

det(A™) = oD

Es decir, el determinante de una matriz y el de su inversa son nUmeros reciprocos entre si.

1

I1) Demostracion a izquierda: “Si det(A) # 0 entonces A es una matriz inversible o no singular.’

Si la matriz A no esta en forma escalonada reducida, existen matrices elementales (inversibles o no
singulares) Ei1, Eo, ..., Ex que corresponden a las operaciones elementales de filas, tales que al
premultiplicar a A, sucesivamente, dan la matriz R.

Ex(...(E2(E1A)) =R (2)



donde R es una matriz escalonada reducida obtenida a partir de A por operaciones elementales sobre sus
filas. Si despejamos la matriz A, premultiplicando en ambos miembros, sucesivamente, por las inversas
de Ex, ..., E2 y Ej, se obtiene

A=E1. E!. . ELR
Como el determinante de matrices iguales, es el mismo,
det(A) = det(E1t . Ext ... Ext. R).

Siendo el determinante del producto de matrices igual al producto de los determinantes de dichas
matrices, se tiene

det(A) = det(E1Y) .det(E2?).... det(Ex?) . det(R)
Por hipotesis, det(A) = 0, entonces todos los determinantes del segundo miembro son nimeros distintos
de cero; en particular, det(R) = 0. Entonces la matriz R no tiene filas de ceros y, en consecuencia, R es

la matriz identidad, R = I. Luego, se observa en (2) que A es equivalente por filasa | y, por una propiedad
anterior: A es inversible. A

Matriz Cofactor

Definicion  Sea A = (a;;) una matriz de orden n.
Se llama matriz cofactor de Ay, se anota, Cof (A), a la matriz de elemento genérico C;;
[Ci1 Gz Gz o Cig
I C21 G (3 . C2n|
Cof (A) = | C3; C3p (33 .. C3n|
lCc,, Cp Cps .. Cpyl
0 2 1
Ejercicio: Halle la matriz de los cofactoresde A = |3 -1 2
4 0 1

C11 = _1 Clz = 5 613 = 4‘
C21 = _2 CZZ = _4 Cz3 == 8

C31 = 5 C32 == 3 C33 = _6

-1 5 4
Cof(A)=|-2 -4 8 ]
5 3 -6




Matriz Adjunta

Definicion Sea A = (a;;) una matriz de orden n.

Se llama matriz adjunta de A y, se anota, Adj(A), a la matriz transpuesta de la matriz
cofactor de A.

Ensimbolos: Adj(A) = (Cof(A)T

[611 €21 C31 Cnl]
. Ciz2 (G C3 Chz
Adj(4) = { 5 Gp G Cngj
Cln CZn C3n Cnn
0o 2 1
Ejercicio: Halle la matriz adjuntade A = |3 -1 2]
4 0 1
-1 -2 5
Adj(A) = [ 5 —4 3 ]
4 8 -6

Observa que:
Adj(A) = [Cof (A)]" = Cof (AT)

3 -1 2
Calcular el determinantede A =2 -3 1 ] utilizando propiedades
1 0 =2

Solucion

El objetivo es aplicar propiedades para llevar la matriz a ser triangular superior y en consecuencia,
calcular el determinante como el producto de los elementos de la diagonal. Se comienza con la
permutacion entre la fila 1 y 3 para tener un pivote en la posicion “1,1”, lo que implica el cambio de
signo del determinante. Luego se remplaza la fila 2 por ella mas -2 veces la fila 1 (F2” = F2 + (-2) F1).
Después se reemplaza la fila 3 por ella mas -3 veces la fila 1 (F3> = F3 + (-3) F1). Observar las siguientes
propiedades aplicadas prestando atencién a los cambios de signo del determinante.

3 -1 2 0 -2 1 0 -2 1 0 -2
Al=]2 -3 1|=-[2 =3 1|==|0 =3 s5|=-]0 (O —-27|=19
1 0 -2 3 -1 2 0 -1 8 0 0 -19
F1 F3 FoF-2F Fo< F2—4F; Fa< F3+F
Fs< F3—-3F
Inversa de una matriz
Si A es una matriz de orden nxn inversible, entonces A1 = ﬁAdj(A).




H) A es una matriz de orden nxn , inversible

- 1 .
T) A™! = L Adj(A).
D)
Partiremos del producto de la matriz A por su adjunta.
[ %11 Q12 Q13 Ain
| @21 Q22 Q23 Azn |
A= | @31 A3z ds3 A3n |
lanl An2  An3 annJ
[Ci1 Co1 (3 Ch1]
. I C12 C22 C32 CnZ I
Adj(A) = lcl Cz Csz = Cuz J
Cln CZn CSn Cnn
ai; Az Qg3 A1n [C11 Ca1 C3 Cn1]
_ | G21 Q22 Q23 Ao | |Crz Coz Cs2 Cn2 i
AAd] (A) = | asz1 dzz daszz azn | lC13 C23 C33 Cn3J
l an1 Anz Qn3 annJ C1n Czn C3n Cnn
A.Adj(A)
r all.Cn +a12.612 +"'+a1n.61n a11.621 +a12.622 +"‘+a1n.C2n a11.6n1+a12.cn2 + "‘+a1n.
I a21.611 +a22.612 + "'+a2n.61n a21.621 +a22.C22 +"‘+a2n.62n a21.C21 +a22.622 +"'+a2n.
= l a31.611 +a32.612 + "'+a3n.61n a31.621 +a32.C22 +"‘+a3n.62n a31.C21 +a32.622 +"'+a3n.
anl. Cll + anz. C12 + A + ann. Cln anl. 621 + anz. sz + A + ann. Czn anl. C21 + anz. C22 + A + ann.
[ det(4) 0 0 ]
. | 0 det(d) 0 |
A.Adj(4) = l 0 0 0
0 0 det(4)

1
0
A Adj(A) = det(A) | ,

Por ser det(A) =0

0

o O Rk O

A.Adj(A) = det(A).1

A Get(d)

2 1
"\ det(A)

-1

~ det(A)

A

Adj(A) =1

Adj(A)) =1

dj(4)

_ O O O



0 2 1
Ejemplo: Halle lainversade A = |3 -1 2]
4 0 1
Sabemos que
-1 -2 5
Adj(A)=|5 -4 3]
4 8 -6
det(A) = 14
1 2 5 7
1 L1 -2 s 514 144 134
At = Adj(A)=—.|5 -4 3|=|— -— —
det(4) 40, 5 g 14 14 14
4 8 6
L 14 14 14-
1 1 57
14 7 14
A_lz i _E i
14 7 14
2 4 3
7 7 7-
Verificamos:
1 2 5
o 2 1| Y Wlnoo
A.A‘1={3 -1 2]. 7 "2 T ={0 1 0]=1
4 0 1 4 3 6 0 0 1
L 14 14 14
Regla de Chio

Es un algoritmo que permite calcular determinantes de orden n reduciéndolo a otro de orden n-1. El
procedimiento puede reiterarse hasta lograr un determinante de orden 3, 2 0 1, mediante la combinacién
de propiedades que hacen ceros todos los elementos de una columna, excepto uno de ellos, el pivote y
luego se hace el desarrollo por cofactores o0 Regla de Laplace en dicha columna. Es similar al mecanismo
del método de Gauss — Jordan para la determinacion del rango o la inversa de una matriz. (Rojo, 1985)

Ejemplo  Calcule el siguiente determinante, usando la Regla de Chio.

2 0 -1 2
al=3 2 2 -3
0 2 -2 -2
2 3 0 -1

Solucién

Elegimos como pivote un elemento no nulo, por ejemplo el asz = -2 (conviene elegir el 1 si fuese posible)
y dividimos la tercera fila por -2, por lo que el determinante queda multiplicado por dicho valor
(propiedad 6 de determinante). Los restantes elementos de la columna del pivote se anulan, y los
elementos del determinante que no figuran ni en la fila ni en la columna del pivote se los transforma de
acuerdo a la regla del “rectangulo”.



2 0 -1 2 2 0 -1 2 2 -1 0 3
=3 =2 2 -3|__,3 -2 2 -31__,|3 0 0 -5
0 2 -2 -2 0o -1 () 1 0 -1 1 1
2 3 0 -1 2 3 0 -1 2 3 0 -1

Fs<-%Fs3 Fi- F1+ Fs3

Fo<— F2- 2F3

Desarrollando por los elementos de la tercera columna, se tiene

|A] = —2. O ==2.(-1)33M3 —2.(-1)3*3|13 0 -5
0 -1 1 1 2 3 1

2 3 0 -1

Reiterando el procedimiento, si se toma como pivote ai» = -1 y dividiendo la fila 1 por -1,

-2 @ -3 -2 1 -3
Al = =2.(-1) | 3 —5/=2.{3 0 —=5|=2.(-1D)¥"2 My,
2 3 -1 8 0 8

Fee F3—3F;

1A] = 2(=1). |§ _85| = —2.[3.8—8.(=5)] = —2.(24 + 40) = —2.(64) = —128

Interpretacion geométrica de determinantes de 2x2 y de 3x3

Si se grafican en el plano xy los vectores no nulos y no paralelos u = (a, b) y v =(c, d) (con origen en (0,
0)), se observa geométrica y analiticamente que el area del paralelogramo de lados vectoriales u y v es
igual al valor absoluto del determinante.

|(c1 Z|=ad—bc

Si se grafican en el espacio real tridimensional los vectores no nulos y no paralelos mutuamente,
u = (U, Uy, uz), v = (v1,v,, v3) Yyw = (wy,wy, ws) (conorigenen (0,0, 0)), se observa geométrica
y analiticamente que el volumen del paralelepido (caja) de lados vectoriales u, v y w es igual al valor

absoluto del determinante

u 1 w
Uy Uy Wy
Uz vz W

Actividad Calcular el area del tridngulo cuyos Vvértices son los puntos (1, 2), (2, -2) y (- 4, -3) usando
determinantes. (Ayuda: una alternativa es sumar las areas de tres tridngulos cuyos lados son los vectores
posicion de los puntos dados). Respuesta: 12,5 unidades de area.

Teorema

Si A es una matriz de orden nxn entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
A es invertible

A es equivalente por filas a Inxn

A puede expresarse como el producto de dos matrices elementales

Det(A)+ 0



