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Comentario sobre la regla de la cadena y 'derivacién

implicita’

Hasta ahora, hemos considerado funciones que se escriben en la forma:

y=f(x)

donde aparece de forma explicita y en términos de x. En ocasiones, se
desea obtener la derivada y’ cuando hay una relacién implicita entre las
variables x y y. Por ejemplo,

x4+ y?=4.

Si bien a veces es posible despejar y en términos de x y obtener y’, puede
que esto no sea posible o adecuado. En esos casos, se aplica el método de
derivacién implicita, que no es mas que aplicar la regla de la cadena.
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Derivacién implicita

Problema: calcular y’(x), sabiendo:
x* +y? =4 (1)

Solucidn: Derive con respecto a x ambos miembros de la ecuacién:
o la derivada de x? es 2x,
e teniendo en cuenta que y? es [y(x)]?, se deriva aplicando la regla de
la cadena y se obtiene 2.y(x)y’(x) o en forma resumida

!/

2yy'.
Luego, al derivar ambos miembros de (1) da
2x +2yy' =0
y se despeja y':
y'=-2 y#0.
y
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Derivacién implicita

Problema: calcular y’(x), sabiendo:
X +y? =4 (1)
Solucidn: Derive con respecto a x ambos miembros de la ecuacién:
o la derivada de x? es 2x,

e teniendo en cuenta que y? es [y(x)]?, se deriva aplicando la regla de
la cadena y se obtiene 2.y(x)y’(x) o en forma resumida

2yy’.
Luego, al derivar ambos miembros de (1) da
2x +2yy' =0
y se despeja y':
y'=-2 y#0.
y

Si bien en Anélisis Matematico | no trabajaremos con el método de derivacién
implicita, ya que es una mera aplicacién de la regla de la cadena, en otras
asignaturas, como Geometria Analitica, lo usara.
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Demostracion de Propiedad 1: si f es derivable en ¢, entonces es
continua en c. Supongamos que f es derivable en x = ¢. Vamos a
probar que:

lim f(x) = f(c).

X—C
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Demostracion de Propiedad 1: si f es derivable en ¢, entonces es
continua en c. Supongamos que f es derivable en x = ¢. Vamos a
probar que:

)I(iLnC f(x) = f(c).
Entonces:
lim £(x) = lim (£(x) — £(c) + £(c))

= lim [(f(x) AT il f(c)]

X—cC (x — c)

~ lim [f(x)‘f(c).(x— c)—i—f(c)}

X—C X —C
= f(xiiz(c) Jim (x — ) + lim f(c) = f'(c).0 + f(c) = f(c)

donde se ha utilizado que f’ existe en c y las propiedades del producto y
suma de limites. Ademas, observe que se puede dividir por x — ¢ porque
en el limite, x tiende a c.

Asi, hemos llegado a que f es continua en x = c.
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Derivadas de funciones trigonométricas

e Si g(x) = sen(x), entonces g es derivable en R y su derivada es:
g'(x) = cos(x), para todo x € R.

Demostracion. Sea x € R. Entonces:

. f(x+h)—f(x)
F(x) = |
() h h

_ sen(x + h) — sen(x)

~ h0

— lim sen(x)cos(h) + cos(x)sen(h) — sen(x)

 h0 h

B . cos(h)—1 . sen(h)

= e oy, P+ st
h)—1

= cos(x), donde se usé que lim cos(h) ~ 1 =0.

h—0 h
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Derivadas de funciones trigonométricas

En forma similar al caso anterior, se puede probar que: si h(x) = cos(x),
entonces h es derivable en R y

H'(x) = —sen(x), para todo x € R.

Ademds, usando la regla del cociente para derivadas, se puede determinar
que las funciones tan, cotan, sec y csc son derivables en todo su dominio.
Por ejemplo (hacer uno):

%(tanx) =sec’(x) y dix(secx) = sec(x).tan(x).
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Derivadas laterales

Para estudiar la derivabilidad de funciones en puntos extremos del dominio
o para comprobar si una funcién es derivable o no en un punto, se utilizan
las derivadas laterales:

Derivadas laterales

Sea ¢ un nimero real. La derivada por derecha de f en ¢ se define como:

im f(c+h)—f(c)
h—0+t h

siempre y cuando el limite exista. La derivada por izquierda de f en c se
define como:

lim

h—0—

f(c+h)—1f(c)
h

siempre y cuando el limite exista.

v

Observacidn: f es derivable en ¢ si y sélo si f es derivable por izquierda y
por derecha en c y los limites coinciden.
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Derivadas laterales

Ejemplo 1: sea f(x) = |x|. Entonces:

lim f0+h) —F0) _ lim [Al =10l _ im 11
h—0+ h—0+ h h—0+ h
y:
lim f0+h) = f(0) == lim Uit 0 = lim —h = -1
h—0— h h—0— h h—0— h

Asi la funcién valor absoluto es derivable por izquierda y por derecha en
x = 0, pero no es derivable en ese punto.
Ejemplo 2: sea g(x) = v/x. Entonces:

g(0+h) —g0 . vh-0
m = lim = lim — = +o0.
h—0+ h h—0+  h h—0+ \/h

Luego, g no es derivable por derecha en x = 0. Sin embargo, se puede
trazar una recta que puede considerarse como recta tangente.
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Derivadas laterales

Se observa que a medida que @ tiende al origen, las rectas secantes
tienden a la recta de ecuacién x = 0:

Recta tangente x=0
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Ejercicio : grafique la funcién

six<1

X

f(x) =

() 1 six>1
X

y analice, usando derivadas laterales, si f es derivable en x = 1.
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Interpretacién de la derivada: aplicaciones

Recordar:

Definicion de tasa instantdnea de cambio

La tasa de cambio instantdnea de una funcién f con respecto a x en xp se
define por:

siempre que el limite exista.

V.

Asi, las tasas de cambio instantaneas son limites de tasas de cambio
promedio.
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Tasa de cambio instantdnea: aplicaciones a cinematica

Supongamos que la funcién s = f(t) describe la posicién de un objeto en
funcién del tiempo que se desplaza en linea recta:

Posicion en el instante ¢ ... vy en el instante r + As
| As

———————————————f—————— §

s—-.ﬂrj 5+ As = fir + A

Luego, el desplazamiento As del objeto en el intervalo de tiempo de t a
t+ At es:

As = s(t + At) — s(t).

Asi, la velocidad promedio v,rom en dicho intervalo viene dada por:

As  s(t+ At) —s(t)
Vprom = S, = .

At At
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Tasa de cambio instantanea: aplicaciones a cinematica

Para determinar la velocidad en el instante t, se debe calcular la velocidad
promedio en el intervalo de t a t + At, y hacer tender At a cero. Asi, la
velocidad instantanea del objeto en el instante t es:

Es decir:
v(t) = s'(t).
IMPORTANTE: Si el objeto se desplaza hacia la derecha, entonces

s’(t) > 0, Por otro lado, si se desplaza hacia la izquierda, entonces
s'(t) < 0.
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Tasa de cambio instantdnea: aplicaciones a cinematica

En el plano espacio-tiempo:

|
! !
0 0
§ aumenta: 5 disminuye:
pendiente positiva, asi que el pendiente negativa, asi que el
movimiento es hacia arriba. movimiento es hacia abajo.

Asi, el signo de la derivada indica la direccion del movimiento
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Tasa de cambio instantdnea: aplicaciones a cinematica

La rapidez del movimiento se define como sigue:
. : ds
Rapidez en el instante t = |v(t)| = ‘E(t)‘

La tasa instantanea de cambio de la velocidad con respecto al tiempo se
denomina aceleracion. Asi:

s . dv
aceleracion en el instante t = a(t) = E(t)
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Ejemplo: suponga que la posicién (en metros) de un objeto que se mueve
en linea recta es
s(t) =t> —3t+2.
El tiempo se mide en segundos. Entonces la velocidad promedio en el
intervalo [1,3] es
s(3) —s(1)

Vprom = T - .
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Ejemplo: suponga que la posicién (en metros) de un objeto que se mueve

en linea recta es
s(t) =t> —3t+2.

El tiempo se mide en segundos. Entonces la velocidad promedio en el

intervalo [1,3] es
s(3) —s(1)

Vprom = 3-1

Ahora, la velocidad del objeto en el instante t es
v(t) =s'(t) =2t —3.

Entonces, si quisiéramos obtener la velocidad en t = 1, calculamos
v(l) =5§'(1) = —1m/s.

Mientras que la rapidez en ese instante es

lv(1)| =1m/s.
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Ejemplo: suponga que la posicién (en metros) de un objeto que se mueve

en linea recta es
s(t) =t> —3t+2.

El tiempo se mide en segundos. Entonces la velocidad promedio en el

intervalo [1,3] es
s(3) —s(1)

Vprom = 3-1

Ahora, la velocidad del objeto en el instante t es
v(t) =s'(t) =2t —3.
Entonces, si quisiéramos obtener la velocidad en t = 1, calculamos
v(l) =5§'(1) = —1m/s.
Mientras que la rapidez en ese instante es
lv(1)| =1m/s.
Finalmente, la aceleracién del objeto es

a(t) = v/(t) =2m/s°.
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