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Objetivo de las préximas clases

En las préximas clases, vamos a aplicar las teorias de limites y de
derivacién para realizar trazados de curvas y = f(x) con precision.
Limites: hemos visto que se aplican para detectar:

@ puntos de continuidad de la funcién,
@ asintotas verticales, horizontales y oblicuas,
@ discontinuidades de la funcién.
Derivadas: veremos que se aplican para:
@ determinar dénde la funcién f alcanza sus valores maximos y minimos.
@ detectar intervalos donde la funcién crece y donde decrece.
@ estudiar la curvatura 'hacia arriba’ o 'hacia abajo’ de la grafica de f.

e determinar dénde se presenta un cambio de curvatura (punto de
inflexion)
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Extremos relativos o locales

Extremos locales o relativos

Sea f : D — R. Decimos que f tiene un maximo local o relativo en el
punto ¢ € D si existe un intervalo abierto (¢ — r,c + r) tal que:

f(x) < f(c)

para todo x € DN (c — r,c+ r). De forma similar, decimos que f tiene un
minimo local o relativo en el punto ¢ € D si existe un intervalo abierto
(c — r,c+r) centrado en c tal que:

f(x) > f(c)

para todo x € DN (c—r,c+r).
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i Coémo determinar extremos relativos?

Observar el siguiente grafico:

Mix. absoluto,
f'no definida

No hay extremo
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Observacion: En este curso no consideraremos en detalle extremos absolutos,
sélo locales, dar una idea de qué son. Explicar que los extremos absolutos son
siempre locales.
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i Como determinar extremos en funciones continuas?

Candidatos a ser puntos donde f tiene un extremo relativo:
e Puntos x donde f/(x) = 0.
@ Puntos donde f’ no existe.

@ Puntos que no son interiores al dominio de f (generalmente, serdn los
extremos del dominio de f).
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i Como determinar extremos en funciones continuas?

Candidatos a ser puntos donde f tiene un extremo relativo:
e Puntos x donde f/(x) = 0.
@ Puntos donde f’ no existe.

@ Puntos que no son interiores al dominio de f (generalmente, serdn los
extremos del dominio de f).

Punto Critico

Sea f : (a, b) — R. Decimos que ¢ € (a, b) es un punto critico de f si
f'(c) =0 osi f'(c) no existe.

Asi, los candidatos en donde la funcidn tiene extremos son los
puntos criticos y los puntos que no son interiores al dominio.

A continuacidn, discutiremos mads sobre extremos locales e iniciaremos el
camino para encontrarlos. Esto serd terminado la préxima clase.
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No en todos los puntos criticos hay extremos

y
y=x
1+
! 1 x
-1 0 1
1k
(a)
y
1+
T=x3
! 1 x
-1 0 1
(b)

Pablo D. Ochoa (Facultad de Ingenieria) Anilisis Matemadtico | Abril, 2025



Teorema del Valor Medio

El siguiente teorema es fundamental para el anélisis de funciones a través
del uso de la derivada. Lo encontraremos en distintos temas en el curso.

Teorema del Valor Medio
Sea f una funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b). Entonces, existe

c en (a, b) tal que:
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Teorema del Valor Medio

Distancia (ft)
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Asi, el Teorema del Valor Medio dice que, bajo hipétesis adecuadas,
la tasa de cambio promedio de una funcién en un intervalo es igual
a la tasa de cambio instantanea de la funcién en algin punto

interior del intervalo
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Consecuencias del Teorema del Valor Medio

Teorema

Sea f una funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b) tal que:
f'(x)=0

para todo x en (a, b). Entonces f es una funcién constante en [a, b].
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Consecuencias del Teorema del Valor Medio

Teorema

Sea f una funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b) tal que:
f'(x)=0

para todo x en (a, b). Entonces f es una funcién constante en [a, b].

Demostracion: sean x,y € [a, b], x # y. Vamos a probar que

f(x) = f(y). Supongamos sin pérdida de generalidad que x < y.
Entonces, como f satisface las hipdtesis del teorema del valor medio en
[x,y], existe ¢ € (x,y) tal que:

F(y) = f(x) = f()ly — x).

Como ' =0en (a,b) y c € (a, b), se tiene f'(c) = 0.
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Consecuencias del Teorema del Valor Medio

Teorema

Si f y g son funciones continuas en [a, b] y derivables en (a, b) tales que:
f'(x) = g'(x)

para toda x de (a, b), entonces existe una constante C tal que:

f(x)=g(x)+C para toda x € [a, b].
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Consecuencias del Teorema del Valor Medio

Teorema

Si f y g son funciones continuas en [a, b] y derivables en (a, b) tales que:
f'(x) = g'(x)

para toda x de (a, b), entonces existe una constante C tal que:

f(x)=g(x)+C para toda x € [a, b].

Demostracién: sea h(x) = f(x) — g(x). Entonces h es continua en el
intervalo [a, b] (pues es una diferencia de funciones continuas) y h es
derivable en (a, b) (ya que es una diferencia de funciones derivables).
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Consecuencias del Teorema del Valor Medio

Ademds, como por hipétesis f'(x) = g’(x) para todo x € (a, b), se obtiene:

H(x)=f(x) - g'(x) =0

para todo x € (a, b). Por la primera consecuencia del teorema del valor
medio, se tiene que h es una funcién constante en [a, b]. Por lo tanto,
existe una constante C tal que:

h(x)=C
para todo x € [a, b]. Recordando que h(x) = f(x) — g(x), se llega a :
F(x) = g(x) + C

para toda x en [a, b].
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Funciones crecientes y decrecientes

Vamos a considerar funciones crecientes o decrecientes con desigualdades
estrictas:

@ Decimos que f es creciente en D si:

f(x) <f(y)

para todo x y y en D tales que: x < y.
@ Decimos que f es decreciente en D si:

f(x) > f(y)

para todo x y y en D tales que: x < y.
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Funciones crecientes y decrecientes

La funcién de la siguiente figura es creciente en [a, b]:

Observar que si trazamos las rectas tangentes en cada punto de la gréfica de

y = f(x) para x € (a, b) se tiene que las pendientes de dichas rectas son
positivas. Es decir, f'(x) > 0 para todo x € (a, b). Basado en esta observacidn,
se da ahora un criterio para determinar dénde crece o decrece una funcién
derivable en términos del signo de f.
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Funciones crecientes y decrecientes

Prueba de la derivada primera para funciones crecientes o decrecientes

Sea f una funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b). Entonces:
@ Si f’(x) > 0 para todo x en (a, b), entonces f es creciente en [a, b].

@ Si f’(x) < 0 para todo x en (a, b), entonces f es decreciente en [a, b].

Observacion: el teorema anterior se ejemplificard en la préxima clase.
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Demostracién de la prueba de la derivada primera para

funciones crecientes y decrecientes

Demostracion: vamos a probar el primer item. El segundo queda como
ejercicio para el estudiante. Supongamos que f/(x) > 0 para todo
x € (a,b). Sean x,y € [a, b] tales que:

x <y.

Entonces f satisface las hipdtesis del teorema del valor medio en [x,y] y
por ende existe ¢ € (x,y) tal que:

Fly) = f(x) = f'(c)(y — ).
Como por hipétesis f'(c) > 0 y ademds y — x > 0, obtenemos que:
Fly) = f(x) =f'(c)ly =x) > 0
y entonces:
f(y) > f(x),

lo cual prueba que la funcién f es creciente en [a, b].
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Ejercicios del TP2: sélo turno maiana

Ejercicio 5 c)

Determine la pendiente de la grafica de la funcién en el punto dado utlizando la definicién
de pendiente como limite. Determine también una ecuacion para la recta tangente a la
grafica en ese punto. Finalmente, grafique f y la recta tangente.

T
r—2

c) f(z) =
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Determine la pendiente de la grafica de la funcién en el punto dado utlizando la definicién
de pendiente como limite. Determine también una ecuacion para la recta tangente a la
grafica en ese punto. Finalmente, grafique f y la recta tangente.

T
r—2

c) f(z) =

Ejercicio 6 a)

.En qué puntos las graficas de las funciones indicadas tienen tangentes horizontales?

a) flz) =22 +4z 1
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Ejercicios del TP2: sélo turno maiana

Ejercicio 7 b)

Calcule la derivada de las siguientes funciones y determine el valor de las derivadas indi-
cadas en cada caso.

1—=x
2z

b) glx) = 7(-1);d(V2)
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