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Aproximacion de funciones mediante
polinomios de grado 1
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Linealizacion

Si realizamos un acercamiento al punto P, obtenemos la imagen:

Asi, cerca del punto de tangencia, las graficas de la funcién y de la recta
tangente se vuelven indistinguibles. Esto implica que es posible utilizar la
ecuacién de la recta tangente para obtener buenas aproximaciones de la
funcién f.
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Linealizacio

Defincién de Linealizacion
Sea f una funcidn derivable en x = a. Definimos la linealizacién de f en a
como la funcién:

L(x) = f'(a)(x — a) + f(a).

En general, cerca del punto a, la linealizacién es una buena aproximacién
de la funcién f.
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Linealizacion
Ejemplo: determine la linealizacién de:

en el punto x = 0.
Solucion:

f(x) = %(1 + x)7Y2,

Ademds, f(0) =1y f’(0) = 1/2. Luego la linealizacién de f en x = 0 es:

L(x) = F/(0)(x — 0) + F(0) = %x +1
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Linealizacion
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Linealizacion

La linealizacién de una funcién en un punto x = a se puede utilizar para
aproximar los valores de la funcién cerca del punto a:

Aproximacién Valor verdadero |Valor verdadero — aproximacién|
V12~ 1 +% = 1.10 1.095445 <102
V1os =1+ % = 1.025 1024695 <10-3
V1005~ 1 + 0";05 = 1.00250  1.002497 <105

En las préximas diapositivas vamos a estudiar mas profundamente la
aproximacién que brinda la linealizacién a la funcién.
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Diferenciales

El concepto de Differencial que veremos en esta clase tiene distintos usos
en Ingenieria y en Computacién:
@ En mediciones e instrumentos de ingenieria, se usan derivadas y
diferenciales para estudiar cémo pequeiios errores en las mediciones
de las variables afectan el resultado final del sistema.

@ En sistemas de control o en el disefio de circuitos electrdnicos, si
tienes una pequeia variacién en la entrada, puedes calcular el cambio
correspondiente en la salida utilizando diferenciales.

@ Si un ingeniero estd optimizando un proceso de fabricacién, puede
usar el diferencial para modelar cémo pequefios cambios en las
condiciones del proceso (temperatura, presién, velocidad de reaccién)
afectan el rendimiento o el costo del proceso.

o En andlisis de algoritmos, el cdlculo de derivadas y el uso del
diferencial puede ayudar a entender cémo cambia la complejidad
temporal o espacial de un algoritmo cuando el tamaio de la entrada
cambia.
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Diferenciales

Sea y = f(x) una funcién derivable en x = a. Cuando nos movemos de
x = a al punto x = a + dx, la funcidén experimenta un cambio dado por:

Ay = f(a+ dx) — f(a).
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Diferenciales

Por otro lado, el cambio en la recta tangente L estd dado por:

AL = f'(a)dx

f(a =+ dil:)'>- -----------------

] AL=tga-dr = f'(a)-dz
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Diferenciales

Dado que la recta L representa una aproximacion de f para valores
cercanos a X = a tenemos:

Ay ~ AL.
Es decir:

f(a+dx) —f(a) = f'(a)dx o: f(a+ dx) =~ f(a)+ f'(a)dx.

Definicion de Diferencial

La expresion:
AL = f'(a)dx.

recibe el nombre de Diferencial de f en a y se simboliza por df o dy:

Asi, el diferencial de f en x = a es el cambio que experimenta la recta
tangente a (a, f(a)) cuando x pasa de a a a + dx.
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Diferenciales

Ejemplo: supongamos que un disco metélico de radio r = 10cm se
somete a una fuente de calor y se dilata uniformemente hasta alcanzar un
radio de r = 10.1cm. Utilizando diferenciales estime el cambio en el area
del disco y compdrelo al cambio real.
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Diferenciales

Ejemplo: supongamos que un disco metélico de radio r = 10cm se
somete a una fuente de calor y se dilata uniformemente hasta alcanzar un
radio de r = 10.1cm. Utilizando diferenciales estime el cambio en el area
del disco y compdrelo al cambio real.

Ejemplo: la funcién drea en términos del radio del disco es:

A(r) = nr?.

Queremos estimar el cambio del drea cuando r pasa de 10 cm a 10.1 cm.
Entonces el cambio en la variable independiente, que llamaremos dr es:

dr=10.1-10=0.1cm.
Luego, una aproximacion del cambio en el area es:
AA = A(10.1) — A(10) =~ dA = A'(10)dr = 27.10 cm.0.1 cm = 27 cm?.
Ahora el cambio real es:

A(10.1) — A(10) = 2.017 cm?.
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Cuando nos movemos de a a a + dx, es posible describir el cambio en f de
tres maneras:

Real Estimado
Cambio absoluto Af = fla + dx) — f(a) df = f'(a) dx
Cambio relativo ﬂ i
fla) fla)
Cambi tual Af > 100 af > 100
ambio porcen
P f@) f(a)

En diversas asignaturas de las carreras profundizara el uso de estas
cantidades.
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Sensibilidad al cambio

Suponemos en lo que sigue que dx > 0.
Recordando:

Af = f(a+dx) — f(a) ~ df = f'(a)dx,

se observa que la aproximacién df al cambio real de f (es decir, Af) se
verd influenciada no sélo por el cambio en x (es decir, dx), sino también
por f'(a).

Asi, cuanto mayor sea el valor de f’(a), mayor serd el efecto en la
estimacién de Af de un cambio dado por un mismo dx.
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Ejemplo: Suponga que necesita calcular la profundidad de un pozo de agua a
partir de la ecuacién s(t) = 16t2, midiendo el tiempo que tarda en caer una roca
al agua. ;Qué tan sensibles seran sus cédlculos a un error de 0.1 s. en la medicién

del tiempo?
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Ejemplo: Suponga que necesita calcular la profundidad de un pozo de agua a
partir de la ecuacién s(t) = 16t2, midiendo el tiempo que tarda en caer una roca
al agua. ;Qué tan sensibles seran sus cédlculos a un error de 0.1 s. en la medicién
del tiempo?
Solucién. Calculamos primero el diferencial de s:

ds = 32.t.dt.

Si se comete un error de 0.1 s en la medicién del tiempo entonces la
variacion en la medicién de la profundidad se aproxima como sigue:

As =s(t+0.1) — s(t) = ds = 3.2¢.

Es decir, el error cometido en la medicién de la profundidad es

aproximadamente
3.2t.

Este error aumenta con t, es decir, es mas sensible a mayores
valores de t que a menores valores (para el mismo dt = 0.1).
De hecho, si t = 2 s, entonces el error en la mediciéon de la profundidad es
aproximadamente:

ds = 6.4pies ~ 1.9 m.

Si ahora t = 6 s, entonces: ds = 19.2pies ~ 5.7 m.
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s = 16t*

Pablo D. Ochoa (Facultad de Ingenieria) Anilisis Matemadtico | Abril, 2025



