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TRANSFORMACIONES LINEALES

Sean V y W espacios vectoriales definidos sobre el mismo cuerpo de escalares. La funcion

T, definida del espacio vectorial V en el espacio vectorial W, es una transformacion lineal de
V en W si satisface las dos condiciones siguientes:

1. T (u +v) =T(u)+T(v), paratodo uy v vectores de V;
2. T(k-u)=k-T(u), paratodo u de V, k real

Observar que las transformaciones lineales preservan las operaciones de suma de vectores
y multiplicacion por un escalar.



Definicion

Importante: las condiciones dadas en 1 y en 2 para la determinacion de si una funcion es
una transformacion lineal, pueden expresarse en una unica condicion, como sigue:

T gklu + kzv)J = {qT (w)+k,T (V)J

CLenV CLenW
(dominio) (codominio)

Para todo u y v vectores de V, k;y k> reales.

Una transformacion lineal definida de un espacio vectorial V en el mismo V, se denomina
operador lineal.

. Que ejemplo de operador lineal puedes mencionar?




TRANSFORMACIONES LINEALES

. X . .
La funcion T:IR® — IR’ tal que l‘[( D:(yj ;s una transformacion lineal? Interpreta
X

geomeétricamente

Comprobar que la siguiente funcion es una transformacion lineal:

a a+b 0
T: RZ - My, / T(Z)z[o 0 b]
0 0 0




TRANSFORMACIONES LINEALES

2x
La funcidon 7: 18> 17 tal que 71| *|l=| —+ | es una transformacion lineal
y
y
xX—y

La funcion de um,,en M, definida como
T:M,,—M,,tal que

a b a+b O ., .
- es una transformacion lineal
c d 0 c+d

./ X x+3 T
La funcidn 7: /R - IR tal que r( D:( ] no es transformacion lineal.
y y




ALGUNAS TRANSFORMACIONES LINEALES ESPECIALES
n ransformacion lineal cero o nula \

Es de la forma

T:V—>W tal que
T(v):O

0
Un ejemplo de operador lineal nulo definido en IR es T:IR> — IR tal que l{(xj] :( )

Operador lineal identidad

Es de la forma
Id:V —V tal que
Id(v)=v

b b
1d: IR IR talque 7117 7 ||=|“
c d c d

Ejemplo:




ALGUNAS TRANSFORMACIONES LINEALES ESPECIALES

Transformacion lineal matricial o transformacion lineal definida mediante una matriz
Es de la forma

T:IR' —IR" tal que

( v, \) ( " Y ( W )
v, vl [ w | . .
T =4 - = , siendo Auna matriz fija de orden mxn
) VAN

Importante: observar que toda matriz mxn determina una aplicacion lineal de /R"en IR" y
reciprocamente.



ALGUNAS TRANSFORMACIONES LINEALES ESPECIALES

Ejemplo de una transformacidn lineal matricial

La funcion definida por

T:IR* —IR’ la funcion definida por lﬂxD: 0 -1 {x}




PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES
Propiedad

Propiedad 1: Sea T una transformacion lineal de V en W entonces T (0) = 0.

Propiedad 2: Sea T una transformacion lineal de V en W y v un vector de V entonces T(-v) = -T(v).

Propiedad 3: Sea T una transformacion lineal de V. en W, uy v vectores de V entonces
T-v)=T()-T(v).

Demostrar



Para pensar

a. ¢Cual es la afirmacion reciproca de la propiedad 1?. Determine su valor
de verdad.

b. é¢Cual es la afirmacion contrarreciproca de la propiedad 1?. Determine su
valor de verdad.




Teorema

Sea T una transformacion lineal definida de un espacio vectorial V en otro W. Sea
{v,v,,Vs,...,v, | una base de V y sea {w,,w,,w;,...,w, } un subconjunto de vectores arbitrarios de

W, donde los wi no son necesariamente distintos. Entonces existe y es inica la transformacion
Ta tal que T(Vl) =W T(Vz) =W, T(V3) = W3y eees T(Vn) =W

En otras palabras, siempre es posible encontrar una transformacion lineal que transforme los
vectores de una base de V, previamente determinados, en vectores de W. De modo que una
transformacion lineal T de un espacio V en otro W queda completamente determinada por su

accion sobre una base de V.



Ejemplo de aplicacion del teorema

remenrne fI1] v 1]
a. Hallar {@
b. Encontrar :{BD




NUCLEO E IMAGEN DE UNA TRANSFORMACION LINEAL

Nucleo de una transformacion lineal

Sea T una transformacion lineal del espacio V en el espacio
W. El ntcleo de una transformacion lineal es un subconjunto

de V definido como sigue:

N(T)={veV/T(v)=0}

En particular, el nticleo de la transformacion lineal matricial, se define como:

N(T)={XeR'/4-X =0}




1. Al considerar la transformacion lineal nula definida de V en V, es sencillo concluir que su
nucleo es el mismo espacio V.

2. Sea la transformacion lineal 7: IR* — IR’ tal que T({XD = B}
Y

Obtencion del N(T): {x} eN(T) = T(FD ) {O}
y vl) 10

: X 0
Luego se tiene =

Por lo que es sencillo concluir que el nucleo de T es el conjunto

N(T) ={(0,k),k € IR}




Imagen de una transformacion lineal

Sea T una transformacion lineal del espacio V en el espacio
W. El conjunto mmagen de una transformacion lineal se
simboliza Im(T) y se define

Im(T):{weW/EIveV/\T(v)zw}

Importante: Puede sucederque Im( 7') = W o6 Im(T)c W,



1. Al considerar la transformacion lineal identidad definida de V en V, es sencillo concluir
que el conjunto imagen de T es el mismo V

2. Sea la transformacion lineal:
T:IR* — IR’ tal que

G-
Obtencién de Im(T): m cim(N) &7 (mj - m

: X a
Luego se tiene =

de donde se deduce que los elementos del conjunto imagen de T son los pares ordenados
(a, b) tal que b debe ser cero y a, cualquier real. Es decir

Im(T) = {(a,b)/a elRADb= O} o de otra forma
Im(T) ={(a,0)/a € IR}




NUCLEO E IMAGEN DE UNA TRANSFORMACION LINEAL

Propiedades del nucleo y de la imagen de una transformacion lineal

Sea T una transformacion lineal del espacio V en W entonces el conjunto nucleo de T es un
subespacio vectorial del dominio V.

Demostracion.

Para demostrar que el ntcleo de T es un subespacio, se debe probar que:

1. El nucleo de T es un subconjunto de V. Esto es cierto, puesto que el nucleo de T esta
incluido en el dominio de la funcion.

2. El nucleo de T contiene al menos a un vector. Es decir, es un conjunto distinto del vacio.
Esto es cierto, ya que el vector nulo esta en el conjunto nucleo, por tratarse de un espacio
vectorial.



NUCLEO E IMAGEN DE UNA TRANSFORMACION LINEAL

3. El conjunto nucleo de T es cerrado bajo la adicion y bajo la multiplicacion por un
escalar. Los requisitos mencionados permiten determinar si un conjunto es un subespacio
vectorial de un espacio, para lo cual se usa el teorema correspondiente.

Luego,

a.Sean u, e N(T) y u, € N(T). De este modo, T(¢,)=0y T(u,)=0.

Para que se verifique la ley de cierre para la suma en el conjunto ntucleo de T, debe ser cierto
que: | (u, +u,) e N(T)|, es decir, el vector (u, +u,) debe satisfacer que tiene por imagen al

vector nulo. Considere T(u, +u,)

por ser u; y u; elementos
del nucleo

T(ul +u2)={(ul)+T(u2)J=O+O=O

enun E.V.

T transformaion lineal

Es decir, T(u, +u,) =0, con lo cual se concluye que |(u, +u,) e N(T)|.




NUCLEO E IMAGEN DE UNA TRANSFORMACION LINEAL

b.Sea u, e N(T) y kelR. De este modo, T(u,)=0.

Para que se verifique la ley de cierre para el producto en el conjunto nicleo de T, debe ser
cierto que: | (k-u,) e N(T)|, es decir, el vector (k-u,) debe satisfacer que tiene por imagen al

vector nulo. Considere entonces 7T(k-u,)

por ser u; elemento
del nucleo

Tk w)=k-T()=k:0=0

enunE.V.

T transformeionlineal

Es decir, T(k-u,)=0, con lo cual se concluye que |(k-u,) e N(T)|.

Luego: N( T ) es un subespacio vectorial del espacio V.



NUCLEO E IMAGEN DE UNA TRANSFORMACION LINEAL

Sea T una transformacion lineal del espacio V en W entonces el conjunto imagen de T es un
subespacio vectorial del codominio W.

Notas

e Puesto que el nucleo de T es un espacio vectorial, puede conocerse su dimension. A la
dimension del nucleo de una transformacion lineal se la llama nulidad de la transformacion
lineal. En simbolos: n(T).

« Puesto que imagen de T es un espacio vectorial, puede conocerse su dimension. A la
dimension del conjunto imagen de una transformacion lineal se la denomina rango de la
transformacion lineal. En simbolos: o(7)



Teorema de la Dimension

Sea T de un espacio V en otro W una transformacion lineal entonces se verifica:

dmV=dimN(T)+dimIm(T)

De otra forma:

n = nulidad (T) + rango (T)




CLASIFICACION DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES

Definiciones

Se dice que una transformacion lineal T del espacio V en W es un
monomorfismo si la transformacion lineal es inyectiva.

Se dice que una transformacion lineal T del espacio V en W es un
epimorfismo sila transformacion lineal es sobreyectiva.

Se dice que una transformacion lineal T del espacio V en W es un
isomorfismo si y solo si es monomorfismo y epimorfismo.

Se dice que una transformacion lineal T del espacio Ven W es un
endomorfismo si V=W.

Se dice que una transformacion lineal T es un automorfismo si es un
endomorfismo biyectivo.




PROPIEDADES DEL NUCLEO E IMAGEN
Propiedad del Nucleo de una TL

e Sea la funcion T del espacio V en W una transformacion lineal, entonces las
siguientes proposiciones son equivalentes:

a) T es monomorfismo
b) N(T) = {0}

c) nulidad(T) =0




PROPIEDADES DEL NUCLEO E IMAGEN
Propiedad de la Imagen de una TL

e Sea la funcidon T del espacio V en W una transformacion lineal, entonces
las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) T es epimorfismo

b) Im(T) =W




EJEMPLO

La funcién
T: R? > R? tal que
T((x, y)) = (2x+y, 3x+2y)

Es un automorfismo.

Analiza la transformacion lineal definida y confirma la afirmacion.




REFRESCANDO LA MEMORIA

Dado que las transformaciones lineales son un tipo especial de funcidn, recordamos una
clasificacion de funciones:

Definiciones

* Sedice que una funcion f de A en B es inyectiva si para todo par de
elementos x4,x, € A se cumple que:

f(x1) = f(x2) = x1 = x5.

(O equivalentemente: x; = x, — f(xq) # f(x,) )

* Sedice que una funcion f de A en B es sobreyectiva si paratodoy € B
existe al menos un x € A que es su preimagen, es decir: y = f(x).




