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Motivacién geométrica de la integral

Problema. Determine el drea de la regién sombreada:

f

y=a’+2

¢ Area de la region sombreada?
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Motivacién geométrica de la integral

Como primera aproximacién, tomamos un rectdngulo de base igual al

intervalo considerado y altura igual al valor de la funcién en x = 0, en este
caso f(0) = 2.

y:w2+2

Area del rectangulo = 6 x f(0)= 12
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Una mejor aproximacién se obtiene tomando mds rectdngulos:

y=a"+2

-3 ! ' 3

Observar que los rectangulos tienen la misma base y la altura de cada uno
la da el valor de f en -1, 0 y 1. Por supuesto, se podrian haber elegido
otros puntos. Suma de las areas de rectdngulos: 16.
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En la siguiente figura se han tomado n = 6 rectangulos:

N\

y

y=ax+2

-3

3

Observar que los rectangulos tienen la misma base y la altura de cada uno
la da el valor de f en -2,-1, 0, 1 y 2. Por supuesto, se podrian haber
elegido otros puntos.Suma de las dreas de rectdngulos: .22.
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En la siguiente figura se han tomado n = 15 rectdngulos:

y=x"+2

Suma de las dreas de rectdngulos: 26.5.
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En la siguiente figura se han tomado n = 30 rectdngulos:

f

\ |l v

Suma de las areas de rectangulos: 28.5. Se espera que a medida que se
tomen todos los rectdngulos cada vez mas finos, la aproximaciéon mejore.
De hecho, el drea buscada es 30.
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En las préximas diapostivas vamos a formalizar el proceso de aproximacién
mediante rectangulos de una regién delimitada por el grafico de una
funcion f > 0:

@ Primero, formalizaremos el proceso de divisién de un intervalo en
otros mds pequefios (que constituyen las bases de los rectangulos)
introduciendo el concepto de Particién.

@ Luego, introduciremos una medida que nos dird que tan finos son los
rectangulo utilizados, definiendo la nocién de Norma de una
particion.

@ Se formalizard la idea de sumas de dreas de rectangulos a través de la
definicién de sumas de Riemann.

@ Finalmente, mediante un proceso de limite se obtendra el area
buscada a través del concepto de Integral Definida.
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Nocidén de Particion

Particion de un intervalo: si /| = [a, b] es un intervalo, una particién P
de | es una coleccién de puntos distintos: xg, x1, ..., X, con la propiedad:

a:Xo<X1<-~~<Xn:b.

Escribimos: P = {xo, x1, ..., Xn}. Asi, una particién P se utiliza para dividir
un intervalo [a, b] en subintervalos:

[a, Xl], [X1, X2], [X2, X3], ceey [X,,,l, b]
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Nocién de Particién: ejemplo

Por ejemplo en el gréfico:

f

y=a*+2

hemos tomado la particién:
P= {_3) _27 _1a 07 17 27 3}

del intervalo [-3, 3].
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Nocién de Norma de una Particion

Norma de una particion: si P = {xp, x1, ..., X5} es una particién de /,
entonces la norma de P es:

[|P|| = max {xl — X0y X2 — X1y eeey X — anl} = max {Axk tk=1,.., n}

donde: Axy = X — Xk_1.
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Nocién de Norma de una Particién: ejemplo

Por ejemplo en el gréfico:

f

y=a"+2

donde:
P={-3,-2,-1,0,1,2,3}

se tiene ||P|| = 1.
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Nocién de Norma de una Particién: mds ejemplos

Ejemplo: sea | = [0, 1], entonces podemos formar las siguientes
particiones:
1
P:{O,z,l}, [|IP|| =1/2.
afIPl=172

12 n—1
P,,:{O,,,..., ,1}, [|Pnl| = 1/n.
n'n n

Observacion: en el ultimo caso:

Blw

I

T

Il
—N—
\.o
N =

lim ||P,|| = 0.
n—o0

En la préxima diapositiva vamos a formalizar la idea de sumas de dreas de
rectangulos.
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Sumas de Riemann

Sea f :[a,b] = R, f(x) > 0 para todo x € [a, b]. Tomemos:
P = {x0, X1, X2, ..y Xn}
una particién del intervalo [a, b]. Seleccionamos puntos c1, ¢, ¢3, ..., Cq:
1 € [xo, xi1]

C € [X1,X2]

Ch € [Xn—lvxn]
La suma:
S(f,P) = f(c1)Ax1 + () Axp + -+ + F(n) Axn = Y _ F(ci) Dxi,
k=1

se denomina suma de Riemann de f en [a, b] con respecto a P.

7 = =
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Sumas de Riemann: ejemplo

f

y=a"+2

-3

3

se tomaron: ¢; = —2 € [-3,-2], o =—-1€[-2,-1], 3 =0 € [-1,0],
ca=0€][0,1, cs=1€[1,2] y ¢ =2 € [2,3]. La suma S(f, P) asociada

€s:

S(f,P) = f(~2).1+ f(—1).1 + £(0).1 4 £(0).1 + £(1).1 + £(2).1
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Se mencioné anteriormente que si se toman todos los rectangulos cada vez
mas finos se obtiene una mejor aproximacién a la regidén considerada. Por
ejemplo:

Z y=a’+2

Observar que lo que se busca es hacer que las longitudes de los
subintervalos en los que se dividié el intervalo [—3, 3] sean
simultaneamente cada vez menores. La forma de lograr esto es haciendo
que la norma de las particiones de [—3, 3] tiendan a cero.
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Asi, se espera que el drea A de la regidn considerada sea:

A= lim S(f,P).
1P[|=0

Ademids, dicho limite recibird un nombre especial.
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Integral Definida

Definicion de integral definida
Sea f :[a,b] = R, f > 0. Decimos que la funcién f es integrable en
[a, b] si el limite:

lim S(f,P)=A
|IP[|=0

existe. El nimero A se denomina integral definida de f en el intervalo
[a, b] y escribimos:

A= /ab f(x)dx.

En la préxima clase veremos ejemplos explicitos de aplicacién de esta
definicién.
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Calculo de areas para funciones no-negativas

Definicién

Sea f : [a, b] — R tal que f(x) > 0 para todo x € [a, b]. Entonces el drea
de la regién comprendida entre el grafico de f, las rectas x = a, x = b y el
eje x se define como:

b
/ f(x)dx (siempre que la integral exista).
a
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Integral definida

Antes de calcular una integral respondamos el siguiente interrogante:
i Qué debe satisfacer una funcién f para que sea integrable?
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Integral definida

Antes de calcular una integral respondamos el siguiente interrogante:
i Qué debe satisfacer una funcién f para que sea integrable?

Teorema

Sea f : [a, b] — R. Entonces:

@ Si f es continua en el intervalo [a, b], entonces f es integrable en
[a, b].
@ Si f tiene una cantidad finita de discontinuidades en [a, b] y estas

discontinuidades son evitables o de salto, entonces f es integrable en
[a, b].
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Integral definida

Antes de calcular una integral respondamos el siguiente interrogante:
i Qué debe satisfacer una funcién f para que sea integrable?

Teorema

Sea f : [a, b] — R. Entonces:

@ Si f es continua en el intervalo [a, b], entonces f es integrable en
[a, b].
@ Si f tiene una cantidad finita de discontinuidades en [a, b] y estas

discontinuidades son evitables o de salto, entonces f es integrable en
[a, b].

Observar:

f derivable = f continua = f integrable.
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Asi, si una funcién f es continua en [a, b], entonces sabemos que es
integrable y por ende para calcular

lim S(f,P) / f(x
IPl|—0

podemos usar particiones especificas P que cumplan ||P|| — 0. También
podemos elegir los puntos ¢ en las sumas de Riemann de la forma mas
apropiada posible.

En este curso, el estudiante resolverd integrales por definicién solamente
para funciones polinémicas simples en [0, 1]. Para ellos, usard las

particiones
12 -1
P, = {0 ! ,1}.
n'n n

Integrales mas complejas seran calculadas con otros métodos.

Pablo D. Ochoa (Facultad de Ingenieria) Anilisis Matematico | Abril, 2024



Integral Definida: ejemplo de calculo de integrales

mediante la definicidn

Ejemplo: calculemos

1
/ 2xdx.
0

La funcién f(x) = 2x es continua en [0, 1], luego es integrable. Para cada
ndmero natural n, tomemos la coleccién de particiones:

12 -1
Pn:{0777"'5n 71})
n n n

y tomemos ¢; =0, ¢ =1/n, c3 =2/n,....ckx, = (k—1)/n,...,
¢n = (n—1)/n. Entonces ||P,|| = 1/n, la cual tiende a cero cuando n
tiende a infinito. Asi:

1
/ 2xdx = lim S(f, Pp).
0

n—oo

Resta calcular S(f, P,) y hacer n — oc:
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Integral Definida: ejemplo de cdlculo de integrales

mediante la definicidn

3
3

k=1 k=1 =1
S P A Ul B Yol
n? n? 2 n? 2
k=1
1 - 1
:1—;%1, (se usé que ;k:n(n;— ))

cuando n — oco. Por lo tanto:

1
/ 2xdx = 1.
0
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Integral Definida: ejemplo de calculo de integrales

mediante la definicidn

3
3

_2 (k_l)zg[”(”"‘l)_ }_2”2_”
n? n? 2 n? 2
k=1
1 ? n(n+1)
- =L (se usé que Eﬁ 5 )

cuando n — oco. Por lo tanto:

1
/ 2xdx = 1.
0

Tarea para el alumno: tomar ¢, como el extremo derecho de cada
intervalo.
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