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MATRIZ ASOCIADA A UNA TRANSFORMACION LINEAL
Coordenadas de un vector en una Base

Sea V un espacio vectorial y sea B = {v{,v,, ..., ,} una base (ordenada) de V,

entonces cada vector u € V se puede expresar de modo unico como CL de los vectores
de B.

Esto es, existen escalares unicos ¢4, ¢, ..., Cy, tales que:

U=cv; +cv, + -+ c v,

A los escalares ¢4, ¢y, ...,Cy, se los llama coordenadas del vector en la base B y se
indican:

lulp =




MATRIZ ASOCIADA A UNA TRANSFORMACION LINEAL
Coordenadas de un vector en una Base

El vector de coordenadas de u =[(7)j en la bases, - {(é](?]}

7
(0,7)=0.(1,0)+7.(0,1)

0
(base candnica), es [u];. = { } puesto que

Interpreta geométricamente.

Es importante tener en cuenta que, en la base candnica,
las coordenadas de un vector coinciden con las
componentes del vector.




MATRIZ ASOCIADA A UNA TRANSFORMACION LINEAL
Coordenadas de un vector en una Base

0 _
El mismo vector [u]; = {7} , en la base B, = {(;N 32} resulta

], - {

1} , yaque (0,7)=2.(1,2) + 1. (-2,3). Es decir, las

2
coordenadas del vector u en |la base B, ]y = L}

Completa la interpretacion geometrica realizada
anteriormente.




MATRIZ ASOCIADA A UNA TRANSFORMACION LINEAL

Recordemos que a una transformacion lineal la podemos encontrar
expresada mediante su “esquema funcional” o definida a través de una
matriz que multiplica al vector X del dominio.

Observemos las siguientes representaciones de la misma transformacion lineal T:

T-IR*>IR® tal que y T-IR*S IR’




MATRIZ ASOCIADA A UNA TRANSFORMACION LINEAL

Resulta muy importante y de mucha utilidad formar una matriz A que represente a una
transformacion lineal, escribiendo como columnas de A a las coordenadas de los
transformados de los vectores de una base del dominio expresados en una base del
codominio de la misma. A continuacion se define la matriz A.

Definicion de matriz asociada a una transformacion lineal

DEFINICION: Sea la funcién T definida del espacio vectorial V en W una transformacién

lineal. Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita y sean B={1’1,1':,v3...,1{,:} una
base ordenadade Vy B'= {wl, Wy, 11-3___,1sjm} una base ordenada de W. Entonces se define la

MATRIZ ASOCIADA a la transformacion lineal T como la matriz Ay, tal que:

Ar = [[T(V1)]B’ [T(v)lp - [T(Vn)]B’]




MATRIZ ASOCIADA A UNA TRANSFORMACION LINEAL

Ejemplo

. 1 Ijr- X Hli e
Dada la transformacion lineal T': IR° —IR" tal que ; = x

'L'Jf Ly

W
Halle la matriz asociada a T, respecto de las bases indicadas
v escriba su representacion matricial:

a) Canonicas en el dominio vy codominio.

’f_l o
b) E=JL D‘} 3)} en el dominio y la canonica en el codominio.
LY L

N EETE
c) Canonica en el dominio y B'= 0 en el codominio.

1 i

LS

—1Y{0 oy
d) EB= ! en el dominioy B'= l + en el codominio.
0 F\3 LYALY J




MATRIZ ASOCIADA A UNA TRANSFORMACION LINEAL

Representacion matricial de una transformacion lineal

Representacion matricial de una transformacion lineal
Teorema

Sea T una transformacion lineal definida del espacio V

en el espacio W y sea A la matriz asociada a T respecto

de las bases B v B” del dominio v codominio, respectivamente.

Entonces

(VX eP): 4-[X | =[T(X)];

Esta ultima expresion, también puede escribirse:

T:V > W talque [FTXD], =4-[X];




MATRIZ ASOCIADA A UNA TRANSFORMACION LINEAL

Representacion matricial de una transformacion lineal

Expresion matricial de una TL si se consideran las bases
candnicas en el dominio y codominio de la funciéon
respectivamente.

Sea T:R?— R3? tal que T(x;X,) =(x,; X;; X;+X,) se puede
escribir como:

0

12, e [
= X 0 como matrices T =1
X, X, 1




TRANFORMACIONES LINEALES GEOMETRICAS DEL PLANO

Transformacion lineal — Representacion matricial

Observa el efecto que la funcion lineal le produce al vector v équé
nombre darias a la transformacion lineal segun lo observado?

S P
S IEE
v W\ -

" TN 1 01[=x

T(v)




TRANFORMACIONES GEOMETRICAS DEL PLANO

Transformacion lineal — Representacion matricial

Observa el efecto que la funcion lineal le produce al vector v équé
nombre darias a la transformacion lineal segun lo observado?

T:IR* > IR?

T(v) \'}




TRANFORMACIONES GEOMETRICAS DEL PLANO

Transformacion lineal — Representacion matricial
Observa el efecto que la transformacion lineal le produce al vector v. éQué
nombre le darias a la transformacion lineal segun lo observado?

¥

T:IR* = IR?

%) 7|’ |
¥




TRANFORMACIONES LINEALES GEOMETRICAS DEL PLANO
Simetria axial




TRANFORMACIONES GEOMETRICAS DEL PLANO

Transformacion lineal — Representacion matricial
Observa el efecto que la transformacion lineal le produce al vector v. éQué
nombre le darias a la transformacion lineal segun lo observado?

y | T-IR2 > IR?

[ 7 _t\ \ '\‘ /—_Y
v ' TJI ' l l=' )
: W) \—y,

-

| (Tx]) [-1 0][x
T(v) Tﬂ}'h:[ﬂ —JH




TRANFORMACIONES LINEALES GEOMETRICAS DEL PLANO

Simeftria radial




TRANFORMACIONES GEOMETRICAS DEL PLANO

Transformacion lineal dilatacion o contraccion en la direccidn del eje x

0 T W A T-IR”?IRY , kelR*y k=1

(3]




TRANFORMACIONES LINEALES GEOMETRICAS DEL PLANO

Homotecias

8
7
6"
5 |
41
3
2
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TRANFORMACIONES LINEALES GEOMETRICAS DEL PLANO
Conftracciones




TRANFORMACIONES GEOMETRICAS DEL PLANO

Transformacion lineal de rotacion

T:IR' > IR’

’
/
|

xcosf-y sen 6\'|

Ti ‘ T ’ |
=
y)) \x senf+ycos)

) Hime ol




TRANFORMACIONES LINEALES GEOMETRICAS DEL PLANO
Rotaciones




TRANFORMACIONES GEOMETRICAS DEL PLANO

Transformacion lineal de corte o cizalladura horizontal

T:IR* 5 IR kelRy k=0

.I ((x\) (x v
E T(A) T;JJ{ J:, )

T AH




TRANFORMACIONES GEOMETRICAS DEL PLANO

Transformacion lineal de corte o cizalladura vertical

v T:IR*—>IR* ,k€lRy k=0

% ]‘{[:\P :II,‘ -

\y+kx

T BRI (W] M W




TRANFORMACIONES LINEALES GEOMETRICAS DEL PLANO

Cizalladura




TRANFORMACIONES LINEALES GEOMETRICAS DEL PLANO

Efecto de las transformaciones lineales

El Origen se /

Las rectas siguen manticne fijo
siendo rectas




TRANFORMACIONES GEOMETRICAS DEL PLANO

Transformacion lineal — Representacion matricial

Observa el efecto que la transformacion lineal le produce al vector v. éQué
nombre le darias a la transformacion lineal segun lo observado?

¥

T:IR? = IR?

i 4
(\

x) \ { \
=
y))

o)

-
)

-

T(v)




TRANFORMACIONES GEOMETRICAS DEL PLANO

Transformacion lineal — Representacion matricial

Observa el efecto que la transformacion lineal le produce al vector v. éQué
nombre le darias a la transformacion lineal segun lo observado?

Y T:-IR* > IR?

Tw=©:y) | mmn ﬂ|r




MATRIZ ASOCIADA A UNA TRANSFORMACION LINEAL

: ’ . X 12x+10y
Ejemplo: Dada T:IrR"- - IR~ talque = , halle:
¥ ~1—=13y

a) la matriz A asociada a la transformacion dada, respecto

de las bases canodnicasen el dominioy en el codominio.

b) la matriz M asociada a la misma transformacion, en

1 2
este caso, respecto de la base B'= {[ 1],[ 3]} en el

o — ( ejercicio pag. 486-487, Grossman, 62 edicion )
dominioyen el codominio.




La matriz de un operador lineal T:V = V depende de la base elegida para V. Uno
de los problemas fundamentales del algebra lineal es elegir una base para V' que
simplifique la matriz para T, por ejemplo, diagonal o triangular. En esta seccion
se estudiara este problema.

Extraido del libro de Howard Anton



MATRIZ DE CAMBIO DE BASE O MATRIZ DE TRANSICION

Para pensar:| ;Existird alguna relacién entre las matrices A y M encontradas?‘

Para responder esto se introduce el concepto de matriz de cambio de base, que permite
cambiar las coordenadas de un vector dadas en una base por las del mismo vector pero
en otra base :

Sea V espacio vectorial de dimension finitan e Id la TLidentidad de Ven V.

Llamamos matriz de cambio de base de la base B ala B’ ala matriz asociada a la
transformacion identidad respecto de la base B en el dominio y la base B’ en el

codominio:
Id:V -V talque Id(X)=X

Si P es la matriz asociada a dicha transformacion, la representacion matricial queda:
[Id([X]g)]lp = P[X]p osea [X]p =P[X]g




[Id([X]g)]lsr = P[X]g osea [X]p =PlX]p (1)

Asi, con la matriz Py las coordenadas de X en la base B, se puede obtener las
coordenadas de X en la base B'.

De modo analogo se puede encontrar la matriz Q, que sea la matriz de cambio de base
B” a la base B.

Id([X]p)]lp = QlX]pr osea [X]p = Q[X]p (2)

Reemplazando (2) en (1): |[X]|g- = P[X]z = P (Q|X]g")
= (P Q) [X], WP X1z = (P Q) [X]s

Luego, PQ =1, yclaramente Q = P~

La matriz P de pasaje o de transicion de la base B a B’y la matriz Q de transicion de la
base B’ a B, son matrices inversas entre si.




MATRIZ DE CAMBIO DE BASE O MATRIZ DE TRANSICION

Teorema

Si P de orden n, esla matriz de transicion de la base B a la base B’, entonces:

a) Pesinversible.

b) P -1eslamatriz de transicion de B’ a la base B.

Encontrar la matriz de cambio de base:

) 1 2 11]0
a) dela base B =< , alabase B-= , -
—1(-3 0]]1
110 1 2
b) de la base B = , ala base B’ = , -
10]]1 —-1/1-3]

c) mostrar que las matrices obtenidas en los items a) y b) son inversas entre si.




MATRICES SEMEJANTES

Consideremos ahora las matrices asociadas a un operador lineal T definido en el espacio
vectorial V de dimension finita, respecto de una misma base en el dominio y codominio.
Como vya dijimos anteriormente, las matrices asociadas a una transformacion lineal,
dependen de la base elegida en V.

SeaT:V — Vunoperador lineal y sean: Ay M dos matrices asociadas a dicho operador.
A: matriz asociada a T respecto de la base B vy

M: matriz asociada a T respecto de la base B .

Si ademas indicamos con P a la matriz de transicion de la base B’ a la base B. Por lo visto
anteriormente, P! serd la matriz de transicién de la base B a la base B'.



MATRICES SEMEJANTES

La figura describe graficamente como estan relacionadas las matrices A y M
asociadas a un mismo operador lineal T en V:




MATRICES SEMEJANTES

Dado que A es la matriz asociada a T respecto de la base By M la matriz asociada a T
respecto a B’, las siguientes relaciones son validas para todo X en V:

La ecuacion A-|X], =[T(X)], , que en el gréfico est4 representado por:

x],— (1),

La ecuacién M-|X|, =|T(X)],. , que en el grafico esta representado por:

X, — 1),



MATRICES SEMEJANTES

Volviendo a la figura, podemos ver que hay dos caminos para ir de la matriz de coordenadas
X a la matriz de coordenadas T(X).

Un camino directo es el que estaria representado en la parte inferior de la figura y que nos
permite llegar a [T(X)|, partiendo de las coordenadas [x],, , mediante Ila

premultiplicacion de dichas coordenadas por la matriz M, es decir:

M'[X]B' :[T(X)]B' [1]



MATRICES SEMEJANTES

Un camino indirecto, que consta de tres pasos

1°) partir de las coordenadas de X en la base B” y aplicarle la transformacion Id que tiene
como matriz asociada a P, obteniendo las coordenadas de X en |la base B:

PlX]p = [X]p

2°) a las coordenadas de X en |la base B aplicarle la transformaciéon T que tiene como

matriz asociada a A: AlX]z = [T(X)]g

3°) finalmente, a las coordenadas de T(X) en la base B aplicarle la transformacion /d que
tiene como matriz asociada a P1: para encontrar las coordenadas de la imagen de T(X)

en la base B”:
P [TX]p =I[TX)]p

[P‘l-A-P-[X]B' = [T(X)]gr =M - [X]z dedonde P~1-A-P =M]




MATRICES SEMEJANTES

| T

[X]B' ) T(X)
M

G caminodirecto
B caminoindirecto



MATRICES SEMEJANTES

Sea T:V — V un operador lineal sobre el espacio vectorial V de dimension finita. Si A es la
matriz asociada a T respecto de la base B en el dominio y codominio y M es |la matriz
asociada a T respecto de la base B’ en el dominio y codominio, entonces

M=PLA.P

donde P es la matriz de transicidn de la base B’ a |la base B.

Definicion

Sean Ay B dos matrices cuadradas de orden n, se dice que B es semejante a A,
si existe una matriz inversible P de orden n, tal que B=P! A.P




MATRICES SEMEJANTES

Determine si las matrices A y M obtenidas en el ejemplo son matrices semejantes

-15 -1

T, obtenidas en el ejemplo 4 (pag. 14 de ese apunte), la primera de ellas A, referida a |la base

12 10 2 0
Siendo A:{ 3} Yy M:{O } las dos matrices asociadas a la transformacion lineal

candnica en dominio y codominio y la segunda M, referida a la base B en dominio y

codominio. Diapositiva 28




MATRICES SEMEJANTES

IMPORTANTE:

1. La ecuacion B = P A P, puede escribirse también como A = (P1)! B P, Por lo tanto,
escribiendo P1=Q, resulta: A=Q* B Q, lo cual indica que A es semejante a B. En conclusion,

se dice que A y B son semejantes entre si.

2. Todas las matrices asociadas a un mismo operador lineal respecto de la misma base en
el dominio y codominio son MATRICES SEMEJANTES entre si.

3.Si T esuna funcidn de Mnxn en Mnxn tal que T(A) = P AP, siendo P una matriz fija, entonces

T recibe el nombre de transformacion lineal de semejanza.



PROPIEDADES DE LAS MATRICES SEMEJANTES

Propiedad

Si Ay B son matrices semejantes de orden n, entonces

det(A) = det(B).

e tr(A) =tr(B).

* A?essemejante a B?
A" essemejantea BT

« Alessemejante a B

Demostrar



