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Series de Taylor

En esta parte, vamos a ver cdmo generar una serie de Taylor. Para ello,
supongamos que:

oo
f(x)= Zan(x—a)" = agtai(x—a)+as(x—a)+az(x—a)l+---, |x—al <R
n=0
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Series de Taylor

En esta parte, vamos a ver cdmo generar una serie de Taylor. Para ello,
supongamos que:

f(x)= ian(x—a)" = agtai(x—a)+as(x—a)+az(x—a)l+---, |x—al <R
n=0

Entonces necesariamente:

a0 = f(a) = f®(a)  (convencién f© = f).
Si derivamos f:

f'(x) = a1 + 2ap(x — a) + 3az(x — a)> + - --
y entonces:

a; = f'(a).
Si volvemos a derivar:
FA(x) =2a, +3.2.a3(x —a) + - -

y asi
£ (a)

fP(a) =2ay = ap = 5
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Series de Taylor

La derivada de orden 3 de f es:
) (a) = 3.2a3 + términos que dependen de (x — a),
f3)(a)

3!

y en general los coeficientes de la serie f en potencias de (x — a) son:

f®)(a) =3.2.a3 = a3 =

(n)
f(n)(a):n!.anian: d nl(a) n=0,1,..
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Series de Taylor

Serie de Taylor generada por una funcién

Sea f una funcién con derivadas de todos los 6rdenes en un intervalo /
que contiene a un punto a. Entonces, la serie de Taylor generada por f y
centrada en el punto a es:

> (g
an!()(x—a)"7 x el

n=0

Escribimos:

% f(n)
FeS @G e,
n=0

n!

Las sumas parciales de la serie de Taylor de una funcién f, centrada en a,
se llaman polinomios de Taylor:

f(2)( a)
21

f(”)(a)
n!

Pa(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + (x—a)+---+ (x—a)".
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Series de Taylor

Ejemplo: mostrar que la serie de Taylor centrada en a = 0 generada por

f(x) =e~es

Z%, x € R.

n=0
Es decir se pide comprobar:

o0 Xn
X ~ E —, x € R.
n!
n=0
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Series de Taylor

Ejemplo: mostrar que la serie de Taylor centrada en a = 0 generada por

f(x) =e~es

Z%, x € R.

n=0
Es decir se pide comprobar:

o0 Xn
X ~ E —, x € R.
n!
n=0

Solucién: vamos a calcular los coeficientes de la serie de Taylor generada
por la funcién exponencial en a =0

70, n=0,1,2,..
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Series de Taylor

Para n =0, fO(x) = f(x) = ¥ y entonces:

fO0) €°
0! 1

Ademds, f'(x) = e*, f(?)(x) = e y entonces
(N (x) = & para todo n.
Asi

fM@) & 1
nl n  nl

oo
X Xn
e E —.
n!

n=0

Por lo tanto
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Series de Taylor

Pregunta: jpodemos asegurar que
o0 NG
e = E —7 Es decir ;¢ lim Py(x) =¢e*?
n—oo

n!
n=0

Sin embargo, observar que si tomamos los primeros polinomios de Taylor:
Po(X) =1
Pi(x)=1+x

1
Py(x)=1+x+ §x2.

1 1
P3y(x)=1+x+ §X2 + 6x3.

y los graficamos:
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Aproximacion de y = e* mediante los polinomios de Taylor

se obtiene que a medida que n aumenta, los polinomios P, son cada vez mas
parecidos a e, es decir, conjeturamos que lim,_, ., P,(x) = €* para todo x.
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Convergencia de series de Taylor

Teorema de Convergencia de series de Taylor

Si f tiene derivadas de todos los érdenes en un intervalo | = (¢, d) y

a € (c,d), entonces para cada x € | y cada n € N, existe ¢, entre a y x
tal que:

Fr+(cp)

f(X) = Pn(X) I W

(X . a)n—&-l7

donde P,(x) es el polinomio de Taylor de grado n y el término:

_ f(n+1)(cn) .

Rax) = )

a)n—i—l

es el residuo de orden n.

Observacién: la expresién f("1)(c,) representa la derivada de orden
n+ 1 de f evaluada en el punto ¢,.
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Convergencia de series de Taylor

Por ende, la conclusién del teorema anterior puede escribirse: para cada
x € | y cada n € N, existe ¢, entre ay x tal que

f(x) = Pn(x) + Rn(x).
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Convergencia de series de Taylor

Por ende, la conclusién del teorema anterior puede escribirse: para cada
x € | y cada n € N, existe ¢, entre ay x tal que

f(x) = Pn(x) + Rn(x).

Recordemos que para obtener:

> £(n)
) =3 T @
n=0 ’

las sumas parciales de la serie de Taylor deben converger a f(x). Es decir:

f(x) = lim Pp(x).

n—o0

En vista del teorema anterior, esto sucede si y solo si:

lim Rn(x)=0.

n—o0
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Convergencia de series de Taylor

Definicion

Si Rp(x) tiende a cero cuando n — oo para cada x de un intervalo / que
contiene a a, entonces decimos que la serie de Taylor centrada en a
generada por f converge a f en | y escribimos:

% fln)(5
o) =3 @ oy

n=0
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Convergencia de series de Taylor

Definicién
Si Rp(x) tiende a cero cuando n — oo para cada x de un intervalo / que

contiene a a, entonces decimos que la serie de Taylor centrada en a
generada por f converge a f en | y escribimos:

% fln)(5
o) =3 @ oy

n!
n=0

Ejemplos: para la funcién exponencial y las funciones seno y coseno, se cumple
R,(x) — 0 cuando n — oo para todo x. Asi:

0 n oo 2n+1

e = Z:; — sen(x) = ;(_1)"m
Y o 2
cos(x) = ;(—1)"(2’1)!

para todo x € R. (En practica van a generar las series de seno y coseno).
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En Métodos numéricos, realizara el siguiente andlisis donde estara usando
el teorema de convergencia de series de Taylor:
Considere la funcién e*. Entonces, sabemos por ejemplo

2
e =14+x+ =+ R(x),

2!
donde (e
(e e
R2(X) = TX?) = ?X .
Entonces, el residuo se puede controlar por
[Ra(x)] < Mx|?,

con lo cual se dird que el residuo R, es de orden 3 y podra hacer la

siguiente aproximacién:
2
X
X ~ R
e ~1+x+ o
siendo el error de aproximacién de orden 3. Por ejemplo, el error entre
0.12
Ol oy 1+01+—-

puede ser controlado aproximadamente por 0.13. Otras aplicaciones se
daran en la préctica.
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Uso de la serie geométrica para desarrollos de funciones

Para funciones como y = In(1+ x), y = tan"(x) o y = 1/(1 + x), se
busca encontrar una relacién con la suma de la serie geométrica:

Zar" = ﬁ, |r] < 1.
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Uso de la serie geométrica para desarrollos de funciones

Para funciones como y = In(1+ x), y = tan"(x) o y = 1/(1 + x), se
busca encontrar una relacién con la suma de la serie geométrica:

a
n __
Zar =1, |r] < 1.
n=0
La relacién puede ser directa como para 1/(1+ x) (donde a =1y
r = —x) obteniéndose la igualdad:
D L D S
I+x  1-(=x) 4 —~ ’ ’

Observar que el intervalo de convergencia es (—1,1) y el radio de
convergencia R = 1.
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Uso de la serie geométrica para desarrollos de funciones

Para funciones como y = In(1+ x), y = tan"(x) o y = 1/(1 + x), se
busca encontrar una relacién con la suma de la serie geométrica:

Zar" = ﬁ, |r] < 1.

La relacién puede ser directa como para 1/(1+ x) (donde a =1y

r = —x) obteniéndose la igualdad:
1 1 oo o
Trx T Ty - () = M <L
n=0 n=0

Observar que el intervalo de convergencia es (—1,1) y el radio de
convergencia R = 1.

En otros casos se debe derivar o integrar y aplicar el teorema de integracién
o derivacién de series de Taylor como se vera en las préximas diapositivas.
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Derivacién de series de Taylor

Teorema de derivaciéon de series de Taylor

Supongamos que:

f(x) = an(x —a)" = ap + a1(x — a) + a(x — a)° + a3(x — a)* + - -
n=0

para |[x — a| < R. Entonces f es derivable en (a — R,a+ R) y ademds:

F/(x) = nan(x —a)" ' = a1 + 2ap(x — a) + 3az(x — a)’ + - --
n=1

para todo x que cumpla [x — a| < R.

i

El teorema anterior afirma que una serie de Taylor se puede derivar
término a término en el intervalo de convergencia y que la serie
resultante converge, al menos, en el mismo intervalo que la serie
original.
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Ejemplo: desarrolle en serie de Taylor centrada en x = 0 a la funcién:
1

f(x) = A7
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Ejemplo: desarrolle en serie de Taylor centrada en x = 0 a la funcién:
1
Fx) =
Solucién: si buscamos una antiderivada de f obtenemos
1
F(X) = )
1—x
cuya expresion puede vincularse a la suma de una serie geométrica con
a=1yr=x. Luego,

o0
x) = Zx", si x| < 1.
n=0

Para obtener una expansion en serie de Taylor para f derivamos F y
utilizamos el teorema de derivacién de series de Taylor:

f(x)=F'(x)= Z nx"tsi x| < 1.
n=1

Observar que el primer término de la expansién de F se anula al derivar y
que el intervalo de convergencia en la expansién de f se mantiene gracias
al teorema de derivacién de series de Taylor.
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Integraciéon de series de Taylor

Teorema de integracién de series de Taylor

Supongamos que:

f(x) :Zan(x—a)" —ag+ai(x—a)+a(x—a)+az(x—a)B+ -

n=0

para |x — a| < R. Entonces:

/f(x)dx:/gan(x—a)”zgan/(x—a)”dx:nznjfl(x—a)”l-i-C

S
=0

para todo x que cumpla [x — a| < R.

v

El teorema anterior afirma que una serie de Taylor se puede integrar
término a término en el intervalo de convergencia y que la serie
resultante converge, al menos, en el mismo intervalo que la serie
original.
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Ejemplo: desarrolle en serie de Taylor centrada en a = 0 la funcién:
f(x) = In(1 + x).

Ademads, especifique el radio y el intervalo de convergencia.
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Ejemplo: desarrolle en serie de Taylor centrada en a = 0 la funcién:
f(x) = In(1 + x).

Ademads, especifique el radio y el intervalo de convergencia.
Solucién: Observar:

P = 55 = T = Y =

siempre que |x| < 1.
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Ejemplo: desarrolle en serie de Taylor centrada en a = 0 la funcién:
f(x) = In(1 + x).

Ademads, especifique el radio y el intervalo de convergencia.
Solucién: Observar:

0= Ty = (g~ ) =

siempre que |x| < 1. Integrando ambos miembros y utilizando el Teorema
de integracién de series de Taylor:

In(1+x) + C = / 1ixdx = /g(—l)”x”dx = g(—l)” /x"dx

= Z n+ T siempre que |x| < 1.

Para encontrar el valor de C tomamos el valor x = 0 y obtenemos C = 0.
El radio de convergencia es R = 1y el intervalo de convergencia (—1,1).
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Examen final

Estructura:

@ Alumno regular: rendird un escrito con 4 ejercicios, uno de ellos
tedrico (una de las demostraciones dadas en clases o definiciones), los
otros tres ejercicios seran: uno del estilo del parcial 1 (limites,
continuidad y derivadas), uno del estilo del parcial 2 (aplicaciones de
derivadas, integracién y funciones trascendentes) y un ejercicio de
sucesiones y series del estilo del TP7. En base al desempefio en el
examen escrito, se vera si continda al examen oral.

@ Alumno libre: rendird un escrito integrador con todos los temas de la
asignatura y, en caso de aprobarlo, pasarad a la instancia oral.

-Pueden acceder al examen final los alumnos que queden en condicién
regular o libre, excepto los que queden en figura abandoné (es decir,
aquellos que no asistieron a ninguno de los parciales).

-Mostrar calendario y sefialar fechas de exdmenes.
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Examen final

Requisito para rendir examen final (alumnos libres y regulares) de
ingenieria y computacion 2025: traer resuelto, en forma escrita, uno de
los problemas de la Guia de Situaciones Aplicadas de Analisis
Matematico que estd publicada en la plataforma en la seccién del mismo
nombre.

@ Objetivo de la guia: mostrar al estudiante algunas de las muy
diversas aplicaciones de los conceptos y procedimientos adquiridos en
Anidlisis Matematico. Ademds, se busca que el estudiante estimule y
acreciente su capacidad de abstraccién, analice diversos factores y
variables en un determinado fenémeno o situacién problematica,
construya modelos matematicos sencillos y, finalmente, aplique las
técnicas aprendidas en el curso de Andlisis para resolver el problema
planteado.
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Examen final

Metodologia: cada alumno eligird un problema de la guia. Debera
interpretarlo y resolverlo utilizando lo aprendido en Andlisis Matematico I.
Habra docentes asignados a cada problema que suministraran una guia
introductoria para resolver el problema. El alumno deberd asistir al
horario habitual de consulta del docente relacionado al problema.

La exposicidn de la resolucién del problema resuelto podria ser considerada
uno de los temas del examen oral, luego de que el alumno apruebe el
examen escrito. Pueden trabajar en grupos pero la presentacién escrita del
problema es individual y obligatoria para comenzar con el examen final. El
alumno debe traer impresas las consignas del problema y la resolucién
puede ser a mano o en alglin procesador de texto.
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Examen final

-Apuesto a que, a largo plazo, pierdes (Nodaro-Garrido)
-Concentracién de desinfectantes (Nodaro)

- Radiacién de antena de telefonia celular (Garrido)

- Seleccién de un sensor para iniciar su compra (Garrido-Matons)

- Flexién de una viga en voladizo (Bertoldi-Ochoa)

- Flujo en un canal abierto (Bertoldi-Ferndndez Gauna)

- Emplazamiento de un parque edlico (Martinez-Acosta)

-Medicién de la velocidad de una pelota de tenis en el saque (Garrido)
- Seleccién del mejor pozo para extraccién de hidrocarburos
(Martinez-Acosta)

- Férmulas para estimar la inflacién (Matons-Garrido)

- Accidente en el ensayo de la Fiesta de la Vendimia 2017 (Garrido)
- Orden de complejidad de un algoritmo (Larriqueta-Ochoa)

- Curva de Laffer (Nodaro-Martinez)
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Examen final

-Integracién numérica (Larriqueta-Ochoa)

-Cuando un martillo y una pluma viajaron a la Luna (Bertoldi)
-Eficiencia de un motor (Bertoldi-Ferndndez Gauna)

-Ajuste iterativo en un equipo de fabricacién aditica (Garrido-Ochoa)
-Tensién nominal del sistema eléctrico doméstico argentino
(Garrido-Ochoa)

-Produccién de suministros sanitarios en Pandemia
(Bertoldi-Garrido-Matons)

-Estudio de carga en circuito RLC (Ochoa)

-Célculo del tiempo de enfriamiento de un turbogenerador en la Central
Hodroeléctrica del Chocdn (Fernandez-Ochoa)

-Aproximando cambios de funciones potenciales con multiplicaciones
simples (Garrido-Ruiz)
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