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IMPORTANTE

Esta presentacién es una guia para la clase. No incluye desarrollo
completo de los temas abordados.

De ninguna manera constituye el Unico material de estudio de la
materia.
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Diagonalizacién

Definicién

Una matriz cuadrada A es diagonalizable si es semejante a una matriz
diagonal D.

Es decir, si existe una matriz inversible P tal que P~' AP es una matriz
diagonal D,

P 'AP=D

En este caso, decimos que P diagonaliza a A.

Observacién: Son equivalentes las expresiones P~'AP = D,
A=PDP 'y AP = PD.

Veamos que P = [411 ﬂ diagonaliza a A = E __12} pues

puar= [ [ -

(INGENIERIA Y LCC) 4.2 DIAGONALIZACIoN 5/22




Diagonalizacién de matrices

Teorema

Sea A una matriz de orden n.
A es diagonalizable si y sélo si tiene n vectores propios linealmente
independientes.
Mas atin,
A0 ... 0
0 A ... O
-1
[vl v2...vn] A [vl v2...vn] = : : :
0 0 ... X\
\J ) \J {
Pt A P = D
con v; vector propio de A asociado a A\;, i =1,2,...,n.
Demostrar.

Este teorema provee una herramienta para encontrar la matriz P que
diagonaliza a A siempre que se cumplan ciertas condiciones.
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servaciones

Observaciones importantes:
= No todas las matrices cuadradas son diagonalizables.
= Si no existen n autovectores linealmente independientes, A no es
diagonalizable.
= El orden de los autovectores usado para formar la matriz P,
determina el orden que deben tener los autovalores en la matriz D.

= La matriz P que diagonaliza a A no es d(nica. j Por qué?
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Pasos para diagonalizar

Sea A una matrizn X n

1. Determinar n  autovectores linealmente independientes
P1, D2, ..., Pn CcON autovalores correspondientes Aq, Ao, ..., Ap.

2. Formar la matriz P con p1,p2,...,p, COMO sus columnas.

3. La matriz diagonal D = P~'AP esta formada por los autova-
lores A1, A2, ..., A, en su diagonal principal.
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Diagonalizacién

De ser posible, diagonalice las siguientes matrices

3 -2 0
1. A=|-2 3 0
0 0 5

0 1

2. 5= ]

Si alguna de ellas es diagonalizable, proponga una matriz distinta que
también la diagonalice con el minimo de cuentas posibles.
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Teorema

Una matriz cuadrada A de orden n es diagonalizable si y sélo la
multiplicidad algebraica y geométrica de cada autovalor son iguales.

Existe una relacién entre diagonalizacién y los valores propios de la matriz.

Teorema

Si una matriz cuadrada A de orden n tiene n valores propios distintos,
entonces es diagonalizable.
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Propiedad

Si A es diagonalizable por P, o sea, A= PDP~! y k € N entonces
AF = pDFp-1.

Demostrar para k =2y 3.

Teorema

Sean A y B matrices de orden n semejantes.

Si A es valor propio de A entonces también es valor propio de B.
Equivalentemente, si P(\) es polinomio caracteristico de A, también es el
polinomio caracteristico de B.

Demostrar.
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Matriz ortogonal

Definicidn

Una matriz cuadrada () se denomina ortogonal si es inversible y si

Q—l — QT

e | 4 [0 -1
= La matriz P = 1 0] es ortogonal porque P~" = [1 0}

coincide con PT.

= La matriz P = es ortogonal.

G O e
S = O
Gl O vl

(INGENIERIA Y LCC) 4.2 DIAGONALIZACIoN 13/22



Observaciones

Propiedad
Una matriz () de orden n es ortogonal si y sélo si sus vectores columna
forman un conjunto ortonormal.

Ortonormal: Indica que los vectores cumplen dos condiciones:
= Son ortogonales dos a dos.

= |a norma de cada vector es 1.

Teorema

Sea A una matriz simétrica de orden n.
Si A1 y Ay son autovalores distintos de A entonces sus autovectores
correspondientes x1 y xo son ortogonales.
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Diagonalizacién ortogonal

Definicion

Sea A una matriz de orden n.
Se dice que A es diagonalizable ortogonalmente si existe una matriz
ortogonal P tal que P 'AP = D es diagonal.

Teorema

Sea A una matriz de orden n.
A es diagonalizable ortogonalmente si y sélo si A es simétrica.
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Teorema espectral

Teorema

Si A una matriz de orden n simétrica entonces existe una matriz ()
ortogonal de orden n que diagonaliza ortogonalmente a A.
Mas atin,
A0 ... 0
0 X ... O
T
[vl vz...vn] A [vl v2...vn] = : : :
0 0 ... A\,
I ) ) I
QT A Q = D
convy, i =1,2,...,n vectores propios ortonormales de A asociado a \;
respectivamente.
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. : |12
Diagonalizar ortogonalmente la matriz 9 4]
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Teorema importante

Teorema

Sea A una matriz de n x n. Las siguientes proposiciones son légicamente
equivalentes.

. A es inversible.
. A es un producto de matrices elementales.

. A es equivalente por filas a la matriz identidad 1.

. El rango de A esn.
. det(A) = 0.

7. El sistema de ecuaciones lineales Ax = b es compatible determinado
para todo vector b € R"™.

1
2
3
4. La forma escalonada reducida de A es la identidad I.
5
6

8. El sistema de ecuaciones lineales homogéneo Az = 0 tiene solamente
la solucidn trivial.
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Teorema importante (continuacion)

Teorema

9. Los vectores fila de A son linealmente independientes.
10. Los vectores columna de A son linealmente independientes.
11. Los vectores fila de A generan R™.
12. Los vectores columna de A generan R™.
13. Los vectores fila de A forman una base de R"™.
14. Los vectores columna de A forman una base de R™.
15. El operador T de matriz asociada estandar A es un isomorfismo.
16. La nulidad del operador T es 0.
17. El rango del operador T es n.

18. 0 no es un autovalor de A.
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Ejemplo para interpretacion y sintesis

Veamos en un ejemplo cdmo se relacionan los temas vistos con
anterioridad.
Tomemos la matriz del Ejemplo 1.

2 —12
()

Recordemos que P = [11 ﬂ diagonaliza a A.

Ahora definamos una TL T : R? — R? dada por T'(z) = Ax.
La matriz estdndar asociada a la transformacién es A.
Hallemos la matriz M asociada a la transformacién, respecto a las bases

B, = {(47 1)(37 1)}

(INGENIERIA Y LCC) 4.2 DIAGONALIZACIoN 20/22



Ejemplo para interpretacion y sintesis

Asi,
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Ejemplo para interpretacion y sintesis

(0] 5. 4 [7(0)] e
P p-1
(0], M W)k

Como sabemos,
P~ 'AP[v|g, = Mv]p

a

Siendo la matriz M una matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal
son los autovalores de A y la base tomada B, es la base de autovectores
de A.
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