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INTRODUCCION

Curso Analisis Estructural Il

Motivacion



INTRODUCCION

Curso Analisis Estructural Il

¢Porgue estoy tomando este curso?

éQué voy a aprender en este curso?

éCuanto tiempo debo dedicar para acreditar este curso?

éCuales son los requisitos para acreditar este curso?



INTRODUCCION

Contenido

En este curso se desarrolla el analisis de estructuras de continuas mediante
varias metodologias y su aplicacion a distintos tipos estructurales.

Se identifica el problema fisico, modelo matematico y el modelo de analisis;
las variables estaticas y cinematicas asociadas, y se presentan las relaciones

entre ellas.

Se calculan tensiones, corrimientos y deformaciones mediante la utilizacién
de métodos clasicos de la teoria de la elasticidad, en estructuras simples.

También se estudian métodos aproximados: diferencias finitas y elementos
finitos. El método de los elementos finitos (MEF) permite resolver en forma
aproximada todo tipo de estructuras continuas.

Se utiliza software no especializado y especifico para analisis estructural.



INTRODUCCION

Expectativas de logro

« Comprender |la diferencia en entre estructuras discretas y continuas, vy el
ambito de aplicacion de las variables generalizadas y las de punto.

* Reconocer las variables de punto, estaticas y cinematicas de sistemas
estructurales compuestos por elementos bi o tri dimensionales, pudiendo
comprender como se relacionan entre si.

« Comprender el alcance y las dificultades de la resolucidn analitica de las
ecuaciones de la elasticidad aplicadas a estructuras simples.

« Comprender el alcance y las limitaciones de la utilizacion de métodos
aproximados para resolver estructuras continuas.

* Relacionar las teorias e hipotesis utilizadas en los métodos aproximados de
analisis de estructuras con el comportamiento real de las mismas, de modo
tal que permitan sustentar su aplicacion, para la toma de decisiones en
cuanto a la optimizaciéon o reformulacién del modelo de analisis.

 Conformar equipos de trabajo que faciliten el desempeno y promuevan el
desarrollo del criterio ingenieril.



CONOCIMIENTOS PREVIOS

Analisis de Estructuras

En relacion con los conocimientos previos, importante establecer un punto de inicio
para el curso.

éPor qué?
+ Reconocimiento de la situacion individual.

+ Establecer estado de situacion de conocimientos previos por parte de la Catedra

Debido a que este curso se refiere al analisis de estructura continuas, la importancia de
los conocimientos previos es innegable, pero relativa.

Las estructuras discretas son un caso particular de las continuas.



CONOCIMIENTOS PREVIOS

Configuraciones y Esfuerzos

Estructuras Isostaticas / Hiperestaticas

Configuracion Actualizada, Deformada o Elastica

Configuracion
Original

Elastica o
Configuracion
Actualizada

Esfuerzos Internos

Mt 45




CONOCIMIENTOS PREVIOS

Configuraciones y Esfuerzos
Estructuras Isostaticas / Hiperestaticas

Esfuerzos Internos

i Q, M,
X N 05 Mt , 4o
N=j odS Mz=f oydS Qy=j Ty AS
A A A
M=j oydS My=j ozdS Qz=j Ty dAS
A A A

Q=f TdS Mt=j TxyZdS-l-j Ty, ¥ dS
A A A



CONOCIMIENTOS PREVIOS. T. CLASICA DE LAS ESTRUCTURAS
Hipotesis

Tipologia

Estructura de barras

Estan compuestas por miembros o elementos estructurales que se caracterizan por tener
una dimension preponderante (muy grande) frente a las otras dos dimensiones.
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CONOCIMIENTOS PREVIOS. T. CLASICA DE LAS ESTRUCTURAS

Hipotesis

Tipologia

Estructura de barras

Material

Homogéneo

Isdtropo

Continuo

Simple

Elastico (vale la Ley de Hooke)



CONOCIMIENTOS PREVIOS. T. CLASICA DE LAS ESTRUCTURAS
Hipotesis

Tipologia

Estructura de barras

Material

Homogéneo
Isdtropo
Continuo
Simple
Elastico

Cinematica
Pequeios desplazamientos
Pequenas deformaciones

Las deformaciones y los desplazamientos son pequefios respecto de las dimensiones de los
miembros estructurales. Tienen una magnitud tal que los cdlculos pueden hacerse sobre la
configuracion original de la estructura.

Asi, cuando se produce la rotacion de una chapa se considera que el angulo de giro es igual
al arco que describen la trayectoria de los puntos de la chapa y a la tangente del dngulo

girado.
Al mismo, tiempo se considera que las cargas no cambian de direccion mientras la

estructura alcanza su configuracion actualizada.



CONOCIMIENTOS PREVIOS. T. CLASICA DE LAS ESTRUCTURAS
Hipotesis

Tipologia

Estructura de barras

Material
Homogéneo
Isdtropo
Continuo
Simple
Elastico

Cinematica
Pequeios desplazamientos
Pequenas deformaciones

Cargas
Aplicacién Lenta

La velocidad con que se aplican las cargas sobre la estructura es suficientemente lenta como
para que se puedan hacer los cdlculos sin considerar al tiempo como una variable del

problema.
No consideramos procesos dindmicos.



INTRODUCCION

Estructuras Discretas y Continuas

Estructura Discretas

Las estructuras discretas son las que estan conformadas por un conjunto
de elementos perfectamente diferenciados entre si, que se encuentran
unidos entre ellos por una serie de puntos.

En las estructuras discretas se puede definir su configuracion deformada
en forma completa y exacta si conocemos los movimientos
independientes de un conjunto finito de puntos de esa estructura.

La solucidn del problema estructural implica resolver un SEL.

Estructura Continuas

No es posible distinguir un conjunto finito de elementos estructurales
para conformar una estructura continua.

En las estructuras continuas no es posible definir en forma analitica, su
configuracion deformada en forma completa y exacta salvo para algunos
casos particulares.

La solucidn del problema estructural implica resolver un conjunto de ED.



INTRODUCCION

Estructuras Discretas. Ejemplos



INTRODUCCION. Estructuras Continuas. Ejemplos

CAPILLA DE BOSJES, WITZENBERG, SUDAFRICA.




INTRODUCCION. Estructuras Continuas. Ejemplos

PRESA FUMADINHA BOVEDAS MULTIPLES, PORTUGAL

17/12/2007




INTRODUCCION. Estructuras Continuas. Ejemplos

ESTRUCTURA DE FUNDACION GENERADOR HIDROELECTRICO.

Pilar esquina

Viga vinculacion
Aguas arriba

Pilares tramo V’

+13.90 Nivel apoyo estator

+12.26 Nivel apoyo cruceta

Aguas abajo



INTRODUCCION

Estructuras Discretas y Continuas

 Vemos que en principio la diferencia entre estructuras discretas y continuas
esta relacionada a la geometria de estas.

 Mientras que las primeras estan compuestas por un conjunto de elementos
estructurales, en las segundas no es posible distinguir esos elementos.

* Pero en ambos casos necesitamos conocer los movimientos de sus puntos
(configuracién deformada) para poder resolver el problema estructural.

e Las estructuras continuas tienen infinitos puntos con movimientos
desconocidos, por lo que tienen infinitos grados de libertad.

e Las estructuras continuas solo se pueden resolver analiticamente en casos
de geometrias muy sencillas para condiciones de contorno simples. Implica
resolver un conjunto de ecuaciones diferenciales.

* Pararesolver el problema se pueden usar técnicas de diferencias finitas.

« También se puede abordar el problema de manera aproximada mediante
MEF.



TENSIONES

INTRODUCCION

Cargas (CCE)

SCG

Vinculos (CCC)

Estructura

Punto P (CO)




TENSIONES

INTRODUCCION

Cargas (CCE)

SCG

Vinculos (CCC)

Estructura

Punto P (CO)

Punto P’ (CA)




TENSIONES

INTRODUCCION

Cargas (CCE)

SCG

Vinculos (CCC)

Estructura

Punto P (CO)




TENSIONES

COMPONENTES

Cargas (CCE)

SCG

Vinculos (CCC)

Estructura

Punto P (CO)




TENSIONES

COMPONENTES

Cargas (CCE)

SCG

Vinculos (CCC)

Estructura

Punto P (CO)




TENSIONES

COMPONENTES. Caras con n//X

dz

o

dx

Tyz + 6;;2 dx
TO’X + % dx
o
Tyy + 6;;3, dx
o= f(x,y,2)
T=f(xy2)

f(x,y,z) son funciones
continuas de las coord.
del punto



TENSIONES

COMPONENTES. Caras con n//Y

o

,.g Oy + 3 y oH/
~
pd
/ 0
e
~
pd
- e
dx




TENSIONES

COMPONENTES. Caras con n//Z

do,
T o, + Edz

i N

0Ty / 0T,
Tyy + 3, dz K~ 1, + F dz

3 - b
g Y
v
: o/ Tzy
-~ Tzx J/
e
~ o,
ve ~

dx




FUERZAS MASICAS

COMPONENTES

o

dz

2 X

dx




EQUILIBRIO INTERNO

Equilibrio en la Direccidon X

do, 0Ty 0T,
o, + de — 0y |dydz + | Ty + Wdy — Tyx | dxdz + | T4 + Wdz — T,y |dxdy + Xdxdydz = 0

» J/L’ 7
00 . dydz + Otyx dy dxdz + Oax o dxdy + X dxdydz = 0 | HI/T
dx dy dz — v
= \" l—/)J'— SRR
|

Equilibrio en las Direcciones Y / Z

99 4y dxdz + 22 dx dvdz + 22 4y dxdy + ¥ dxdydz = 0
ayyxz 5 dx dydz +—"=dz dxdy xdydz =
do ot

99 1 dxdy + 5% dx dydz + 22 dy dxdz + 7 dxdvydz = 0
0z Y 0x Y dy Y Y



EQUILIBRIO INTERNO

Ecuaciones de Equilibrio Interno

Planteando el equilibrio segun los tres ejes del SCG, se obtienen tres ecuaciones
diferenciales que se deben verificar en todos los puntos del interior del sélido
cualquiera sea la direccion de los ejes del SCG.




RECIPROCIDAD DE TENCIONES TANGENCIALES

Equilibrio de Momentos. Por ejemplo respecto a un eje //Z

0t dx
[Txy + <Txy + a—;y dx)] dydz7 + o o e -
Il
0Ty dz . | J’ T
| Tyx + Txy + de dXdZ7 =0 %.y : SN
JL N | aTxy
N ) Tyx xy T dx
~ k//./_/)J_ | ox _
re A
dx dx dz dz P
Txydde7 + Txydydz7 — |Tyxdxdz > + Tyxdxdz > = 0 P
dx |

Txy _ Tyx

TXZ - 7’-ZJC

Eje//z




EQUILIBRIO EN EL CONTORNO

TETRAEDRO. ELEMENTOS

Consideramos un punto P en el interior del
solido, su posicion queda definida por las
coordenadas (x,y, z)

Por P pasan 3 planos // a los que pasan por el
origen del SCG (1 a los ejes coordenados)

La interseccidn de esos planos con el contorno
del sélido forma la superficie ABC

—




EQUILIBRIO EN EL CONTORNO

TETRAEDRO. ELEMENTOS

Ubicamos P préximo a la superficie del sélido, a
una distancia dt

Cuandodt - 0

dt: la distancia de la superficie ABC al
punto P es infinitesimal

ABC: es una superficie infinitesimal en el
contorno del sélido
(también puede ser interior)

ABC: puede considerarse plana



EQUILIBRIO EN EL CONTORNO

TETRAEDRO. ELEMENTOS

n: normal al plano ABC por P

~

nx=a cosa =1
iy = cosff=m

’\=y cosy =n

Sup ABC =S

Sup BCP =1.§

Sup CAP =m.S

Sup ABP =n.S




EQUILIBRIO EN EL CONTORNO

TETRAEDRO. TENSIONES

Suponemos conocidas las tensiones en las caras del C
tetraedro que pasan por el punto P




EQUILIBRIO EN EL CONTORNO

TETRAEDRO. ACCIONES EN EL CONTORNO

Las acciones en el contorno pueden tener cualquier
direccidon y pueden proyectarse para
descomponerlas segun las direcciones de los ejes
del SGC

Las acciones en el contorno estan aplicadas sobre
la superficie exterior de la estructura (sélido).
Estan aplicadas sobre la superficie ABC



EQUILIBRIO EN EL CONTORNO

Equilibrio en la Direccidon X

XS —0xlS —1)yymS—1,nS+kXSdt=0

Ox L+ Tyy m+ 0, n =X,

Equilibrio en las Direcciones Y / Z

Teylto,m+1,,n=Y,

Tyz L+ Ty, m+o,n=72




EQUILIBRIO EN EL CONTORNO

Ecuaciones de Equilibrio en el Contorno

Ox L+ Tyym+ 1T, n=X
Ty l+oym+1,,n=Y,

Tuz L+ Ty, m+o,n=72,

Estas ecuaciones lineales en o y 7, son
validas en el contorno, pero también
son validas en cualquier punto del
interior del sélido



TENSIONES

Variacion de Tensiones Alrededor de un Punto

Vemos que tenemos 6 funciones incdgnita (o y 7).

Las tres ecuaciones diferenciales de las EEl, mas las tres ecuaciones lineales de las EEC, no son
suficientes para determinar los valores de las funciones oy, gy, 0;, Tyy, Txz Y Tyz- Al tratarse de
ecuaciones diferenciales, luego de integrarlas apareceran funciones de integracion desconocidas.

Pueden establecerse una infinidad de funciones de (x, y, z) para g y T, que satisfacen las
condiciones de equilibrio mecanico en todos lo puntos, tanto del interior como de la superficie
de la estructura, cuando actuan fuerzas de masa y de superficie.

Para resolver el problema y que la solucidn sea real, es necesario establecer las relaciones entre
oy T, VY las deformaciones que sufre la estructura debido al movimiento de los puntos que la
componen.

Antes de establecer esas relaciones debemos estudiar como varia las o y T cuando cambia la
orientacion del elemento de superficie sobre el que actuan.



TENSIONES

Variacion de Tensiones Alrededor de un Punto

Las EEC valen también en el interior del sdlido.

Consideremos un punto P y una superficie plana
ABC orientada en cualquier direccidon a una distancia
infinitesimal de P, en el interior del sdlido.

Conocidas las tensiones en el triedro que
conforma el tetraedro, se puede determinar
la tensidn que actua sobre el elemento de
superficie orientado en cualquier direccidn

ty = 0x L+ Tyym+ T n
ty = Tyyl+oy,m+1,n

t; =Tz l+ Ty, m+o,n y X

ty,ty , t; : Son las componentes de la tension total t que actua sobre la superficie
infinitesimal ABC



TENSIONES

Variacion de Tensiones Alrededor de un Punto

Al variar la posicion del elemento de
superficie ABC, girando alrededor de P,
cambian [, m y n, por lo que cambia la
magnitud de ty, t,, y t,

ty =0x L+ Ty m+Tn
ty = Tyyl+oym+1,,n

t; =Txz L+ Ty, m+o,n

Al componer ty, ty, y t,, la tension total t puede
tener cualquier direccién respecto de la normal al
plano ABC, definido porn



TENSIONES

Variacion de Tensiones Alrededor de un Punto

Al variar la posicion del elemento de c
superficie ABC, girando alrededor de P,

cambian [, m y n, por lo que cambia la
magnitud de ty, t,, y t,

ty =0x L+ Ty m+Tn
ty = Tyyl+oym+1,,n

t; =Txz L+ Ty, m+o,n

Al componer ty, ty, y t,, la tension total t puede
tener cualquier direccién respecto de la normal al
plano ABC, definido porn



TENSIONES

Variacion de Tensiones Alrededor de un Punto

La tension total t se puede descomponer en dos
direcciones. Una normal al plano ABC y otra
tangencial al mismo.

Ubicando al plano ABC de modo que n coincida
cont,resulta: o=t, t=0

ol=0xl+T,,m+T,Hun

oMm= Tyyl+o,m+1,n

oNn="Tl+1,, m+o,n

z
Considerando que: |
X

P+m*+n*=1



TENSIONES

Variacion de Tensiones Alrededor de un Punto

La tension total t se puede descomponer en dos C
direcciones. Una normal al plano ABC y otra
tangencial al mismo.

Se puede escribir

O0=(ox—0)l+T),m+1Hn
0= Txyl+(0y—a)m+rzyn
0=t l+1, m+ (0, —0)n

Que permite calcular [, myn

Para satisfacer el sistema homogéneo

Ox — 0 Tyx Ozx



TENSIONES

Tensiones Principales

Ox — 0 Tyx Tzx
Tyz Tyz 0o, —0

Es una ecuacion de 3° en g, con tres
raices reales, que nos permite
calcular 07, 071Y Oypg

Con gy, o7 y oy ¥ la relacion
Pitagdrica, podemos calcular tres
ternas [, m, n, que nos dan la
posicion de tres planos donde solo
existen tensiones normales

07, 011 Y 0771 son las Tensiones Principales



TENSIONES

Tensiones Principales

o, 071 Y 0771 son las Tensiones Principales

Se puede demostrar que son perpendiculares entre si

ol = oy I + Ty My + T4 My
orm; = Txy lI +Uy my +sz ny

Op Ny = Tyy lj + Ty, mp + 0,1y

op1 Ly = 0y Lyp + Ty Myp + Ty 1y
o Myp = Ty Ly + 0y myp + 75, 0y

op Ny = Tyz lyp + Ty, My + 0, 1y

X

Multiplicando y sumando las tres primeras por y
l;;1, my;, ngp, luego multiplicando y sumando las tres ultimas por [;, m;, n;, y restado

(o —oy) (; ly+mymy; +n;ny) =0 — o0y oy son perpendiculares entre si.



TENSIONES

Elipsoide de Tensiones

Adoptando las direcciones n;, nj; y ny;; como
ejes coordenados del SCG ¢

Las Tyy =Ty = Tz = 0

ty = om
t, =0 n

Considerando que:

I?+m?+n?=1

I S
2 T o2t z =1
g Oy O11

Ecuacion que representa el Elipsoide de Tensiones



TENSIONES

Tensiones Tangenciales

La tensidn total t se puede calcular como

t = \/txz +t,% +t,° = o% + 12

tx = 0 l, ty = o;m, tZ =0 n

t = \/lelz + anmz + JIHZTLZ

La tension normal o se puede calcular
como la suma de la proy de ty, ty, t,

o=ty l+t,m+t,n

o= O-I lz +O—H mz +O—I” le

T =+t?2 — o2 g X



TENSIONES

Tensiones Tangenciales

La tensidn total t se puede calcular como

t = \/txz +t,% +t,° = o% + 12

tx = 0 l, ty = o;m, tZ =0 n

t = \/lelz + JHZmZ + JIHZTLZ

La tension normal o se puede calcular
como la suma de las proy de ty, t,, t,

o=ty l+t,m+t,n

o= O-I lZ +O—H mz +O—I” nz

T =+t?2 — o2 g X

T = /0,212 + 0;,2m? + 075,202 — (0; 12 + 0;; m? + 0y, n2)?, es la tension tangencial total



TENSIONES

Tensiones Tangenciales

Se puede eliminar uno de los cosenos (p.e. n) con la
relacion [? + m? + n? = 1, luego derivando
respecto de los otros dos e igualando a cero:

1

[ [(UI — oy)I? + (o7 — oy)m? — E(O-I - Um)] =0

1
m [(UI — oy)I? + (o — oy)m? — E(GH — Um)] =0

l=m=0,n=21,dondet =0 X

l=0,m=n=4.1/,, T=%(Un—0m)

m=0,l=n=+ 1/2,T=%(01—0111) y X
Eliminandolom

n:O,l:m:i 1/2,1':%(0'1—0'”)



TENSIONES

Tensiones Tangenciales

Se puede eliminar uno de los cosenos (p.e. n) con la
relacion [? + m? + n? = 1, luego derivando
respecto de los otros dos e igualando a cero

[=00m=n=+ 1/2, T=%(Un_0m)
m=0,l=n=+ 1/2, T=%(01_Um)

n=0,l=m=+%,, T=%(0,—0”)

Los maximos y minimos de las
tensiones tangenciales se
ubican en planos cuyas
normales coinciden con

la bisectriz de los angulos y X

gue forman los ejes principales tomados de a pares.

La maxima tensidn tangencial se produce segun la bisectriz de las tensiones principales
mayor y menor (en valor). Su valor es igual a la semi diferencia de ambas



ACTIVIDAD 1

1. Compresion Simple

/\Z
N
© D
a
-

N\
- 7
- X

kY N

2. Flexion Simple







