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Recorrido

@ Introduccién a trayectorias y curvas

. Unidad 1 3



Trayectorias y curvas

Definicién (Definicién: Trayectoria y curva)

Una trayectoria o camino en R™ es una aplicacién c : [a, b] — R™;




Trayectorias y curvas

Definicién (Definicién: Trayectoria y curva)
Una trayectoria o camino en R es una aplicacién c : [a,b] — R™; es una
trayectoria en el plano si » = 2 y una trayectoria en el espacio si

n = 3.




Trayectorias y curvas

Definicién (Definicién: Trayectoria y curva)

Una trayectoria o camino en R es una aplicacién c : [a,b] — R™; es una
trayectoria en el plano si » = 2 y una trayectoria en el espacio si

n = 3. La coleccién C' de puntos c(t) cuando ¢ recorre [a, b] se llama
curva y c(a) y c(b) son sus extremos.




Trayectorias y curvas

Definicién (Definicién: Trayectoria y curva)

Una trayectoria o camino en R es una aplicacién c : [a,b] — R™; es una
trayectoria en el plano si » = 2 y una trayectoria en el espacio si

n = 3. La coleccién C' de puntos c(t) cuando ¢ recorre [a, b] se llama
curva y c(a) y c(b) son sus extremos. Se dice que la trayectoria o camino
c parametriza la curva C. Decimos también que c(t) traza C al variar t.
Si ¢ es un camino en R?, podemos escribir c(t) = (z(t), y(t), 2(t)) y
llamamos a z(t), y(t) y z(t) funciones componentes de c. Las funciones
componentes en R? o, en general, en R", se definen de forma similar.

/ c=trayectoria

.
b



Ejemplos

® En cada uno de los siguientes ejemplos, dar dominio, codominio y/o
imagen, graficar, si se puede, y dar, si se puede, otra trayectoria que
describa la misma curva.




Ejemplos

® En cada uno de los siguientes ejemplos, dar dominio, codominio y/o
imagen, graficar, si se puede, y dar, si se puede, otra trayectoria que
describa la misma curva.

O c(t)=(1,2) +t(i+j), teR.




Ejemplos

® En cada uno de los siguientes ejemplos, dar dominio, codominio y/o
imagen, graficar, si se puede, y dar, si se puede, otra trayectoria que
describa la misma curva.

O c(t)=(1,2)+t(i+]j), teR
®c:R—-R? c(t)=(cost,sent), 0<t<2m.




Ejemplos

® En cada uno de los siguientes ejemplos, dar dominio, codominio y/o
imagen, graficar, si se puede, y dar, si se puede, otra trayectoria que
describa la misma curva.

O clt)=(1,2)+ti+j),teR.
®c:R—-R? c(t)=(cost,sent), 0<t<2m.
©c:R—-R?Y c(t) = (cos2t,sen2t), 0<t<m.




Ejemplos

® En cada uno de los siguientes ejemplos, dar dominio, codominio y/o
imagen, graficar, si se puede, y dar, si se puede, otra trayectoria que
describa la misma curva.

O clt)=(1,2)+ti+j),teR.

®c:R—-R? c(t)=(cost,sent), 0<t<2m.
©c:R—-R?Y c(t) = (cos2t,sen2t), 0<t<m.
O ct)=(t,t?), teR.




Ejemplos

® En cada uno de los siguientes ejemplos, dar dominio, codominio y/o
imagen, graficar, si se puede, y dar, si se puede, otra trayectoria que
describa la misma curva.

O c(t)=(1,2) +t(i+]j). teR.

®c:R—-R? c(t)=(cost,sent), 0<t<2m.
©c:R—-R?Y c(t) = (cos2t,sen2t), 0<t<m.
O ct)=(t,t?), teR.

O c(t) = (1, f(t)), teD(f)CR.




Ejemplos

® En cada uno de los siguientes ejemplos, dar dominio, codominio y/o
imagen, graficar, si se puede, y dar, si se puede, otra trayectoria que
describa la misma curva.

O c(t)=(1,2) +t(i+]j). teR.

®c:R—-R? c(t)=(cost,sent), 0<t<2m.
©c:R—-R?Y c(t) = (cos2t,sen2t), 0<t<m.
O ct)=(t,t?), teR.

O c(t) = (1, f(t)), teD(f)CR.

e Dar una trayectoria ¢ parametrice a la recta L de R? que pasa por el
punto (g, Yo, 20) Y tiene vector director v.




Definicion

Si ¢ es una trayectoria y es diferenciable, decimos que c es una
trayectoria diferenciable. En tal caso, la derivada de c en el instante ¢ se
llama velocidad y se define como

/ et +h) —c(t)
c(t) =lim ——=

( ) h—0 h
(y tomamos limites laterales si ¢ estd en un extremo del intervalo de
definicidn de ¢). La rapidez de la trayectoria c(t) es s = ||c/(¢)|], la
longitud del vector velocidad.




Definicion

Si ¢ es una trayectoria y es diferenciable, decimos que c es una
trayectoria diferenciable. En tal caso, la derivada de c en el instante ¢ se
llama velocidad y se define como

c(t) = lim c(t +h) —c(t)

h—0
(y tomamos limites laterales si ¢ estd en un extremo del intervalo de
definicidn de ¢). La rapidez de la trayectoria c(t) es s = ||c/(¢)|], la
longitud del vector velocidad.

Trazamos el vector ¢/(t) con origen en el punto c(t). Si c(t) = (z(t), y(t))
estd en R2, se tiene

c(t) = (2'(t),y' (1)) = 2" ()i + ¥/ (t);]
y, si c(t) = (x(t),y(t), 2(t)) estd en R3, entonces
c(t) = ('(t),y/ (1), 2'(t)) = 2’ ()i + /()] + 2/ (k.



Derivacién de trayectorias (funciones vectoriales)

Supongamos que c : [a,b] — R™ es una trayectoria y ty € (a,b) .
La derivada de c con respecto a t en tg es

0 . C(t[) + At) — C(to)
clr =T A

si el [imite existe.

y(t)

C:r(t) = (z(t), y(t)
1 7 At t
Kt(l‘(n‘“ ) —r(to))
r(to + At)

r(to
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Derivacién de trayectorias (funciones vectoriales)

Supongamos que c : [a,b] — R™ es una trayectoria y ty € (a,b) .
La derivada de c con respecto a t en tg es

0 . C(t[) + At) — C(to)
clr =T A

si el [imite existe.

y(t)

C:r(t) = (z(t), y(t))

1
06 (r(to + 0.6) — r(to))
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Derivacién de trayectorias (funciones vectoriales)

Supongamos que c : [a,b] — R™ es una trayectoria y ty € (a,b) .
La derivada de c con respecto a t en tg es

0 . C(t[) + At) — C(to)
clr =T A

si el [imite existe.

y(t)

C:r(t) = (z(t), y(t))

1
D37 (r(to + 0.37) — r(to))
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Derivacién de trayectorias (funciones vectoriales)

Supongamos que c : [a,b] — R™ es una trayectoria y ty € (a,b) .
La derivada de c con respecto a t en tg es

0 . C(t[) + At) — C(to)
clr =T A

si el [imite existe.

y(t)

C:r(t) = (z(t), y(t))

O_lﬁ (x(to+ 0.13) — r(to))
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Derivacién de trayectorias (funciones vectoriales)

Supongamos que c : [a,b] — R™ es una trayectoria y ty € (a,b) .
La derivada de c con respecto a t en tg es

0 . C(t[) + At) — C(to)
clr =T A

si el [imite existe.

y(t)

C:r(t) = (z(t), y(t))

r'(to)

Unidad 1 1/71



Derivacién de trayectorias (funciones vectoriales)

Supongamos que c : [a,b] — R™ es una trayectoria y ty € (a,b) .
La derivada de c con respecto a t en tg es

0 . C(t[) + At) — C(to)
clr =T A

si el [imite existe.

y(t)

C:r(t) = (z(t), y(t))

& (o + A8 — x(t0)

r(to + At) r'(to)

P

r(to

Unidad 1 12/71



Derivacién de trayectorias (funciones vectoriales)

Teorema

Supongamos que c : [a,b] — R™ es una trayectoria (funcién vectorial) tal
que ¢ = (f1,..., fn) y to € (a,b).
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Derivacién de trayectorias (funciones vectoriales)

Teorema

Supongamos que c : [a,b] — R™ es una trayectoria (funcién vectorial) tal
que ¢ = (f1,.., fn) ¥ to € (a,b).

Entonces c es derivable en ty si y solo si cada una de las funciones
componentes es derivable en ty y, en caso de serlo,

c'(to) = (fi(to), - fa(to)).




Derivacién de trayectorias (funciones vectoriales)

Teorema

Supongamos que c : [a,b] — R™ es una trayectoria (funcién vectorial) tal
que ¢ = (f1,.., fn) ¥ to € (a,b).

Entonces c es derivable en ty si y solo si cada una de las funciones
componentes es derivable en ty y, en caso de serlo,

c'(to) = (fi(to), - fa(to)).

Observacion: se puede definir ¢/(a) y ¢/(b) usando derivadas laterales,
igual que en AM1.




Derivacién de trayectorias (funciones vectoriales)

Teorema

Supongamos que c : [a,b] — R™ es una trayectoria (funcién vectorial) tal
que ¢ = (f1,.., fn) ¥ to € (a,b).

Entonces c es derivable en ty si y solo si cada una de las funciones
componentes es derivable en ty y, en caso de serlo,

c'(to) = (fi(to), - fa(to)).

Observacion: se puede definir ¢/(a) y ¢/(b) usando derivadas laterales,
igual que en AM1.
SIN DEMOSTRAR




Interpretacién grafica

c'(d
cie+h) —cld




Interpretacion gréfica

c'(d

cie+h) —cld

Definicién (Definicién: Vector tangente)
La velocidad ¢/(t) es un vector tangente a la trayectoria c(t) en el instante

t. Si C es una curva trazada por c y si ¢/(t) no es igual al vector nulo,
entonces ¢/(t) es un vector tangente a la curva C' en el punto c(t).




Interpretacion gréfica

c'(d

cie+h) —cld

cle+ )

Definicién (Definicién: Vector tangente)

La velocidad ¢/(t) es un vector tangente a la trayectoria c(t) en el instante
t. Si C es una curva trazada por c y si ¢/(t) no es igual al vector nulo,
entonces ¢/(t) es un vector tangente a la curva C' en el punto c(t).

La derivada Dc(t) es una matriz columna, cuyas componentes son las
derivadas de las funciones componentes de c: 2/(t), v/'(t) y 2'(t).
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© Hallar y representar el vector tangente a la trayectoria c(t) = (t2,t3),
en el punto t = 1.




© Hallar y representar el vector tangente a la trayectoria c(t) = (t2,t3),
en el punto t = 1.

@® Describir la trayectoria c(t) = (cost,sent,t). Hallar el vector
velocidad en el punto de la curva imagen cuando ¢ = %.




© Hallar y representar el vector tangente a la trayectoria c(t) = (t2,t3),
en el punto t = 1.

@® Describir la trayectoria c(t) = (cost,sent,t). Hallar el vector
velocidad en el punto de la curva imagen cuando ¢ = %.




Recta tangente a una trayectoria

Definicién
Si c(t) es una trayectoria y ¢/(t) # 0, la ecuacién de su recta tangente
en el punto c(ty) es:

1(t) = c(tg) + (t — to)c/(to)-

Si C es la curva que traza c, entonces la recta que traza 1 es la recta
tangente a la curva C en c(tp).




Recta tangente a una trayectoria

Definicion

Si c(t) es una trayectoria y ¢/(t) # 0, la ecuacién de su recta tangente
en el punto c(ty) es:

1(t) = c(to) + (¢t — to)c/ (o).

Si C' es la curva que traza c, entonces la recta que traza 1 es la recta
tangente a la curva C en c(tp).

Observacion: 1 pasa por c(tp) en t =ty (que no es necesariamente ¢ = 0).



Recta tangente a una trayectoria

Recta tangente a la hélice c(t) = (cost,sent,t) en t = %:




Recta tangente a una trayectoria

Ejemplo

Recta tangente a la hélice c(t) = (cost,sent,t) en t = %:

. Unidad 1 wm



Recta tangente a una trayectoria

Ejemplo

Recta tangente a la hélice c(t) = (cost,sent,t) en t = %:

1
)+ t(— 2,—,1),teR.

. Unidad 1 wm



Recorrido

@® Propiedades de la derivada

. Unidad 1 18/71



Sumas, productos y cocientes

Teorema (Propiedades)

1. Multiplicacion por una constante. Sea f : U C R™ — R™ una funcién
diferenciable en x¢ y sea ¢ un ndmero real. Entonces h(x) = cf(x) es
diferenciable en xq y

Dh(xg) = ¢Df(x0) (igualdad de matrices).

2. Suma. Sean f: U CR" - R™ y g : U C R" — R™ diferenciables en xg.
Entonces h(x) = f(x) + g(x) es diferenciable en x¢ y

Dh(xg) = Df(x0) + Dg(x0) (suma de matrices).

3. Producto. Sean f: U CR" - R y g : U C R™ — R diferenciables en x
y sea h(x) = g(x)f(x). Entonces h : U C R™ — R es diferenciable en x

y
Dh(x0) = g(x0)D f(x0) + f(x0)Dg(x0)-

(cada miembro es una matriz1 X n).




Sumas, productos y cocientes

Teorema (Teorema (cont.))

4. Cociente. Sean f: U CR"” - R yg: U C R"™ — R diferenciables en
xp y sea h(x) = f(x)/g(x) y supdngase que g nunca se anula en U.
Entonces h : U C R™ — R es diferenciable en xq y

9(x0)D f(x0) — f(x0)Dg(xo0)
[g9(x0)]? ’

(cada miembro es una matriz1 x n).

Dh(XO) =




Sumas, productos y cocientes

Dem 1: Sea f: U C R™ — R™ una funcién diferenciable en xq y sea ¢ un
ndmero real. Entonces h(x) = c¢f(x) es diferenciable en xq y

Dh(x¢) = cD f(x0) (igualdad de matrices).



Sumas, productos y cocientes

Dem 1: Sea f: U C R™ — R™ una funcién diferenciable en xq y sea ¢ un
ndmero real. Entonces h(x) = c¢f(x) es diferenciable en xq y

Dh(x¢) = cD f(x0) (igualdad de matrices).

[7(x) = h(x0) — D f(0)(x — Xo)|

lim
X—X0 ”X _ XO”
_ i Nef ) = ef (x0) — D f(@o) (x — xo)|
X—X0 ||X _ XO”
= lim ‘C|||f(X) — f(XO) — Df(l‘o)(x — XO)”
X—X0 ”X _ XOH
_ 1l tim 100 = £(x0) = Df 20)(x = x0)|
X—X( ||X _ XO”
=0 por ser f diferenciable en xq.



Sumas, productos y cocientes

Dem 2: Sean f y g definidas de U C R™ en R™, diferenciables en xp. Y sea
h=f+g.

[[h(x) = h(x0) — (Df(x0) + Dg(x0))(x — x0)|| _

[ — xo|
_ f ) +9(x) = f(x0) + 9(%0) = Df(x0) (%0 — x0) — Dg(zo)(x — x0)|
[[x — xo|
< 1) = f(x0) = Df () (x = x0)|| n 1/ () — f(x0) = D f(w0)(x — %)
a [[x — xo| [[x — xo|
— 0 — 0

por ser fy g diferenciables en xg.



Regla de la cadena

Teorema (Regla de la cadena)

Sean U C R™ y V. C R™ conjuntos abiertos. Sean g : U C R® — R™ y
f:V CR™ — RP funciones tales que g(U) C V, de tal forma que fog
esté definida. Supdngase que g es diferenciable en xy y que f es
diferenciable en yo = g(xq). Entonces f o g es diferenciable en xq y

D(f o g)(x0) = D f(yo)Dg(xo)-

El segundo miembro es la matriz producto de D f(yo) y Dg(x0).




Regla de la cadena

g:UCR" —-R™ .
gU)CV cR™ f:VCR" > RP

(¥0) = f(9(x0)
= (fo9)(Xo

m R?

R" k

fog:UCR" - R?

24/71



Regla de la cadena

g:UCR" - R™ .
g(U)CV CR™ fVCR — RP

kf(yo) = f(9(X0)

= (fo9)(Xo

RP

R™ R™

fog:UCR" - R?

Solo probaremos dos casos particulares de esta regla en cuanto a
dimensiones de los espacios intervinientes y supondremos que las derivadas
parciales de f son continuas.

. Unidad 1 2u/m



Primer caso especial de la regla de la cadena

Teorema (Regla de la cadena: primer caso especial)

Supdngase que c : R — R3 es una trayectoria diferenciable y que
f :R® — R tiene derivadas parciales continuas.
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Primer caso especial de la regla de la cadena

Teorema (Regla de la cadena: primer caso especial)

Supdngase que c : R — R3 es una trayectoria diferenciable y que
f :R3 — R tiene derivadas parciales continuas. Sea
h(t) = f(c(t)) = f(x(t),y(t), 2(t)), donde c(t) = (z(t), y(t), 2(t))-
Entonces
dh 8fdac 8fdy 8fdz _
=+ e+ e = VH(el) - €(t) = Df(e(t)De(),




Primer caso especial de la regla de la cadena

Teorema (Regla de la cadena: primer caso especial)

Supdngase que c : R — R3 es una trayectoria diferenciable y que
f :R3 — R tiene derivadas parciales continuas. Sea

B(t) = f(e(t) = F(@(t), y(t), 2(t)), donde c(t) = (x(t), y(t), (1)).
Entonces

dh  Ofdx Ofdy 9fd )
ﬁ_££+££+£;—wwmew—mmmm@

Observacioén:

dh dv dy  dz son derivadas totales; las restantes, son parciales
— Y — Y — v ' ' : ’
dat’ae dt Y dt i

c(t) = (2/(t),y'(t), 7' (t)), Df(c(t)) es matriz fila y Dc(t) es matriz
columna.



Demotracion: primer caso especial de la regla de la cadena.

Dados tg y t de R:
h(t) — h(to) _ fz(t),y(t),2(t) — f(z(to), y(to), 2(t0))

t—ty t—to
_ fz@),y(@),2(t) = f(z(t),y(t), 2())
t — 1o
f(x(to),y(t), 2(t)) — f(z(to), y(to), 2(¢))
t— 1
f(x(to), y(to), 2(t)) — f(x(to), y(to), 2(t0))
t — 1o

_l’_

_l’_

_ faoloy(8), 2(1))(=(t) — 2(t0)) | fy(x(to),d, 2(1))((¢) — y(to))

N t —to t —to

fz(( ) (tO) )( (t)-Z(to)) —>Vf(( )) Cl(to),

t—1p t—to

por continuidad de las derivadas parciales de f y existencia de c’.
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Teorema (Regla de la cadena: segundo caso especial)
Sea f:R® - R yseag:R>— R3.




Teorema (Regla de la cadena: segundo caso especial)

Sea f:R?® = R yseag:R>— R3. Escribimos

9(z,y,2) = (u(z,y,2),0(2,9, 2), w(2,y, 2))

y definimos h : R — R por medio de

h(z,y,2) = (fog)(x,y,2) =

En este caso la regla de la cadena dice que h es diferenciable en xq y:

[ah oh 8h]_[8f of of

dr Oy 0z

ou

Au
ox

v
ox

ow

Oz

flulz,y, 2), 0(z,y, 2), w(z, y, 2)).

Su
Jy

v
Jy

ow

dy




Teorema (Regla de la cadena: segundo caso especial)
Sea f:R?® = R yseag:R>— R3. Escribimos

9(z,y,2) = (u(z,y,2),0(2,9, 2), w(2,y, 2))

y definimos h : R? — R por medio de /F

h(z,y,2) = (fog)(z,y,2) = f(u(z,y, 2),v(z,y, 2), w(z, 9y, 2)).

En este caso la regla de la cadena dice que h es diferenciable en xq y:

[ Ou ou ou ]
ox dy 0z
Oh Oh Oh| 1Of Of Of|| v & @
Or Oy 0z| |Ou Ov Ow o By =
ow ow ow

|l Ox oy 0z |

Hemos escrito explicitamente el producto de matrices [D f(yo)] [Dg(x0)],
pero se han omitido los puntos xy asi como los puntos yo en las matrices.

—_ = = SaRe!



Demotracion: segundo caso especial de la regla de la cadena.

h=fog
OHOL®
R3 R3 R

. Oh , :
Al derivar —, y y z se portan como constantes. Asi, de acuerdo al primer

caso especial de la regla de la cadena,

oh_ofou ofov o ow
Ox  Oudr Ovdr Owdx’




Demotracion: segundo caso especial de la regla de la cadena.

h=fog
OHOUG®
RB R3 R

. 0Oh , :
Al derivar —, y y z se portan como constantes. Asi, de acuerdo al primer
caso especial de la regla de la cadena,

oh_ofou ofov o ow
Ox  Oudr Ovdr Owdx’

Similarmente,

Oh  Ofdu  Ofdv  0fdw Oh 0fdu 0fdv  9f dw

dy  Oudy v dy %83/}/82_%82 ooz | wdz

Estas tres férmulas terminan la prueba ya que equivalen a la multiplicacién
de las matrices en el enunciado de esta regla. O




Recorrido

© Gradientes y derivadas direccionales



Gradientes en R"

Definicion
Definicién: Si f : U C R™ — R tiene derivadas parciales, el gradiente de f
en xq es el vector dado por

vf:<6f of 8f).

0x1’ Ox2’ ' Oz,

Este vector también se denota por V f(x). Por tanto, V f es exactamente
la matriz de la derivada D f escrita como vector.




Gradientes en R"

Definicion
Definicién: Si f : U C R™ — R tiene derivadas parciales, el gradiente de f
en xq es el vector dado por

vf:<6f of 8f).

Ox1 Oxs’ Oz,

Este vector también se denota por V f(x). Por tanto, V f es exactamente
la matriz de la derivada D f escrita como vector.

Ejemplo: Si f(z,y) = 2% + 2y + y?, entonces

Vi(z,y) =



Gradientes en R"

Definicion
Definicién: Si f : U C R™ — R tiene derivadas parciales, el gradiente de f
en xq es el vector dado por

vf:<6f of 8f).

Ox1 Oxs’ Oz,

Este vector también se denota por V f(x). Por tanto, V f es exactamente
la matriz de la derivada D f escrita como vector.

Ejemplo: Si f(z,y) = 2% + 2y + y?, entonces

Vi(z,y) = 2v +y,z+2y).



Derivadas direccionales

Dada f: D C R? — R interesa conocer la razén de cambio de f en la
direccién de un vector unitario u:

Superticie If( | b suz) = Flxo y0)
Xp -+ su sta) — flxg, v
Sy 0 1Yo e o Yo
\ \
| \
\,\ : d___gll___Rectatangmte
| |
| -
P(xg, ¥p. 2p) }

"9}_.

v ‘ !
X \ (xg + suy, yg + Siiy)

Polxq, ¥g) u =i+ usyj

Generaliza el concepto de derivada parcial. Ver gif.
] Unidad 1 31/71



Derivadas direccionales

Definicidon
Definicién Si f : R®™ — R, la derivada direccional de f en x en la
direccion del vector unitario u es

i $0x ) — (%)

4 (x + tu)
(—g 0 h ’

dt

siempre que exista.




Diferenciabiliad implica existencia de derivadas
direccionales

Teorema (Férmula de calculo de la derivada direccional)

Si f : R™ — R es diferenciable, entonces todas las derivadas direccionales
existen. La derivada direccional en x en la direccién u es:

Df(x)u=Vf(x)-u,

donde u = (uy,ug, -+ ,uy,) €s unitario.
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Diferenciabiliad implica existencia de derivadas
direccionales

Teorema (Férmula de calculo de la derivada direccional)

Si f : R™ — R es diferenciable, entonces todas las derivadas direccionales
existen. La derivada direccional en x en la direccion u es:

Df(x)u=Vf(x)-u,

donde u = (uy,ug, -+ ,uy,) €s unitario.

Sea c(t) = x + tu, de forma que f(x 4+ tu) = f(c(t)). Aplicando la regla
de la cadena, podemos derivar

d d
Sfcttw)| = Z(foc)(t)

t=0

t=0




Ejemplo

Dada f(z,y) = 2 + xy + vy, recordando que
Vi(z,y) = 2z +y,z+2y)

y que f es diferenciable en su dominio, si u = (u1,u2) es un vector

unitario de R2, la derivada direccional de f en la direccién de u en un
punto arbitrario de su dominio es
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Ejemplo

Dada f(z,y) = 2 + xy + vy, recordando que
Vi(z,y) = 2z +y,z+2y)

y que f es diferenciable en su dominio, si u = (u1,u2) es un vector

unitario de R2, la derivada direccional de f en la direccién de u en un
punto arbitrario de su dominio es

V(x) u= 2z +y)u + (z + 2y)ug.
En el punto (2,1) tenemos: Vf(2,1) =
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Ejemplo

Dada f(z,y) = 2 + xy + vy, recordando que
Vi(z,y) = 2z +y,z+2y)

y que f es diferenciable en su dominio, si u = (u1,u2) es un vector
unitario de R?, la derivada direccional de f en la direccién de u en un
punto arbitrario de su dominio es

Vf(x) -u= 2z + y)us + (z + 2y)us.
En el punto (2,1) tenemos: Vf(2,1) = (5,4)

z,,r\sg\
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Ejemplo

Dada f(z,y) = 2 + xy + vy, recordando que
Vi(z,y) = 2z +y,z+2y)

y que f es diferenciable en su dominio, si u = (uj,u2) es un vector
unitario de R?, la derivada direccional de f en la direccién de u en un
punto arbitrario de su dominio es

Vi(x) -u= 2z +y)us + (x + 2y)us.
En el punto (2,1) tenemos: Vf(2,1) = (5,4)
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Ejemplo
Dada f(z,y) = 2 + xy + vy, recordando que

Vi(z,y) = (2r+y,z+2y)

y que f es diferenciable en su dominio, si u = (u1,u2) es un vector

unitario de R2, la derivada direccional de f en la direccién de u en un
punto arbitrario de su dominio es

V() u = (20 + y)us + (z + 29)us.
En el punto (2,1) tenemos: Vf(2,1) = (5,4).
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Ejemplo
Dada f(z,y) = 2 + xy + vy, recordando que

Vi(z,y) = (2r+y,z+2y)

y que f es diferenciable en su dominio, si u = (u1,u2) es un vector
unitario de R2, la derivada direccional de f en la direccién de u en un
punto arbitrario de su dominio es

Vix) u= 2z +y)us + (x + 2y)us.
En el punto (2,1) tenemos: Vf(2,1) = (5,4).
La derivada direccional en la direccién de u es

Vf(2,1)-u=



Ejemplo
Dada f(z,y) = 2 + xy + vy, recordando que

Vi(z,y) = (2r+y,z+2y)

y que f es diferenciable en su dominio, si u = (u1,u2) es un vector
unitario de R2, la derivada direccional de f en la direccién de u en un
punto arbitrario de su dominio es

Vix) u= 2z +y)us + (x + 2y)us.
En el punto (2,1) tenemos: Vf(2,1) = (5,4).
La derivada direccional en la direccién de u es

Vf(Q, 1) -u = (5,4) . (ul,UQ) = 5'LL1 + 4'LL2



Ejemplo
Dada f(z,y) = 2 + xy + vy, recordando que

Vi(z,y) = (2r+y,z+2y)

y que f es diferenciable en su dominio, si u = (u1,u2) es un vector
unitario de R2, la derivada direccional de f en la direccién de u en un
punto arbitrario de su dominio es

V(x) u= 2z +y)u + (z+ 2y)ug.
En el punto (2,1) tenemos: Vf(2,1) = (5,4).
La derivada direccional en la direccién de u es
Vf(2,1)-u=(54)- (u1,u2) = duy + 4us
Por ejemplo:
u=(1,0)=Vf(2,1)-u=5 u=(0,—-1)=Vf(2,1) - u=—4.
] Unidad 1 36/71



Direcciones de maximo crecimiento

Teorema (Direccién de maximo crecimiento)

Si f : R™ — R es diferenciable y V f(x) # 0, entonces V f(x) apunta en
la direccion de maximo crecimiento de f.
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Direcciones de maximo crecimiento

Teorema (Direccién de maximo crecimiento)

Si f : R™ — R es diferenciable y V f(x) # 0, entonces V f(x) apunta en
la direccion de maximo crecimiento de f.

Si n es un vector unitario, la variacion de f en la direccién de n es

Vi) -n=[ViX)] @0089 = IV (x)| cos ¥,
1

donde 0 es el angulo entre n y V f(x).

\
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Direcciones de maximo crecimiento

Teorema (Direccién de maximo crecimiento)

Si f : R™ — R es diferenciable y V f(x) # 0, entonces V f(x) apunta en
la direccion de maximo crecimiento de f.

Si n es un vector unitario, la variacion de f en la direccién de n es
V) -n= V()| [n]| cosb = [|Vf(x)] cos,
1

donde 6 es el angulo entre n y V f(x). El maximo se alcanza cuando
6 = 0, es decir, cuando n y V f(x) son paralelos. O




Direcciones de maximo crecimiento

Teorema (Direccién de maximo crecimiento)

Si f : R™ — R es diferenciable y V f(x) # 0, entonces V f(x) apunta en
la direccion de maximo crecimiento de f.

Si n es un vector unitario, la variacion de f en la direccién de n es
V) -n= V()| [n]| cosb = [|Vf(x)] cos,
1

donde 6 es el angulo entre n y V f(x). El maximo se alcanza cuando
6 = 0, es decir, cuando n y V f(x) son paralelos. O

Observacion: Cuando V f(x) = 0, esta variacién es 0 para todo n.



Ejemplo

Dados f(x,y) = x? + xy + 3% y u = (u1, us), un vector unitario,

Vi(z,y) = (22 +y,x+2y),

la derivada direccional de f en la direccién de u es

Vi(x) -u= 2z +y)us + (x + 2y)ug; Vf(2,1) = (5,4).

La derivada direccional en la direccidon de u es

Vf(2,1)-u=
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Ejemplo

Dados f(x,y) = x? + xy + 3% y u = (u1, us), un vector unitario,

Vi(z,y) = (22 +y,x+2y),

la derivada direccional de f en la direccién de u es

Vi(x) -u= 2z +y)us + (x + 2y)ug; Vf(2,1) = (5,4).
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Vf(2, 1) -u = (5,4) . (ul,UQ) = 5U1 + 4U2
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Dados f(x,y) = x? + xy + 3% y u = (u1, us), un vector unitario,
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Ejemplo

Dados f(x,y) = x? + xy + 3% y u = (u1, us), un vector unitario,
Vi(z,y) = 2z +y,z+2y),
la derivada direccional de f en la direccién de u es

Vi(x) -u= 2z +y)us + (x + 2y)ug; Vf(2,1) = (5,4).

La derivada direccional en la direccion de u es
Vf(2, 1) -u = (5,4) . (ul,UQ) = 5U1 + 4U2
La direccién de maximo crecimiento de f en (2,1) es
Vf(21)
u=-——"-
V(2,1

y, en este caso, la derivada direccional es



Ejemplo

Dados f(x,y) = x? + xy + 3% y u = (u1, us), un vector unitario,
Vi(z,y) = 2z +y,z+2y),
la derivada direccional de f en la direccién de u es

Vi(x) -u= 2z +y)us + (x + 2y)ug; Vf(2,1) = (5,4).

La derivada direccional en la direccion de u es
Vf(2, 1) -u= (5,4) : (ul,UQ) = duy + 4us
La direccién de maximo crecimiento de f en (2,1) es

" Vf(2,1)
IV£(2,1)]
y, en este caso, la derivada direccional es
Vi) V2P
IVF DI VA1)
] Unidad 1 38/71
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Ejemplo

2

iEn qué direccién crece mas rapidamente la funcién f(z,y) = 2% — 2

desde el punto (0,1)?



Ejemplo

2

iEn qué direccién crece mas rapidamente la funcién f(z,y) = 2% — 2

desde el punto (0,1)?

Vf(X> = (2$7 _2y); Vf(O, 1) - (07 _2)'



Ejemplo

2

iEn qué direccién crece mas rapidamente la funcién f(z,y) = 2% — 2

desde el punto (0,1)?

Vf(x) = (2$7 _2y); Vf(O, 1) - (07 _2)‘

Unidad 1



Ejemplo

iEn qué direccién decrece mas rapidamente la funcién f(z,y) = 2% — 2
desde el punto (0,1)?



Ejemplo

iEn qué direccién decrece mas rapidamente la funcién f(z,y) = 2% — 2

desde el punto (0,1)?

iEn qué direccién la tasa de cambio promedio de f en (0,1) es 07

Vf(O,l) -u = (0, —2) . (Ul,’LLQ) =0=>u=

40/71



Ejemplo

iEn qué direccién decrece mas rapidamente la funcién f(z,y) = 2% — 2
desde el punto (0,1)?

~V£(0,1) = (0,2).

iEn qué direccién la tasa de cambio promedio de f en (0,1) es 07

VF(0,1) u=(0,-2) (u1,us) = 0= u=(1,0).



Gradientes y planos tangentes a los conjuntos de nivel

Teorema (EI gradiente es normal a las superficies de nivel)

Sea f : R3 — R una aplicacién de clase C' y sea xo = (0,0, 20) un
punto de la superficie de nivel S definida por f(x,y,z) = k para una
constante k. Entonces V f(xo, yo, 2z0) s normal a la superficie de nivel.
(Es decir que si v es el vector tangente en t = 0 de una trayectoria c(t) en
S con ¢(0) = x¢, entonces V f(xo,yo,20) - v=0.)

v
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Gradientes y planos tangentes a los conjuntos de nivel

Teorema (EI gradiente es normal a las superficies de nivel)

Sea f : R3 — R una aplicacién de clase C' y sea xo = (0,0, 20) un
punto de la superficie de nivel S definida por f(x,y,z) = k para una
constante k. Entonces V f(xo, yo, 2z0) s normal a la superficie de nivel.
(Es decir que si v es el vector tangente en t = 0 de una trayectoria c(t) en
S con ¢(0) = x¢, entonces V f(xo,yo,20) - v=0.)

v

Dem: Sea c(t) una trayectoria en S, con ¢(0) = xg € S. Entonces
f(c(t)) =k y, si v es el vector tangente en ¢ = 0 de c(t), entonces

v =c/(0). Como f(c(t)) es constante en t, % (c(t)) =0y, por la
t=0

regla de la cadena,



Gradientes y planos tangentes a los conjuntos de nivel

v 1xp, %o, Zp)

V1%, ¥, Z)
parallel translated so
that it begins

at (xp, ¥p. Zp)

v translated

. Unidad 1 2/



Planos tangentes a superficies de nivel

Definicidn

Sea S la superficie que esta formada por aquellos (z,y, z) tales que
f(z,y,z) =k, para k = cte. El plano tangente a S en el punto (xg, Yo, z0)
de S se define por

Vf(x07y0720) ) (:1; —20,Y — Yo,%2 — 20) = 0 (1)

si V f(zo,y0, 20) # 0. Es decir, el plano tangente es el conjunto de puntos
(x,y, z) que satisface la ecuacién (1).




Planos tangentes a superficies de nivel

Definicidn

Sea S la superficie que esta formada por aquellos (z,y, z) tales que
f(z,y,z) =k, para k = cte. El plano tangente a S en el punto (xg, Yo, z0)
de S se define por

Vf(xmyO;ZO) ) (:1; —20,Y — Yo,%2 — 20) = 0 (1)

si V f(zo,y0, 20) # 0. Es decir, el plano tangente es el conjunto de puntos
(x,y, z) que satisface la ecuacién (1).

Observacidn: de forma similar se define recta tangente a una curva de
nivel de una funcién de dos variables.



Ejemplo: plano tangente a superficie de nivel

flz,y,2) = 2> + ¢

a) Representar algunas superficies de nivel.

b) Ecuacién del plano tangente a la superficie de nivel en el punto
P(1,0,0) y en el punto Q(0,0,0).



Ejemplo: plano tangente a superficie de nivel

flz,y,2) = 2> + ¢

a) Representar algunas superficies de nivel.
b) Ecuacién del plano tangente a la superficie de nivel en el punto
P(1,0,0) y en el punto Q(0,0,0).

b) x =1, en el primer caso. En el segundo, no existe.



Caso especial: plano tangente al grafico de una funcién de
dos variables

Dada f(z,y)



Caso especial: plano tangente al grafico de una funcién de
dos variables

Dada f(z,y) su grafico coincide con el conjunto de nivel g(x,y,z) =0
para la funcién g(z,y,2) = f(z,y) — =.



Caso especial: plano tangente al grafico de una funcién de
dos variables

Dada f(z,y) su grafico coincide con el conjunto de nivel g(x,y,z) =0

para la funcién g(z,y,2) = f(z,y) — =.
La ecuacién del plano tangente al gréfico de f en (xq, yo, f(x0,¥y0)) viene

dada por:

Vg(xo, Yo, 20) - (x — 20,y — Yo, 2 — 20) =0



Caso especial: plano tangente al grafico de una funcién de
dos variables

Dada f(z,y) su grafico coincide con el conjunto de nivel g(x,y,z) =0

para la funcién g(z,y,2) = f(z,y) — =.
La ecuacién del plano tangente al gréfico de f en (xq, yo, f(x0,¥y0)) viene

dada por:

Vg(zo,y0, 20) - (x — 20,y — Yo, 2 — 20) =0
(fz(zo,y0), fy(20,¥0), —1) - (x — 20,y — Y0, 2 — [(x0,%0)) =0



Caso especial: plano tangente al grafico de una funcién de
dos variables

Dada f(z,y) su grafico coincide con el conjunto de nivel g(x,y,z) =0

para la funcién g(z,y,2) = f(z,y) — =.
La ecuacién del plano tangente al gréfico de f en (xq, yo, f(x0,¥y0)) viene

dada por:
Vg(xo, Yo, 20) - (x — 20,y — Yo, 2 — 20) =0
(fz(z0,%0), fy(z0,%0), —1) - (x — 20,y — Y0,z — f(z0,%0)) =0
fz(x0,%0)(x — x0) + fy(z0,90)(y — o) — (2 — f(w0,%0)) =0



Caso especial: plano tangente al grafico de una funcién de
dos variables

Dada f(z,y) su grafico coincide con el conjunto de nivel g(x,y,z) =0

para la funcién g(z,y,2) = f(z,y) — =.
La ecuacién del plano tangente al gréfico de f en (xq, yo, f(x0,¥y0)) viene

dada por:
Vg(xo, Yo, 20) - (x — 20,y — Yo, 2 — 20) =0
(fz(zo,y0), fy(20,¥0), —1) - (x — 20,y — Y0, 2 — [(x0,%0)) =0
=0

Jz(zo,y0)(x — x0) + fy(x0,v0)(y — yo) — (2 — f(x0,0))
z = f(xo,90) + fo(zo,y0)(® — x0) + fy(20,Y0)(y — vo)



Caso especial: plano tangente al grafico de una funcién de
dos variables

Dada f(z,y) su grafico coincide con el conjunto de nivel g(x,y,z) =0
para la funcién g(z,y,2) = f(z,y) — =.

La ecuacién del plano tangente al gréfico de f en (xq, yo, f(x0,¥y0)) viene
dada por:

Vg(z0,%0, 20) - (¥ — 20,y — Yo,z — 20) = 0
(f(z0,90)s fy(20,90), —1) - (¥ — T0,y — Yo, 2 — f(x0, Y0))
fz(x0,%0)(z — w0) + fy(z0,%0)(y — y0) — (2 — f(w0,0))

z = f(20,0) + fa(20,y0)(x — z0) + fy(20,Y0) (¥ — Yo)

=0
=0
Obs: relacionar con la linealizacién de f en (xq,yo).



Ejemplo: plano tangente a superficie de nivel y al grafico
de una funcidén

flz,y) =2+ ¢

a) Representar.

b) Ecuacién del plano tangente a la superficie en el punto P(1,0,0) y en
el punto Q(0,0,0).
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Ejemplo: plano tangente a superficie de nivel y al grafico
de una funcidén

flz,y) =2+ ¢

a) Representar.

b) Ecuacién del plano tangente a la superficie en el punto P(1,0,0) y en
el punto Q(0,0,0).

b) De z = f(zo,y0) + fz(20,y0)(z — o) + fy(z0, y0) (¥ — o),
z=1+4+2(x—-1)4+0(y —0), z =2z — 1;

2=04+0(xz—-1)+0(y—0), z=0.

. Unidad 1 a6/71



Campo vectorial gradiente

Si f: D C R? — R tiene derivadas parciales en todos los puntos de D,

® se puede definir el campo vectorial gradiente de f, de R? en R? por
medio de (z,y) — Vf(z,y).

e Ademds, si bien su grafico es un subconjunto de R*, se puede
representar V f(z,y) en cada punto (z,y) € D.

Ejemplo: f(z,y) = 22 + y?

3 <
\?//\ N AR
" INSONTN s A
10 I N TN \ ! /s AT T
° - ~ —_ = —=]
o P [ N
Lo AN N \\
- \_\y/&\

1 0 1 2 3
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Campo vectorial gradiente

Si f: D C R? — R tiene derivadas parciales en todos los puntos de D,
® se puede definir el campo vectorial gradiente de f, de R en R? por
medio de (x,y,z) — Vf(x,y, z).
e Ademds, si bien su grafico es un subconjunto de RS, se puede
representar V f(x,y, z) en cada punto (z,y,z) € D.
Ejemplo: f(x,y,z) = 22 + 4?
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Recorrido

@ Funciones vectoriales nuevamente
Diferenciacién de trayectorias
Longitud de arco



Recorrido

O Funciones vectoriales nuevamente
Diferenciacién de trayectorias



Reglas de derivacién de funciones vectoriales

Teorema (Propiedades)

Sean b(t) y c(t) trayectorias diferenciables en R? y sean p(t) y q(t)
funciones escalares diferenciables. Entonces:

Regla de la suma : %[b(t) +c(t)] =b/(t) + c/(1).

Mult. por escalar : %[p(t)c(t)] =p/(t)c(t) + p(t)c' ().

Preod], et %[b(t) ce()] = B(t) - c(t) + b(t) - ¢'(2).

Fleo], vl %[b(t) « o(t)] = b/(£) x c(t) + b(t) x ¢(£).

TRy - %[c(q(t))] — ¢ () (gt)).

————— == = ~




Funciones vectoriales de magnitud constante

Teorema

Funciones vectoriales de magnitud constante:
Sir: [a,b] — R™ es una funcion de magnitud constante (i.e. |r(t)| = cte
en [a,bl]), entonces r(t) es ortogonal a r'(t) en todo t € [a,b].
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Funciones vectoriales de magnitud constante

Teorema

Funciones vectoriales de magnitud constante:
Sir: [a,b] — R™ es una funcion de magnitud constante (i.e. |r(t)| = cte
en [a,bl]), entonces r(t) es ortogonal a r'(t) en todo t € [a,b].

==y

DEMOSTRAR

. Unidad 1 5271



Derivaciéon de funciones vectoriales

Demostracidn.

Supongamos que la curva en cuestidn esta parametrizada por
c(t),a <t <byquelc(t) =k.
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Derivaciéon de funciones vectoriales

Demostracion.

Supongamos que la curva en cuestidn esta parametrizada por

c(t), a <t <by que|c(t)| = k. Entonces, para cualquier ¢ € [a, b],
le(t)]? = k2.
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Derivaciéon de funciones vectoriales

Demostracion.

Supongamos que la curva en cuestidn esta parametrizada por

c(t), a <t <by que|c(t)| = k. Entonces, para cualquier ¢ € [a, b],
lc(t)|> = k2. Luego c(t) - c(t) = k2.
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Derivaciéon de funciones vectoriales

Demostracidn.

Supongamos que la curva en cuestidn esta parametrizada por

c(t), a <t <by que|c(t)| = k. Entonces, para cualquier ¢ € [a, b],
lc(t)|> = k2. Luego c(t) - c(t) = k2. Asi, aplicando la propiedad de
derivada del producto escalar, tenemos:




Derivaciéon de funciones vectoriales

Demostracidn.

Supongamos que la curva en cuestidn esta parametrizada por

c(t), a <t <by que|c(t)| = k. Entonces, para cualquier ¢ € [a, b],
lc(t)|> = k2. Luego c(t) - c(t) = k2. Asi, aplicando la propiedad de
derivada del producto escalar, tenemos:

c(t)-c(t) +c(t)-c(t) =
2c(t) - c(t) =




Derivaciéon de funciones vectoriales

Demostracidn.

Supongamos que la curva en cuestidn esta parametrizada por

c(t), a <t <by que|c(t)| = k. Entonces, para cualquier ¢ € [a, b],
lc(t)|> = k2. Luego c(t) - c(t) = k2. Asi, aplicando la propiedad de
derivada del producto escalar, tenemos:

c(t)-ct)+c(t) - 0
2¢(t) - c'(t) = 0,

lo cual prueba que c(t) y c/(t) son ortogonales para todo t € [a, b].

Ol
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Derivaciéon de funciones vectoriales

Demostracion.

Supongamos que la curva en cuestién estd parametrizada por

c(t), a <t <by que|c(t)| = k. Entonces, para cualquier ¢ € [a, b],
lc(t)|> = k2. Luego c(t) - c(t) = k2. Asi, aplicando la propiedad de
derivada del producto escalar, tenemos:

c(t)-ct)+c(t) - 0
2¢(t) - c'(t) = 0,

lo cual prueba que c(t) y c/(t) son ortogonales para todo t € [a, b]. O

Si c(t) describe la posicién de un mévil en funcién del tiempo, la velocidad
es v(t) = c/(t) y la aceleracién es a(t) = v/(t) = ¢’ (¢).



Trayectorias regulares

Image of ¢

[
c:[0,2n] — R? "‘mem

t > (cos(t),sen®(t)) X




Trayectorias regulares

Image of ¢

[

c:[0,2n] — R? N )
t > (cos3(t),sen3(t))

Definicién (Trayectoria regular)

Una trayectoria diferenciable ¢ es regular en tg si ¢/(tg) # 0. Si ¢ es
diferenciable y ¢’(t) # 0 para todo ¢, se dice que c es regular. En este caso
la curva imagen tiene un aspecto suave.




Recorrido

O Funciones vectoriales nuevamente

Longitud de arco



(Definicion
Sea c : [to,t1] — R”, c(t) = (z1(t),z2(t), - ,z,(t)), una trayectoria C'*
a trozos. Su longitud se define como

L(c):/tlﬂc Ji|dt = \/xl T @n D)t




Definicidon

Sea c : [to,t1] — R”, c(t) = (z1(t),z2(t), - ,z,(t)), una trayectoria C'*
a trozos. Su longitud se define como

|

L(c):/tlﬂc Ji|dt = \/xl T @n D)t

Un desplazamiento infinitesimal de una particula que sigue una trayectoria
c(t) = (z1(t), 22(t), w3(t)) = 1(8)i + 22(2)j + 23(t)k es

. . _ (dx,  dy,  dz
ds = dzi+ dyj + dzk = <dt +E +dtk> dt,




Definicidon

Sea c : [to,t1] — R”, c(t) = (z1(t),z2(t), - ,z,(t)), una trayectoria C'*
a trozos. Su longitud se define como

|

L(c):/tlﬂc Ji|dt = \/xl T @n D)t

Un desplazamiento infinitesimal de una particula que sigue una trayectoria
c(t) = (z1(t), 22(t), w3(t)) = 1(8)i + 22(2)j + 23(t)k es

. . _ (dx,  dy,  dz
ds = dzi+ dyj + dzk = <dt +E +dtk> dt,

y su longitud

2 2 2
ds = \/dz? + dy? + dz? = dx + & I dz dt
dt dt dt

es la diferencial de la longitud de arco.




Desplazamiento infinitesimal y diferencial longitud de arco

/ ds=llas |l = J dx2+ dy? + d2
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Longitud de arco

Supongamos que c(t) = (x(t),y(t)), a <t < b, es regular.
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Longitud de arco

Supongamos que c(t) = (x(t),y(t)), a <t < b, es regular.
¥(t) c(t) = (x(t), y(t))
Py

B=rP, Py

a=t, th1 tr t,=0> L X(t)
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Longitud de arco

Supongamos que c(t) = (x(t),y(t)), a <t < b, es regular.
¥(t) c(t) = (x(t), y(t))
Py

t Py
a=t, t tr—1 tr th,=> P

X(t)

Una particién de [a,b], P = {a = to, t1, ..., t, = b}, genera una poligonal
que aproxima a la imagen de c.




Longitud de arco

Supongamos que c(t) = (x(t),y(t)), a <t < b, es regular.

¥ e(t) = (z(t), y(t))
Py

Py

P
P Xt

t

a=t, th1 ty th,=>

Una particién de [a,b], P = {a = to, t1, ..., t, = b}, genera una poligonal
que aproxima a la imagen de c.
Asumiendo que el camino desde A hasta B se recorre una sola vez cuando

t varia desde t = a hasta t = b, sin volverse sobre si mismo o retroceder,
una aproximacion a la longitud del arco AB es la suma de las longitudes

Li.



Longitud de arco

Supongamos que c(t) = (z(t),y(t)), a <t < b, es regular.
¥(t) c(t) = (x(t), y(t))
Py

t - P
B Xt

a=t, th1 ty th,=>

Una particién de [a,b], P = {a = to, t1, ..., t, = b}, genera una poligonal
que aproxima a la imagen de c.

Asumiendo que el camino desde A hasta B se recorre una sola vez cuando
t varia desde t = a hasta t = b, sin volverse sobre si mismo o retroceder,
una aproximacion a la longitud del arco AB es la suma de las longitudes
L;.. Sumaremos las longitudes de los segmentos Ly, con extremos en los
puntos Py_1 = c(tx—1) y Py = c(tg), para k =1,...,n.



Longitud de arco

Se aproxima la longitud de cada subarco con la longitud del segmento Ly:
Py = c(ti) = (o(tr), y(tr)) Li = /(Aap)? + (Ayp)?

Si las funciones componentes de c,
C:x(t) x(t) y y(t) satisfacen (cada)
hipotesis del Teorema del Valor
Medio en el intervalo [tx_1, k],
entonces existen puntos t7 y t;.* en
(tx—1,tx) tales que

Py = c(tr—1)
= (@(tr-1),y(tk-1))

Azy = z(ty) — x(tp_1) = 2 () (tg — tr_1) = o' (t5) Aty
Ayr = y(ty) — yltr—1) =y (65 (e — tr1) = ¥ (65 Aty

A L= @ (E)AR)? + (5 AH)?




Longitud de arco
Ya que en cada subarco tenemos

Ly = /(@' (6)) + (' (t))? A,

la longitud de arco de la curva suave C, imagen de la trayectoria regular
C, se aproxima por

o= @) + (7)) At
k=1 k=1
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Longitud de arco

Ya que en cada subarco tenemos

L =\ (5) + (v (157))? A,

la longitud de arco de la curva suave C, imagen de la trayectoria regular
C, se aproxima por

SoLe= Y@ )2 + () Aty
k=1 k=1

Aunque esta no es una suma de Riemann, si las funciones 2’ y 3/ son
continuas en [a, b], el limite para n — oo es la integral. Por esto:

Longitud de arco de una curva suave

La longitud de arco de una curva suave (plana o en el espacio) dada por
c(t), a <t < b, que se recorre una vez cuando t crece de a a b, es

b
L—/ 1</ (1)l dt.
i :
NS, Unidad 1 6071



Funcién longitud de arco

Definicidon

Dada una trayectoria ¢, a <t < b, se define la funcién longitud de arco
(con punto base c(a)) para cada t € [a, b] por

s(t) = [ /() du.
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Funcién longitud de arco

Definicidon

Dada una trayectoria ¢, a <t < b, se define la funcién longitud de arco
(con punto base c(a)) para cada t € [a, b] por

s(t) = [ /() du.

Observacidn: debe notarse que si la trayectoria es regular se satisfacen las
hipétesis del T.F. del célculo. Luego se tiene que s es derivable en cada
t€la,bly

s'(t) = [l (®)]]-

Ademis, se comprueba que ds = ||c/(t)||dt.



Recorrido

@® Campos vectoriales

. Unidad 1 6271



Definicidn

Un campo vectorial en R™ es una funcién F : A C R — R" que asigna a
cada punto x € A un vector F(x) € R™. Si n = 2 se llama campo
vectorial en el plano y, si n = 3, campo vectorial en el espacio.

Cada componente de F es un campo escalar (una funcién con imdgenes
reales).

. Unidad 1 6371



Ejemplos

(1] F(a:,y) = (a:,y).

. Unidad 1 6471



Ejemplos

©® F(z,y) = (z,y).
® F(z,y) = (—y,x). Las funciones componentes son fi(z,y) = —yy
fQ(xa y) =



Ejemplos

(z,y).

O F(z,y)

Yy

(—y,x). Las funciones componentes son fi(z,y)

(z,y) =
h@%y):g;
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Ejercicio

Sean F(x,y) = (—xy, 2?) y los gréaficos A y B.
A B C

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
@ Trace en el sistema vacio algunos vectores correspondientes a F.

@® Indique cudl de los gréficos (A o B) corresponde a F (o indique que
no es ninguno de ellos).

© Trace, en el grifico que corresponde a F, una linea de flujo C,
indicando su sentido.



Conceptos importantes

Definicion
® Un campo vectorial se llama de clase C* cuando cada una de sus
componentes es de clase C* (al menos).
® Un campo vectorial de velocidades de un fluido se llama estacionario

si no cambia con el tiempo (que no es lo mismo que decir que es
constante o que no se mueve el fluido).




Conceptos importantes

Definicién
® Un campo vectorial se llama de clase C* cuando cada una de sus
componentes es de clase C* (al menos).
® Un campo vectorial de velocidades de un fluido se llama estacionario

si no cambia con el tiempo (que no es lo mismo que decir que es
constante o que no se mueve el fluido).

Definicién (Lineas de flujo)
Si F es un campo vectorial, una linea de flujo de F es una trayectoria c tal
que

(t) = F(c(t)).

Es decir, F da el campo de velocidades de c.




Ejemplo

La trayectoria c(t) = (cos(t),sen(t)), 0 < ¢ < 2, es una linea de flujo
para el campo vectorial F(z,y) = (—y, x).



Ejemplo

La trayectoria c(t) = (cos(t),sen(t)), 0 < ¢ < 2, es una linea de flujo
para el campo vectorial F(z,y) = (—y, ).
(

Se debe probar que ¢/(t) = F(c(t)), es decir:

c/(t) = (—sen(t),cos(t)) = F(cos(t),sen(t)) = F(c(t)).
iHay mas lineas de flujo? (Ver imagen).
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Ejercicio

Sean F(x,y) = (—xy, 2?) y los gréaficos A y B.
A B C

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
@ Trace en el sistema vacio algunos vectores correspondientes a F.

@® Indique cudl de los gréficos (A o B) corresponde a F (o indique que
no es ninguno de ellos).

© Trace, en el grifico que corresponde a F, una linea de flujo C,
indicando su sentido.



Definicién (Derivada parcial y gradiente de una funcién

f:UCR*—R™)

Dada f: U c R®™ — R™, con funciones componentes fi,- -, fin, se
definen la derivada parcial de f con respecto a x;, para cada ¢ entre 1 y n,

como el vector columna:

9f1
of _ | ™
(933‘1' a]'cm ’
Ox;




Definicién (Derivada parcial y gradiente

de una funcién

f:UCR*—R™)

Dada f: U Cc R®™ — R™, con funciones componentes fi,---
definen la derivada parcial de f con respecto a x;, para cada

como el vector columna:

of1
of _| "
ox; a]'cm
ox;

y el gradiente de f (con respecto al vector
las derivadas parciales, o sea:

oft
da _[of of]_| 7
dx |0z Orn | 8}
T

siempre que todas las derivadas parciales involucradas existan.

, fm. se
1 entre 1y n,

x € R™) como el vector fila de

0f1
OTn

Ofm

Oxn, mxn

Unidad 1
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Dimensiones

fla) y I
| |
:




Example 5.9 (Gradient of a Vector-Valued Function)
We are given

flx) = Az, f(x)eRM, A eRM*N gecRV.

To compute the gradient df/da we first determine the dimension of
df/dx: Since f : RN — RM, it follows that df/dx € RM*V. Second,
to compute the gradient we determine the partial derivatives of f with
respect to every x;:

-
Az = iy (5.67)

aCL Oz,
v

file) =

E

1

J

We collect the partial derivatives in the Jacobian and obtain the gradient

1f gfl ng;—‘ [1411 141]\"—‘
—: =1 = © | =AeRM™Y. (5.68)
da ; ;

[—%i“f e —gil’J L‘lMl oo Aun
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