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Modelos: dindmica poblacional

Malthus 1798
P(t):

poblacién en el instante ¢
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Ejercicio de dindmica poblacional

P'(t) = kP(t)
Adapte este modelo a los siguientes escenarios:
@ Se agrega un crecimiento constante por inmigracion.
© Hay una tasa de natalidad y una tasa de mortalidad.
@ La natalidad es proporcional a P, la mortalidad es proporcional a P?.

© En una poblacién de peces como el item 3, agregue una tasa
constante de desaparicién por ser pescados.
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Modelos: Ley del enfriamiento-calentamiento de Newton

T(t) : temperatura en el instante ¢

T, : temperatura del medio
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Ejercicio sobre la Ley de enfriamiento-calentamiento de
Newton

Dadas la ecuacion
T'(t) = k(T(t) — Tpn),

y el siguiente grafico de la funcién T

250 , , . .
200
© Reconozca:
150
T(0) y Tp.
100
@ Indique cudl es el
tlgglo (). 50

0 20 40 80 80 100
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Modelos: movimiento libre no amortiguado en un sistema
masa-resorte

unstretched

equilibrium
position
mg—Fks=0

motion
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Modelos: movimiento libre no amortiguado en un sistema
masa-resorte

? Fuerza recuperadora eldstica

F, = ks = mg (mddulos)
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I+s Segunda Ley de Newton:

q‘

unstretched

F=ma=F,+P
3

mi = —k(s+x) +mg = —kx

<
equilibrium & x )
position @l mi(t) +kx(t) =0
mg—ks=0 E(t) + wa(t) = 0.

motion
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Modelos: movimiento libre no amortiguado en un sistema
masa-resorte

Ecuacién del movimiento libre no amortiguado en un sistema masa-resorte.

? ? Fuerza recuperadora eldstica

= = S ,
&= | S | < F, = ks = mg (mddulos)

S <
§ J EZ’, > I+s Segunda Ley de Newton:
=3 = <
e ___ - _1 >

unstretched = > F=ma=F,+P
B S
< mi = —k(s+x) + mg = —kx

equilibrium & x .
position @l mi(t) +kax(t) =0
—ks=0 .
me—m= motion E(t) + w?z(t) = 0.
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Modelos: movimiento libre amortiguado en un sistema
masa-resorte

—_—— ——
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Modelos: movimiento libre amortiguado en un sistema
masa-resorte

B > 0: constante de amortiguamiento.

T mx = —kx — Bz
mx+ fx+kx=0
" F 4 200 + wle = 0
B
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Modelos: movimiento libre amortiguado en un sistema
masa-resorte

Ecuacién del movimiento libre amortiguado en un sistema masa-resorte.

=
[
& = B > 0: constante de amortiguamiento.
= 2
e ——
mx = —kx — Bz
mi + B+ kx =0
" F 420+ wlr =0
B
o
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Modelos: movimiento forzado en un sistema masa-resorte
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Modelos: movimiento forzado en un sistema masa-resorte

f(t): fuerza externa.

mi = —kx — px+ f
mi(t) + Ba(t) + kx(t) = f(t)
E(t) 4+ 203 (t) + w?a(t) = f(t)
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Modelos: movimiento forzado en un sistema masa-resorte

Ecuacion del movimiento forzado en un sistema masa-resorte.

f(t): fuerza externa.

mi = —kx — px+ f
mi(t) + Ba(t) + kx(t) = f(t)
E(t) 4+ 203 (t) + w?a(t) = f(t)
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Definicidon

Definicion
Se llama ecuacién diferencial a la ecuacién que contiene derivadas de una
o mds funciones (variables dependientes) con respecto a una o més

variables independientes.
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Clasificacién

Clasificacion de las ED:

Por tipo: pueden ser ordinarias o pariciales.
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Clasificacién

Clasificacion de las ED:

Por tipo: pueden ser ordinarias o pariciales.

Por orden: orden de la mayor derivada presente.

Por linealidad: lineales o no lineales.

d*y dy\?
£Y 15 dy =
az " (da:) y=e
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Clasificacién

Clasificacién de las ED:
Por tipo: pueden ser ordinarias o pariciales.
Por orden: orden de la mayor derivada presente.

Por linealidad: lineales o no lineales.

d2y dy

dy\* d? d
d:cQ+5(d§:> — 4y =e€” d—;;+cos(x)£—e$y:sen2(x)
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Clasificacién

Clasificacién de las ED:

Por tipo: pueden ser ordinarias o pariciales.

Por orden: orden de la mayor derivada presente.

Por linealidad: lineales o no lineales.
d*y dy\* d*y dy
— 45— —dy=¢" —2 4 cos(z)—= — ey = sen?(x
az " (da: Y gzt ( )da: Y (z)

d%y
@ + 5sen(y) =0
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Clasificacién

Clasificacién de las ED:
Por tipo: pueden ser ordinarias o pariciales.

Por orden: orden de la mayor derivada presente.

Por linealidad: lineales o no lineales.

d2 d 3 d? d
Txg o (di) —dy=e" 4 cos()S — ety = sen’(2)

dx? dx
d?y dy
@+5sen(y)—0 dasy_l
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Clasificacién

Clasificacién de las ED:
Por tipo: pueden ser ordinarias o pariciales.
Por orden: orden de la mayor derivada presente.

Por linealidad: lineales o no lineales.

d2 d 3 d? d
Txg o (di) —dy=e" 4 cos()S — ety = sen’(2)

dz? dz
d*y dy
12 +5sen(y) =0 Y= 1
dy dzx
a2
dt + dt
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Clasificacién

Clasificacién de las ED:
Por tipo: pueden ser ordinarias o pariciales.
Por orden: orden de la mayor derivada presente.

Por linealidad: lineales o no lineales.

d2 d 3 d? d
Txg o (di) —dy=e" 4 cos()S — ety = sen’(2)

dz? dz
d*y dy
@+5sen(y)—0 %?/—1
dy dx ou 0%u
oy 8 g _ g
a T 0 or "o
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Definiciones

Definicion

Se llama solucién explicita de una ecuacién diferencial en un intervalo I a
una funcién y (suficientemente derivable) que, al ser sustituida en la
ecuacién, satisface la ecuacioén para todo x € I.
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Definiciones

Definicion
Se llama solucién explicita de una ecuacién diferencial en un intervalo I a
una funcién y (suficientemente derivable) que, al ser sustituida en la
ecuacién, satisface la ecuacioén para todo x € I.

Una relacién G(z,y) = 0 es una solucién implicita de una ecuacién
diferencial en un intervalo I si ésta define una o mas soluciones explicitas
de la ecuacién en I.
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una funcién y (suficientemente derivable) que, al ser sustituida en la
ecuacién, satisface la ecuacioén para todo x € I.

Una relacién G(z,y) = 0 es una solucién implicita de una ecuacién
diferencial en un intervalo I si ésta define una o mas soluciones explicitas
de la ecuacién en I.

o La funcién y(x) = —7e*V? es una solucién explicita de la ecuacién
diferencial \/E% = 2y, en el intervalo (0, c0).
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Definiciones

Definicion
Se llama solucién explicita de una ecuacién diferencial en un intervalo I a
una funcién y (suficientemente derivable) que, al ser sustituida en la
ecuacién, satisface la ecuacioén para todo x € I.

Una relacién G(z,y) = 0 es una solucién implicita de una ecuacién
diferencial en un intervalo I si ésta define una o mas soluciones explicitas
de la ecuacién en I.

o La funcién y(x) = —7e*V? es una solucién explicita de la ecuacién
diferencial \/E% = 2y, en el intervalo (0, c0).

Y a
y = :cey + 5 es una solucién implicita de 1+exey en el intervalo

00).
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Definiciones

Definicidn

Dada una ED, una familia paramétrica de soluciones de la misma, es una

coleccién de soluciones de la ecuacién cuya expresién contiene uno o varios
parametros.
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Definiciones

Definicidn
Dada una ED, una familia paramétrica de soluciones de la misma, es una
coleccién de soluciones de la ecuacién cuya expresién contiene uno o varios
parametros.

Una solucién particular de la ecuacién es un miembro de la familia que se
obtiene dando valores concretos a los parametros.

Una solucién singular de la ecuacién es una solucién que no es un miembro
de la familia paramétrica de soluciones.

Una expresion de la solucion general de la ecuacidn es una expresion
paramétrica tal que toda solucién de la ecuacién se pueda obtener a partir
de esta expresion dando valores apropiados a los pardmetros.

Distinguir dominio de definicién de la funcién f en cuanto solucién y como
funcién.
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Ejemplos

Ejemplo 1: comprobar que 22 + y? = 25 es una solucién implicita de

I _z
y=—y
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Ejemplos

Ejemplo 1: comprobar que 22 + y? = 25 es una solucién implicita de
x

y' = Yy
Ejemplo 2: dada la ed ¥ = 2,/y, una familia uniparamétrica de soluciones

de la misma es y = (1% + 0)2. Verificar que y(z) = 0 también es solucién
(singular).
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Ejemplos

Ejemplo 1: comprobar que 22 + y? = 25 es una solucién implicita de
x

/I _Z
v =—3
Ejemplo 2: dada la ed ¥ = 2,/y, una familia uniparamétrica de soluciones
de la misma es y = (1% + 0)2. Verificar que y(z) = 0 también es solucién
(singular).

Ejemplo 3: dada la ed 23/ + y = 0, una solucién es y = L. Estudiar el

X
dominio.
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Problemas con valores iniciales

Condiciones iniciales: condiciones prescritas que debe cumplir la funcién
desconocida y o sus derivadas.
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Problemas con valores iniciales

Condiciones iniciales: condiciones prescritas que debe cumplir la funcién
desconocida y o sus derivadas.

Dada .
ay _ ' (n—1)
T = J @y, g )

Condiciones iniciales

y(x0) = y0, ¥ (T0) = Y1, -, ¥V (20) = yn1
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Problemas con valores iniciales

Condiciones iniciales: condiciones prescritas que debe cumplir la funcién
desconocida y o sus derivadas.

Dada .
ay _ ' (n—1)
T = J @y, g )

Condiciones iniciales

y(x0) = y0, ¥ (T0) = Y1, -, ¥V (20) = yn1

d4y dy 2

29 529 gy —

dxt dx y—z
dy

1= @y, y",y3)
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Problemas con valores iniciales

Condiciones iniciales: condiciones prescritas que debe cumplir la funcién
desconocida y o sus derivadas.
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Problemas con valores iniciales

Condiciones iniciales: condiciones prescritas que debe cumplir la funcién
desconocida y o sus derivadas.

Dada .
ay _ ' (n—1)
T = J @y, ey )

Condiciones iniciales
y(z0) = yo, ¥ (20) = Y1, s ¥V (20) = Y1

d*y dy\’
&Y 15 dy = ¢®
az t (dm) v=e
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Ejemplo 1: resolver los PVI
{ y'(x) = y(z)
y(0) =3
«O>» «F>r «=»r «=>» E A
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PVI
Ejemplo 1: resolver los PVI

{ y'(x) = y(z) { y'(z) = y(z)

Que pase por el punto (1, —2)
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PVI
Ejemplo 1: resolver los PVI

{ y'(x) = y(z) { y'(z) = y(z)

Que pase por el punto (1, —2)

y(z) = ce”
yi(x) = 3e”,
ya(z) = —Z e’
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PVI

Ejemplo 1: resolver los PVI

{ y'(z) = y(z)
y(0) =3

y(z) = ce”
yi(x) = 3e”,
ya(z) = —Z e’

Y (z) =y(x)
Que pase por el punto (1, —2)

Soluciones de los dos PVI.
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PVI
Ejemplo 2: PVI de segundo orden
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PVI
Ejemplo 2: PVI de segundo orden

y(x) = c1 cos(4x) + ca sen(4x)
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PVI
Ejemplo 2: PVI de segundo orden

y(x) = c1 cos(4x) + ca sen(4x) y'(z) = —4C1 sen(4x) + 4C; cos(4x)
—2 = (' cos(2m) + Cysen(2m)
Ci=-2
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Ejemplo 2: PVI de segundo orden
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Ejemplo 2: PVI de segundo orden

y(x) = c1 cos(4x) + ca sen(4x) y'(z) = —4C1 sen(4x) + 4C; cos(4x)
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PVI
Ejemplo 2: PVI de segundo orden

y(x) = c1 cos(4x) + ca sen(4x) y'(z) = —4C) sen(4z) + 4C; cos(4x)
—2 = Cycos(2m) + Cy sen(2m) 1 = —4C sen(2m) + 4C5 cos(2)
Ci=-2 Cy = i

y(x) = —2cos(4z) + isen(élx)
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Ejemplo 3: PVI con mas de una solucién.
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Ejemplo 3: PVI con mas de una solucién.

{romy
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PVI

Ejemplo 3: PVI con mas de una solucién.

{romy

. : (o : 2
Una familia uniparamétrica de soluciones de la ed es y = (iarQ + c) .
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PVI

Ejemplo 3: PVI con mas de una solucién.

{romy

Una familia uniparamétrica de soluciones de la ed es y = (iarQ + 0)2.
Ademds y(z) = 0 es solucién singular de la ED.
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PVI

Ejemplo 3: PVI con mas de una solucién.

{romy

. : (o : 2
Una familia uniparamétrica de soluciones de la ed es y = (iarQ + c) .

Ademds y(z) = 0 es solucién singular de la ED.
Soluciones del PVI:
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Teorema

Problema con valor inicial de primer orden:

{ y' = f(z,y)

y(7o0) = vo

EDO primer orden
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Teorema

Problema con valor inicial de primer orden:

{ y' = f(z,y) (1)

y(7o0) = vo

Teorema (Teorema de existencia y unicidad de solucién para PVI de

primer orden)

Sea R una region rectangular en el plano xy definida por a < x < b,
c<y<d, ysea (xo,yo) un punto interior a R. Si f y g—i son cotinuas en
R, entonces existe un intervalo I = (xg — h,zo + h), h > 0, contenido en
[a,b] y existe una dnica funcién y definida en I que es solucién del

problema con valores iniciales (1).
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Definicidon

Dada una ED ¢ = f(z,y), el
conjunto de los elementos
lineales que se obtiene al
evaluar sistemdticamente a f
en una cuadricula de puntos
en el plano zy se llama
campo direccional o campo
de pendientes.
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Definicidon

Dada una ED ¢ = f(z,y), el
conjunto de los elementos
lineales que se obtiene al
evaluar sistemdticamente a f
en una cuadricula de puntos
en el plano zy se llama
campo direccional o campo
de pendientes.

Ejemplo 1: v/ = sen(z + y)
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Definicidon

Dada una ED ¢ = f(z,v), el
conjunto de los elementos
lineales que se obtiene al
evaluar sistemdticamente a f
en una cuadricula de puntos
en el plano zy se llama
campo direccional o campo
de pendientes.

Ejemplo 1: ¢/ = sen(z + y)

N
N
NN
I
(N

/
ey
J

FIGURA 2.1.2 Las curvas solucion

siguen el flujo de un campo direccional.
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Ejemplo 2:
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Campos direccionales

Ejemplo 2:
v
AV ANNNT -~ 77T 7T RN
40 VNN NS
VAN N N+ s S
2N NN N~ — S S/
NN NN
X X
VAV AR G G T o T T S
=24t / /5 4~~~ N\ N\
[ Y A A A A T N TR
=4t S s NN
A S W W,
-4 =2 2 4

a) Campo direccional para
dy/dx = 0.2xy.

b) Algunas curvas solucién
en la familia y = ce®*,

u}
)
I
I
it

EDO primer orden 26 /52



@ Ecuaciones diferenciales: generalidades
@ Modelos matematicos
o Clasificacién
@ Definiciones
@ Campos direccionales

9 Métodos para resolver edo de primer orden
@ Separacion de variables
@ Ecuaciones lineales de primer orden
@ Ecuaciones exactas
@ Ecuacién de Bernoulli

«O>r «Fr o« DA

it
.
N
it
v
[



Recorrido

© Métodos para resolver edo de primer orden
@ Separacién de variables
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Separacién de variables

Definicidon

Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es separable si es de la
forma:
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Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es separable si es de la
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Separacién de variables

Definicidon
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forma:
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Separacién de variables

Definicidon

Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es separable si es de la
forma:

Ejemplos:

3x+4y 3z

Y = ylxe =y =y*eMze

Y =y+senx NO es una EDO separable

(1+2)dy —ydr =0
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Separacién de variables

Definicidon

Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es separable si es de la
forma:

Ejemplos:

3x+4y 3z

Y = ylxe =y =y*eMze

Y =y+senx NO es una EDO separable

l1+z)dy—yde=0 — (Q+z)dy=ydr —
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Separacién de variables

Definicidon

Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es separable si es de la

forma:

Ejemplos:

3x+4y 3z

yl:nye N y’:y264y1’e
Y =y+senx NO es una EDO separable

l1+z)dy—yde=0 — (Q+z)dy=ydr — dy

EDO primer orden

dx: 1+

1
Y
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Separacién de variables

y =g(x)ply) — hy(x))y'(x) =g(x)  donde h(y(x)) =

py(x))
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Separacién de variables

y =g(x)ply) — hy(x))y'(x) =g(x)  donde h(y(x)) =

p(y(z))
Sea H una primitiva de h: H' = h.

EDO primer orden 30/52



Separacién de variables

y =g(x)ply) — hy(x))y'(x) =g(x)  donde h(y(x)) =

Sea H una primitiva de h: H' = h.

EDO primer orden 30/52
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Separacién de variables

y =g(x)ply) — hy(x))y'(x) =g(x)  donde h(y(x)) =

Sea H una primitiva de h: H' = h.

En la practica: h(y)% = g(z), o sea h(y)dy = g(x)dz, e integrar ambos

miembros:

EDO primer orden 30/52



Ejemplo 1: ¢/ = z_y_;
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Ejemplos

Ejemplo 1: y =2

Se puede reescribir como 4% dy = (z — 5)dz
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Ejemplos

Ejemplo 1: y =2

Se puede reescribir como y? dy = (z — 5)dz y luego
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Ejemplos

Ejemplo 1: y =2

Se puede reescribir como y? dy = (z — 5)dz y luego

/yzdy:/(m—f))dx

3 2

T
=~ =—-5 C
3 5 T+
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Ejemplos

Ejemplo 1: y =2

Se puede reescribir como y? dy = (z — 5)dz y luego

/yzdy:/(m—f))dx

3 2

Yy X
L st
3 5 T+
2
y = 33%—15x+k
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Ejemplo: (1 + z)dy —ydz =0
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Ejemplos

Ejemplo: (1 + z)dy —ydr =0 — %@/ — dx

5=
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Ejemplos

dy: dx

y 14z

dy
/ /1+a: — Inly|=Injz+ 1|+ C4

Ejemplo: (1 + z)dy —ydz =0 —
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Ejemplos

dy: dx

y 14z

dy
/ /1+a: — Inly|=Injz+ 1|+ C4

ly| = C'|z + 1| donde C' = ¢“1 > 0

Ejemplo: (1 + z)dy —ydz =0 —
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Ejemplos

dy: dx

y 14z

dy
/ /1+a: — Inly|=Injz+ 1|+ C4

ly| = C'|z + 1| donde C' = ¢“1 > 0

Ejemplo: (1 + z)dy —ydz =0 —

y=C(z+1) en R
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Ejemplos

dy: dx

y 14z

dy
/ /1+a: — Inly|=Injz+ 1|+ C4

ly| = C'|z + 1| donde C' = ¢“1 > 0

Ejemplo: (1 + z)dy —ydz =0 —

y=C(z+1) en R y=—-C(z+1) en R
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Ejemplos

Ejemplo:

_ dy _ d=x

dy
/ /1+:1: — Inly|=Injz+ 1|+ C4

ly| = C'|z + 1| donde C' = ¢“1 > 0

y=C(z+1) en R y=—-C(z+1) en R
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Ejemplos

Ejemplo: (1+ z)dy —ydz =0 — %‘/ =z

dy
/ /l—i—a: — In|y|=Inlz+ 1|+ C4

ly| = C |z + 1| donde C' = €' > 0

y=C(z+1) en R y=—-C(z+1) en R

y=Clz+1] en ...
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Ejemplos

dy _ dzx

y 14z

dy
/ /l—i—a: — Inly|=Injz+ 1|+ C4

ly| = C'|z + 1| donde C' = ¢“1 > 0

Ejemplo: (1 + z)dy —ydz =0 —

y=C(z+1) en R y=—-C(z+1) en R

y=0Clr+1] en ... y=—Clz+1] en ...
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Ejemplos

dy: dx

y 14z

dy
/ /l—i—a: — Inly|=Injz+ 1|+ C4

ly| = C'|z + 1| donde C = ¢ > 0

Ejemplo: (1 + z)dy —ydz =0 —

y=C(z+1) en R y=—-C(z+1) en R
y=0Clr+1] en ... y=—Clz+1] en ...

I=(-00,—1) o I=(-1,00)
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Ejemplos

dy _ dz
y 14z

d
/ J /1+x — Inly|=Injz+ 1|+ C4

ly| = C'|z + 1| donde C' = ¢“* > 0

Ejemplo: (1 + z)dy — ydz =0 —

y=C(z+1) enR  y=-C(z+1) en R
=Clz+1] en ... y=—Clz+1| en ...

I=(-00,—1) o I=(-1,00)
y=0(xz+1)=0 en R
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Ejemplos

Ejemplo: (1 + z)dy — ydz =0 — %y = ffz

d
/ J /1+x — In|y|=Inlz+ 1|+ C4

ly| = C |z + 1| donde C' = ' > 0

y=C(z+1) enR  y=-C(z+1) en R
=Clz+1] en ... y=—Clz+1| en ...
I=(-00,—1) o I=(-1,00)
y=0(xz+1)=0 en R
y=k(l+z) en R; EeR
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Pérdida de una solucidén
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Pérdida de una solucidén

1
/2 _
y =y —4 7y =dv
ke** +1
y=2
1 — kete
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Pérdida de una solucidén

1

— .2 _
Y =y —4 y2_4dy—dx
kel +1 _ 1 1
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Pérdida de una solucidén

1

— .2 _
Y =y —4 y2_4dy—dx
kel +1 _ 1 1

k=0=y=2;, y=—2 essolucién singular.
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Pérdida de una solucidén

1

/2 —
y =y —4 y2_4dy—das
ket® +1 _ 1.1
k=0=y=2; = —2 es solucién singular.
-4 Y‘I:v‘./
s Qw;"\ |
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Recorrido

© Métodos para resolver edo de primer orden

@ Ecuaciones lineales de primer orden

EDO primer orden 36 /52



Definicidon

Definicion

Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es lineal en la variable
dependiente y, si es de la forma

a1(x)y + ao(x)y = g(x).

donde ag, a1 y g son funciones continuas en un intervalo I y aj(x) # 0 en
1.
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Definicidon

Definicion
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a1(x)y + ao(x)y = g(x).

donde ag, a1 y g son funciones continuas en un intervalo I y aj(x) # 0 en
1.

Algunas ed lineales son separables, otras no:

Yy =x+5
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Definicidon

Definicion

Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es lineal en la variable
dependiente y, si es de la forma

a1(x)y + ao(x)y = g(x).
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Definicidon

Definicion

Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es lineal en la variable
dependiente y, si es de la forma

a1(x)y + ao(x)y = g(x).

donde ag, a1 y g son funciones continuas en un intervalo I y aj(x) # 0 en
1.

Algunas ed lineales son separables, otras no:

Yy =a+5 y +y=zx

FORMA ESTANDAR:
Y + P(x)y = f(x)
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Y (2) + P(a)y(z) = f(x)
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Método

y'(x) + Pa)y(z) = f(z)

Multiplicamos por un factor integrante: u(x)
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Método

y'(x) + Pa)y(z) = f(z)

Multiplicamos por un factor integrante: u(x)
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Método

y'(x) + Pa)y(z) = f(z)

Multiplicamos por un factor integrante: u(x)

Y (@)p(z) +y() P(x)u(z) = f(2)u(z)

Buscamos 1 de manera que el primer miembro sea la derivada de un
producto:

EDO primer orden 38/52



Método

y'(x) + P(z)y(x) = f(x)
Multiplicamos por un factor integrante: u(x)
Y (@)p(z) +y() P(x)u(z) = f(2)u(z)

Buscamos 1 de manera que el primer miembro sea la derivada de un
producto:

P(x)pu(x) = p'(z) =
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Método

y'(x) + P(z)y(x) = f(x)
Multiplicamos por un factor integrante: u(x)
Y (@)p(z) +y() P(x)u(z) = f(2)u(z)

Buscamos 1 de manera que el primer miembro sea la derivada de un
producto:

P(a)u(a) = pl(x) =
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Método

y'(x) + P(z)y(x) = f(x)
Multiplicamos por un factor integrante: u(x)
Y (@)p(z) +y() P(x)u(z) = f(2)u(z)

Buscamos 1 de manera que el primer miembro sea la derivada de un
producto:

P(a)u(a) = pl(x) =

que felizmente resulta ser separable: df‘ = P(x)dx

EDO primer orden 38/52



Método

y'(x) + Pa)y(z) = f(z)

Multiplicamos por un factor integrante: u(x)

Y (@)p(z) +y() P(x)u(z) = f(2)u(z)

Buscamos 1 de manera que el primer miembro sea la derivada de un

producto:

P(a)u(a) = pl(x) =

que felizmente resulta ser separable: df‘ = P(x)dx

:6fP(m)dz :kefP(m)dr

p() w(x)
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Método

Y (x) + P(z)y(z) = f(x)
Y (@)u(x) + y(@) Pe)u(x) = fz)u(x)

H($) _ 6fP(x)dz M(:U) _ kefP(m)dr
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Método

Y (x) + P(z)y(z) = f(x)
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Método

Y (x) + P(z)y(z) = f(x)
Y (@)u(x) + y(@) Pe)u(x) = fz)u(x)
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Método

Y (x) + P(z)y(z) = f(x)
Y (@)u(x) + y(@) Pe)u(x) = fz)u(x)

H($) _ 6fP(x)dz M(:U) _ kefP(m)dr

2 (@) = fx)ul)
vahula) = [ f@ula)derC (el PO = [ fa)el FO doto

y(a:) _ efP(:p)dx/f(l,)efP(a:)dm dr + CeffP(m)d:v
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Ejemplo 1:

2y () + y(z) = 2" In(z)
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Ejemplo 1:

2y () + y(z) = 2" In(z)
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Ejemplos

Ejemplo 2:

I EJEMPLO 7 Circuito en serie

Una bateria de 12 volts se conecta a un circuito en serie en el que el inductor es de ! henry
y la resistencia es de 10 ohms. Determine la corriente 7, si la corriente inicial es cero.

/e

—

FIGURA 3.1.7 Circuito en serie LR.

Li'(t) + Ri(t) = E(t) %i’(t) +10i() = 12; (0) = 0.
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Ejemplos

Ejemplo 2:

I EJEMPLO 7 Circuito en serie

Una bateria de 12 volts se conecta a un circuito en serie en el que el inductor es de ! henry
y la resistencia es de 10 ohms. Determine la corriente 7, si la corriente inicial es cero.

X\

—

R
FIGURA 3.1.7 Circuito en serie LR.

Li'(t) + Ri(t) = E(t) %i’(t) +10i() = 12; (0) = 0.

-/

i = f(t,1)
i(0) = 0 (2)
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Ejemplos

Ejemplo 2:

I EJEMPLO 7 Circuito en serie

Una bateria de 12 volts se conecta a un circuito en serie en el que el inductor es de ! henry

y la resistencia es de 10 ohms. Determine la corriente 7, si la corriente inicial es cero.

FIGURA 3.1.7 Circuito en serie LR.

Li'(t) + Ri(t) = E(t) %i’(t) +10i() = 12; (0) = 0.

L 5

aw:§+w”m
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Ejemplos

Ejemplo 2:

I EJEMPLO 7 Circuito en serie

Una bateria de 12 volts se conecta a un circuito en serie en el que el inductor es de ! henry
y la resistencia es de 10 ohms. Determine la corriente 7, si la corriente inicial es cero.

FIGURA 3.1.7 Circuito en serie LR.

Li'(t) + Ri(t) = E(t) %i’(t) +10i() = 12; (0) = 0.

L 5
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Definicidon

Definicion

Una ecuacién diferencial M(z,y) + N(x,y)y’

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 es exacta si M
forma diferencial exacta.

0o
y)dx + N(z,y)dy es una

y)y
(,
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Definicidon

Definicion

Una ecuacién diferencial M(z,y) + N(z,y)y' =00
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 es exacta si M (x,y)dx + N(x,y)dy es una
forma diferencial exacta.

Una condicidn suficiente para que M (x,y)dx + N(x,y)dy sea una forma
diferencial exacta,en una regién abierta, conexa y simplemente conexa, es

N, = M,

Criterio de los componentes para determinar si M dx + Ndy + P dz es exacta
La forma diferencial M dx + Ndy + P dz es exacta en un dominio conexo y simple-
mente conexo si y sélo si,

daP _ dN oM _ dP ) dN _ aM

dy oz’ dz  ox’ ax Ay’

Esto equivale a decir que el campo F = Mi + Nj + PK es conservativo.
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Definicidon

Definicién
Una ecuacién diferencial M(z,y) + N(z,y)y’ =0 o
M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0 es exacta si M (x,y)dx + N(z,y)dy es una

forma diferencial exacta.
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Definicidon

Definicién

Una ecuacién diferencial M (z,y) + N(z,y)y’ =0 o0

M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0 es exacta si M (x,y)dx + N(z,y)dy es una
forma diferencial exacta.

Para encontrar su solucién tenemos en cuenta la definicidn:

DEFINICIONES  Cualquier expresion M(x, v, z) dx + N(x, y, z) dy + P(x, y, z) dz
es una forma diferencial. Una forma diferencial es exacta en un dominio D en el

espacio si
f!/ f f
i

J i) ]
Mdx + Ndy + Pdz = —dx + dy + = dz = df
- dx [2) dz

para alguna funcion escalar / a través de D.
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Método

Dada una edo exacta, M (z,y) + N(z,y)y’ = 0, propongo una solucién
implicita S(z,y) = C.
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Método

Dada una edo exacta, M (z,y) + N(z,y)y’ = 0, propongo una solucién
implicita S(z,y) = C.
Para hallar S, derivo con respecto a z:
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Método

Dada una edo exacta, M (z,y) + N(z,y)y’ = 0, propongo una solucién
implicita S(z,y) = C.
Para hallar S, derivo con respecto a z:

oS oS
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Método

Dada una edo exacta, M (z,y) + N(z,y)y’ = 0, propongo una solucién

implicita S(z,y) = C.
Para hallar S, derivo con respecto a z:

oS s, .,

Si se cumple que

%(%y) “M@y) v ey = N),
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Método

Dada una edo exacta, M (z,y) + N(z,y)y’ = 0, propongo una solucién
implicita S(z,y) = C.
Para hallar S, derivo con respecto a z:

o5 os, .,
%(Cﬂay) + @(JU’Z/)?J (z) =0.

Si se cumple que

oS oS

S(x,y) = C serd una solucién implicita de la ED es decir, si S es una
funcién potencial del campo vectorial F = (M, N).
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Método

Dada una edo exacta, M (z,y) + N(z,y)y’ = 0, propongo una solucién
implicita S(z,y) = C.
Para hallar S, derivo con respecto a z:

oS s, .,

Si se cumple que

oS 0S
%(w,y) =M(z,y) vy @(x,y) = N(z,y),

S(x,y) = C serd una solucién implicita de la ED es decir, si S es una
funcién potencial del campo vectorial F = (M, N).

LA SOLUCION DE LA ED ES S(z,y) = C.
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2
Ty — cosxsenx
Y(z) =

y(1 —a?)
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Ejemplo

xy? — cosrsen x
y(1 —2?)

2 2 2
sen“z  y= (1 —x%)

y'(z) =
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Ejemplo

ry? — coswsenx

/ —
viz) = y(1—?)
sen’z  y%(1 —2?)
sen’z (1 —2?
sen“z  y*(1—27) _c
2 2
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{y(ﬂ)=1

—ysen(z) — 4+ cos(z)y =0
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Recorrido

© Métodos para resolver edo de primer orden

@ Ecuacién de Bernoulli
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Ecuacién de Bernoulli: Modelo y aplicaciones

Modelo:
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Ecuacién de Bernoulli: Modelo y aplicaciones

Modelo:

P+l pvl +pghi = Pt a pv? + pghs
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Ecuacién de Bernoulli: Modelo y aplicaciones

Modelo:
= Q(z)y"(z)
Logistic Growth
| Camingeapacty
Time
P+ pvl +pghy =Py + pvQ + pgha dN (K -N)

TR
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Ecuacién de Bernoulli: Modelo y aplicaciones

Modelo:

y'(z) + P(x)y(z) = Q(x)y™(z), no puede faltar P(x);n € R.
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Ecuacién de Bernoulli: Modelo y aplicaciones

Modelo:

y'(z) + P(x)y(z) = Q(x)y™(z), no puede faltar P(x);n € R.

Sin=0: v + P(z)y = Q(z) es lineal.
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Ecuacién de Bernoulli: Modelo y aplicaciones

Modelo:

y'(z) + P(x)y(z) = Q(x)y™(z), no puede faltar P(x);n € R.

Sin=0: v + P(z)y = Q(z) es lineal.

Sin=1: v + P(x)y = Q(x)y es lineal y separable:
Y + (P(z) = Q(x))y = 0.
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Ecuacién de Bernoulli: Modelo y aplicaciones

Modelo:

y'(z) + P(x)y(z) = Q(x)y™(z), no puede faltar P(x);n € R.

Sin=0: Y + P(z)y = Q(z) es lineal.

Sin=1: v + P(x)y = Q(x)y es lineal y separable:
y' + (P(z) — Q(z))y = 0.

Sin#1, se resuelve haciendo la sustitucion v = y'™".
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Ejemplo

oy +y=2%? =y + % = zy®. Reconozco n =2 yasumo z # 0.
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Ejemplo

oy +y=2%? =y + % = zy®. Reconozco n =2 yasumo z # 0.

Dividimos ambos miembros de la ED por 3, en este caso 42, con lo que

se obtiene: , )
L+—=u (3)
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Ejemplo

oy +y=2%? =y + % = zy®. Reconozco n =2 yasumo z # 0.

Dividimos ambos miembros de la ED por 3, en este caso 42, con lo que
se obtiene:

/
Y 1
4+ — == 3
Ry (3)
Consideramos la sustitucidn sugerida
1
1-n
v(x) = |y(x = )
(@) = ) =
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Ejemplo

oy +y=2%? =y + % = zy®. Reconozco n =2 yasumo z # 0.

Dividimos ambos miembros de la ED por 3, en este caso 42, con lo que
se obtiene:

y 1
— =2 3
Ry (3)
Consideramos la sustitucidn sugerida
1 1
1-n . / /
v(z) = [y(x = , derivamos: v'(x) = — Yy (x
(@) = ) = (@) = 35V @)
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Ejemplo

oy +y=2%? =y + % = zy®. Reconozco n =2 yasumo z # 0.

Dividimos ambos miembros de la ED por 3, en este caso 42, con lo que

se obtiene:
y 1
=4+ — ==
y?  ay
Consideramos la sustitucidn sugerida
1
v(z) = [y(ﬂﬁ)]lfn = — derivamos:

y\xr

(z)’
y sustitumos en la ED (3) para obtener:

/ (%
v+ ==
xT
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Ejemplo

oy +y=2%? =y + % = zy®. Reconozco n =2 yasumo z # 0.

Dividimos ambos miembros de la ED por 3, en este caso 42, con lo que
se obtiene:

/
Y 1
Y Ty
Consideramos la sustitucidn sugerida
1 1
v(z) = [y(z)]) ™" = —, derivamos: v'(z) = — y'(x)

y(x)’

(
y sustitumos en la ED (3) para obtener:

r, v /
UV F+—-=T=0 —

v .
— = —x (lineal en v). Resuelvo:
X x
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Ejemplo

oy +y=2%? =y + % = zy®. Reconozco n =2 yasumo z # 0.

Dividimos ambos miembros de la ED por 3, en este caso 42, con lo que
se obtiene:

/
Y 1
) Ty
Consideramos la sustitucidn sugerida
1 1
v(z) = [y(z)]) ™" = —, derivamos: v'(z) = — y'(x)
y() y*(z)
y sustitumos en la ED (3) para obtener:
1
=z - =g (lineal en v). Resuelvo: = ef ~wdr = Z
x x x
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Ejemplo

oy +y=2%? =y + % = zy®. Reconozco n =2 yasumo z # 0.

Dividimos ambos miembros de la ED por 3, en este caso 42, con lo que
se obtiene:

/
Y 1
) Ty
Consideramos la sustitucidn sugerida
1 1
v(z) = [y(z)]) ™" = —, derivamos: v'(z) = — y'(x)
y(z) y*(x)
y sustitumos en la ED (3) para obtener:
1
=z - =g (lineal en v). Resuelvo: = ef ~wdr = Z
x x x

v
—=—r+c=
x
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Ejemplo

oy +y=2%? =y + % = zy®. Reconozco n =2 yasumo z # 0.

Dividimos ambos miembros de la ED por 3, en este caso 42, con lo que
se obtiene:

/
Y 1
) Ty
Consideramos la sustitucidn sugerida
1 1
v(z) = [y(z)]) ™" = —, derivamos: v'(z) = — y'(x)
y(z) y*(x)
y sustitumos en la ED (3) para obtener:
1
=z - =g (lineal en v). Resuelvo: = ef ~wdr = Z
x x x

v 2
—=—r+c=>v=—-I +cx
T
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Ejemplo

oy +y=2%? =y + % = zy®. Reconozco n =2 yasumo z # 0.

Dividimos ambos miembros de la ED por 3, en este caso 42, con lo que
se obtiene:

/

Y 1

=4+ — =2 3

2 oy (3)
Consideramos la sustitucidn sugerida

1 1
v(z) = [y(z)]) ™" = —, derivamos: v'(z) = — y'(x)
y(z) y*(x)
y sustitumos en la ED (3) para obtener:
1
=z - =g (lineal en v). Resuelvo: = ef ~wdr = Z
x x x

v 9 1
—=—r+c=>v=—x"+cxr=—
T 4
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Ejemplo

oy +y=2%? =y + % = zy®. Reconozco n =2 yasumo z # 0.

Dividimos ambos miembros de la ED por 3, en este caso 42, con lo que
se obtiene:

/
Y 1
) Ty
Consideramos la sustitucidn sugerida
1 1
v(z) = [y(z)]) ™" = —, derivamos: v'(z) = — y'(x)
y(z) y*(z)
y sustitumos en la ED (3) para obtener:
1
=z - =g (lineal en v). Resuelvo: = ef ~wdr = Z
x x x
v 9 1 1
—E=E Tt U= A= S Y=
x Y —x* + cx
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Ejemplo

v(z) = =y *(2) V= =3yt
y3(x)
Multiplicamos la ecuacién diferencial dada por —3y~* y obtenemos

=3y~ +3y 7 = -3,
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Ejemplo

-3 ! -4/
v(z) = =y °(z v =-3y "y
(@)= gy =V @
Multiplicamos la ecuacién diferencial dada por —3y~* y obtenemos
=3y~ +3y° = =3,

hacemos la sustitucién por v’ y v y nos queda: v/ + 3v = —3.
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Ejemplo

=y *(2) =3y~ "y
Multiplicamos la ecuacién diferencial dada por —3y~* y obtenemos

=3y~ +3y 7 = -3,

hacemos la sustitucién por v’ y v y nos queda: v/ + 3v = —3.
Esta nueva ED es lineal con factor integrante pu(z) = ef 342 = 3% 3|
resolverla obtenemos: v(x) = —1 + Ce 3%
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Ejemplo

=y *(2) =3y~ "y
Multiplicamos la ecuacién diferencial dada por —3y~* y obtenemos

=3y~ +3y 7 = -3,

hacemos la sustitucién por v’ y v y nos queda: v/ + 3v = —3.
Esta nueva ED es lineal con factor integrante pu(z) = ef 342 = 3% 3|
resolverla obtenemos: v(x) = —1 + Ce 3%
. 1
-3 —3x 3
x)=—-1+Ce — x) =
y () + Y (z) e
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Ejemplo

=y *(2) =3y~ "y
Multiplicamos la ecuacién diferencial dada por —3y~* y obtenemos

=3y~ +3y 7 = -3,

hacemos la sustitucién por v’ y v y nos queda: v/ + 3v = —3.
Esta nueva ED es lineal con factor integrante pu(z) = ef 342 = 3% 3|
resolverla obtenemos: v(x) = —1 + Ce 3%
. 1
-3 —3x 3
=—-1+C — =
y () + Ce y(2) = — O
, 1
3
y(z) = —1+4+Ce32
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