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Introduccién: f(z) = az?

y=ax

-2 -1.8 -1 0.8 1] 05 1 1.4 2

Unidad 1 R



Introduccién: f(z) = az?

y=ax

-2 -1.8 -1 0.8 1] 05 1 1.4 2

Unidad 1 B



Introduccién: f(z) = az?

y=ax

-2 -1.8 -1 0.8 1] 05 1 1.4 2

Unidad 1 Y



Introduccién: f(z) = az?

y=ax

-2 -1.8 -1 0.8 1] 05 1 1.4 2

Unidad 1 T



Introduccién: f(z) = az?

y=ax

-2 -1.8 -1 0.8 1] 05 1 1.4 2

Unidad 1 B



Introduccién: f(z) = az?

y=ax

-2 -1.8 -1 0.8 1] 05 1 1.4 2

Unidad 1 D



Introduccién: f(z) = az?

y=ax

-2 -1.8 -1 0.8 1] 05 1 1.4 2

Unidad 1 Y



Introduccién: f(z) = az?

y=ax

-2 -1.8 -1 0.8 1] 05 1 1.4 2

Unidad 1 Y



Introduccién: f(z) = az?

y=ax

-2 -1.8 -1 0.8 1] 05 1 1.4 2

Unidad 1 Y



Introduccién

AT TTTIITF

13 / 03

2026

Unidad 1

MC



I
_E_ESG..\\\\\

i

T

AR
e %.%WM
A
e
4 TS
s
o poen
i ooee

oo
w -t o o
[}

Introduccién: f(a,z) = ax?
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Introduccién: f(a,z) = ax?
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Introduccién: f(x,y)
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Ejemplos

Operadores Derivada

Densidad Laplaciana: Accién conjunta de las dos mascaras
£eca00 Alcoholes
~ Agua
Zumo de frutas
. Fuerte W Bebidas muy
azucaradas
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Algunas definiciones

Definicién
Una funcién vectorial de varias variables reales es una funcién f que tiene
su dominio A contenido en R™ y asigha a cada vector

X = (z1,%2,...,%y) € A un vector w € R™, es decir que las imagenes son
vectores de R™.

FIACR" 5R™ /%€ A f(R) =W € R™,
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Algunas definiciones

Definicién
Una funcién vectorial de varias variables reales es una funcién f que tiene
su dominio A contenido en R™ y asigha a cada vector

X = (z1,%2,...,%y) € A un vector w € R™, es decir que las imagenes son
vectores de R™.

FIACR" 5R™ /%€ A f(R) =W € R™,

Se llaman funciones con valores vectoriales si m > 1y funciones con
valores escalares si m = 1.
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Algunas definiciones

Definicién

Una funcién vectorial de varias variables reales es una funcién f que tiene
su dominio A contenido en R™ y asigha a cada vector

X = (z1,%2,...,%y) € A un vector w € R™, es decir que las imagenes son
vectores de R™.

FIACR" 5R™ /%€ A f(R) =W € R™,

Se llaman funciones con valores vectoriales si m > 1y funciones con
valores escalares si m = 1.

Sin > 1y m =1 se llaman funciones de n variables independientes,
con valores reales o campos escalares.
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Algunas definiciones

Definicién

Una funcién vectorial de varias variables reales es una funcién f que tiene
su dominio A contenido en R™ y asigha a cada vector

X = (z1,%2,...,%y) € A un vector w € R™, es decir que las imagenes son
vectores de R™.

FIACR" 5R™ /%€ A f(R) =W € R™,

Se llaman funciones con valores vectoriales si m > 1y funciones con
valores escalares si m = 1.

Sin > 1y m =1 se llaman funciones de n variables independientes,
con valores reales o campos escalares.

Sin =1y m > 1 se llaman funciones vectoriales de una variable real o
trayectorias.
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Algunas definiciones

frACR" - R" /x€e A— f(X) =w e R™.
El conjunto de valores o imagenes w asignados por f es el rango, imagen o
recorrido de la funcién.
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Algunas definiciones

frACR" - R" /x€e A— f(X) =w e R™.
El conjunto de valores o imagenes w asignados por f es el rango, imagen o
recorrido de la funcién.
Cada z;,71=1,2,...,n, es una variable independiente, mientras que w es
la variable dependiente.

Unidad 1 Y



Algunas definiciones

frACR" - R" /x€e A— f(X) =w e R™.
El conjunto de valores o imagenes w asignados por f es el rango, imagen o
recorrido de la funcién.
Cada z;,71=1,2,...,n, es una variable independiente, mientras que w es
la variable dependiente.

Definicién (Campo escalar)

Un campo escalar es una funcién f que tiene su dominio A contenido en
R™ y sus imagenes son nameros reales, es decir, m = 1.

f:ACR" >R / (x1,22,...,2y) = w= f(z1,22,...,2,) €ER.
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Algunas definiciones

frACR" - R" /x€e A— f(X) =w e R™.
El conjunto de valores o imagenes w asignados por f es el rango, imagen o
recorrido de la funcién.
Cada z;,71=1,2,...,n, es una variable independiente, mientras que w es
la variable dependiente.

Definicién (Campo escalar)

Un campo escalar es una funcién f que tiene su dominio A contenido en
R™ y sus imagenes son nameros reales, es decir, m = 1.

f:ACR" >R / (x1,22,...,2y) = w= f(z1,22,...,2,) €ER.

La funcién f que asigna a cada punto del salén, x € A C R3, la
temperatura en dicho punto.

N
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Algunas definiciones

Definicién (Funcién vectorial)

Es una funcién ¢ que tiene su dominio A contenido en R, es decir, n =1, y
sus imagenes son vectores de R™.

C:ACR=R™ [/ tesw=(fit), f2(t),..., fm(D)).
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Algunas definiciones

Definicién (Funcién vectorial)

Es una funcién ¢ que tiene su dominio A contenido en R, es decir, n =1, y
sus imagenes son vectores de R™.

C:ACR=R™ [/ tesw=(fit), f2(t),..., fm(D)).

N

La funcién c que asigna a cada instante de tiempo, t € A C R, el vector
posicion de un moévil que se desplaza por el espacio.

\.

Unidad 1 Y



Ejemplos

Funciones de dos y tres variables

f:D — R dada por f(z,y) =y — 22
D(f) ={(z,y) e R* 1 y > 2°};
I(f) =[0,+00)
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Ejemplos

Funciones de dos y tres variables

f:D — R dada por f(z,y) =y — 22
D(f) ={(z,y) e R* 1 y > 2°};
I(f) =[0,+00)

2 — 2y

g(‘T?wa) :Zm
D(g) ={(z,y,2) €R*: 2 >0,y > 0,z # y}

Unidad 1
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Definiciones de grafica o grafico y conjunto de nivel

Definicién

Dada una funcién f: D — R, (D C R"), se llama grafico o grafica de f
al subconjunto de R™*+1

Gy ={(z1,.... Zn, f(@1, ..., 20)) € R (24, ...,2,) € D}.

Unidad 1 2026 29 /93



Definiciones de grafica o grafico y conjunto de nivel

Definicién

Dada una funcién f: D — R, (D C R"), se llama grafico o grafica de f

al subconjunto de R™*+1
Gy ={(x1, s Tn, f(T1, .0y Tp)) € R (24, 2,) € D}

Sin =1, la grafica de f es una curva en R?; si n = 2, la grafica de f es
una superficie en R3. Si n = 3, la grafica de f es un subconjunto de R* y
no podemos representarla.

z
Graph of £
e

Craphof £

¥

Unidad 1 Y



Definiciones de grafica y conjunto de nivel

Definicién

Conjunto de nivel (k) de f es el conjunto
{(z1,...,xn) € D : f(z1,...,xs) =k}, para k € Im(f).

Unidad 1 Y



Definiciones de grafica y conjunto de nivel

Definicién

Conjunto de nivel (k) de f es el conjunto
{(z1,...,xn) € D : f(z1,...,xs) =k}, para k € Im(f).

Si n = 2, el conjunto de nivel suele ser una curva, llamada curva de nivel.
Curva de nivel de f es el conjunto {(x,y) € D : f(x,y) = k}, para

ke Im(f).

Curva de contorno de f es el conjunto {(z,y,k) € R®: f(x,y) = k},
para k € Im(f).
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Definiciones de grafica y conjunto de nivel

Definicién

Conjunto de nivel (k) de f es el conjunto
{(z1,...,xn) € D : f(z1,...,xs) =k}, para k € Im(f).

Si n = 2, el conjunto de nivel suele ser una curva, llamada curva de nivel.
Curva de nivel de f es el conjunto {(x,y) € D : f(x,y) = k}, para

ke Im(f).

Curva de contorno de f es el conjunto {(z,y,k) € R®: f(x,y) = k},
para k € Im(f).

Sim = 3, el conjunto de nivel suele ser una superficie, llamada superficie de
nivel.

Superficie de nivel de f es el conjunto {(z,y,2) € D: f(x,y,z) = k},
para k € Im(f).
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Definiciones de grafica y conjunto de nivel

Definicién

Conjunto de nivel (k) de f es el conjunto
{(z1,...,xn) € D : f(z1,...,xs) =k}, para k € Im(f).

Si n = 2, el conjunto de nivel suele ser una curva, llamada curva de nivel.
Curva de nivel de f es el conjunto {(x,y) € D : f(x,y) = k}, para

ke Im(f).

Curva de contorno de f es el conjunto {(z,y,k) € R®: f(x,y) = k},
para k € Im(f).

Sim = 3, el conjunto de nivel suele ser una superficie, llamada superficie de
nivel.

Superficie de nivel de f es el conjunto {(z,y,2) € D: f(x,y,z) = k},
para k € Im(f).

Si D C R™, n >4, el conjunto de nivel suele ser una hipersuperficie.
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Definiciones de grafica y conjunto de nivel

Definicién

Conjunto de nivel (k) de f es el conjunto
{(z1,...,xn) € D : f(z1,...,xs) =k}, para k € Im(f).

Si n = 2, el conjunto de nivel suele ser una curva, llamada curva de nivel.
Curva de nivel de f es el conjunto {(x,y) € D : f(x,y) = k}, para

ke Im(f).

Curva de contorno de f es el conjunto {(z,y,k) € R®: f(x,y) = k},
para k € Im(f).

Sim = 3, el conjunto de nivel suele ser una superficie, llamada superficie de
nivel.

Superficie de nivel de f es el conjunto {(z,y,2) € D: f(x,y,z) = k},
para k € Im(f).

Si D C R™, n >4, el conjunto de nivel suele ser una hipersuperficie.
Ejemplo: © + 3y — 32 + 2t — 3 = 0 es la ecuacién de un hiperplano en R*.

Unidad 1 Y



Curvas de nivel y curvas de contorno, f: A C R? — R.

Dada
flz,y) =2+,

trace curvas de nivel y
curvas de contorno

para f.

Unidad 1 Y



Curvas de nivel y curvas de contorno, f: A C R? — R.

Dada
flz,y) =2+,

trace curvas de nivel y
curvas de contorno

para f.

Unidad 1

figure 2.1.6 Some level curves for the function

) =32 + 2.

Curvas de nivel

figure 2.1.7 Level curves in Figure 2.1.6 raised to
the graph.

Curvas de contorno
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Método de las secciones

Definicién

Seccién de una gréafica es la interseccién de la misma con un plano
(vertical).

Unidad 1
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Método de las secciones

Definicién

Seccién de una gréafica es la interseccién de la misma con un plano
(vertical).

Ejemplo: f(z,y) = 22 + y?
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Método de las secciones

Definicién

Seccién de una gréafica es la interseccién de la misma con un plano
(vertical).

Ejemplo: f(z,y) = 22 + y?

En este ejemplo, la grafica es un paraboloide eliptico.

Si Py es el plano y = 0, entonces una seccién de f es el conjunto

PN graficade f = {(z,y,2) : y = 0,2 = 22}. Graficamente, la seccién es
la parabola z = 2% en el plano y = 0. (Buscar otras secciones).

Unidad 1 Y



Método de las secciones

Definicién

Seccién de una gréafica es la interseccién de la misma con un plano
(vertical).

Ejemplo: f(z,y) = 22 + y?

En este ejemplo, la grafica es un paraboloide eliptico.

Si Py es el plano y = 0, entonces una seccién de f es el conjunto

PN graficade f = {(z,y,2) : y = 0,2 = 22}. Graficamente, la seccién es
la parabola z = 2% en el plano y = 0. (Buscar otras secciones).

TP1 ejercicio 2b (sin conceptos topolégicos)

Unidad 1 Y



Ejercicio tomado del libro de Stewart

59. z = sin(xy) 60. z = e*cos y 61. - =

Y

62. z=sinx—siny 63 z=(1—-x%)(1—-y") 64 :z=
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Ejercicio tomado del libro de Stewart

59. z = sin(xy)

62. - =sinx — siny

S

ta

= e*cosy 61.

=(1=-xH01 -y 64

50cll; 60 alV;61f1;62elll;63bVI; 64dV
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Conjuntos de nivel de funciones de tres variables: superficies
de nivel

La grafica de f(z,y,2) = 22 + ¢ — 2% es

gph(f) = {(z,y,2,t) € R* 1 t = 2?2 + % — 22},

Unidad 1 Y



Conjuntos de nivel de funciones de tres variables: superficies

de nivel

La grafica de f(z,y,2) = 22 + ¢ — 2% es

gph(f) = {(z,y,2,t) € R* 1 t = 2?2 + % — 22},

Las superficies de
nivel de f son

Le= {(m,y,z) : .’B2+y2—22 = C}

y se encuentran
haciendo
r? + y2 —22=c

Unidad 1

2026
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Conjuntos de nivel de funciones de tres variables: superficies
de nivel

La grafica de f(z,y,2) = 2% + y> — 2% es

gph(f) = {(z,y,2,t) € R* 1 ¢ = 2% + y* — 2°}.

Las superficies de
nivel de f son

Le={(z.y.2) : 2> +yP 2 = )

y se encuentran
haciendo
x? + y2 -2 =c

Unidad 1 RS



Método de las secciones (aplicado al caso n = 3)

Recordemos que la seccién de una grafica es la interseccién de la misma
con un plano (vertical). ; Qué es un “hiperplano vertical” en este escenario?

Unidad 1 Y



Método de las secciones (aplicado al caso n = 3)

Recordemos que la seccién de una grafica es la interseccién de la misma
con un plano (vertical). ; Qué es un “hiperplano vertical” en este escenario?

Ejemplo: f(z,y,2) = 2* + y? — 2
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Método de las secciones (aplicado al caso n = 3)

Recordemos que la seccién de una grafica es la interseccién de la misma
con un plano (vertical). ; Qué es un “hiperplano vertical” en este escenario?

Ejemplo: f(x,y,2) ==
La grafica es

gph(f) = {(z,y,2,t) € R* : t = 2® + ¢ — 2%}

Tomemos, por ejemplo, el subespacio Sy—o = {(z,y,2,t) : y =0}. La
seccion correspondiente a Sy—g es
Sy=0 N gph(f) = {(z,y,2,t) 1 y = 0,t = & +¢* — 2°}
= {(z,y,2,t) : y=0,t = 2% — 2%},

que podemos pensar como una silla de montar en el espacio zzt.

Unidad 1 Y



Recorrido

@® Limites y continuidad en dimensiones superiores
Limites
Continuidad
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Conceptos topoldgicos

Definicién

Sean xg € R™ y r un niimero real positivo.
Llamamos bola abierta o disco abierto de centro xq y radio » > 0 al

conjunto
D, (x0) ={x € R": [|x — x¢|| < r}.

Unidad 1
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Conceptos topoldgicos

Definicién

Sean xg € R™ y r un niimero real positivo.
Llamamos bola abierta o disco abierto de centro xq y radio » > 0 al
conjunto

D, (x0) ={x € R": [|x — x¢|| < r}.

En R: D, (z¢) = (xo — 7,20 + 7).
En R2: D,(z0,90) = {(z,y) € RZ: \/(z — 20)2 + (y — y0)? < r}.
EnR3: D, (x0) = {x € R®: \/(x — 20)2+ (y — y0)2 + (2 — 20)%2 < r}.

(b) {c)
B v Unidad 1 s Em e



Conceptos topoldgicos

Definicién

U es abierto si para todo punto x¢ € U existe r > 0 tal que D, (xo) C U.

Un entorno de un punto x € R™ es un conj. abierto U que contiene a x.

Un punto x € R™ es un punto frontera de U si todo entorno de x contiene

al menos un punto de U y al menos un punto que no pertenece a U.

U es cerrado si todos los puntos frontera de U pertenecen a U.

R

_Punto P
P ~
frontera ’ ~ { s
(o / A ’
®©~Punto { 5 \ r =
interior 1 . I { 1 .
\ i \
. ’ \
N ” | .

Unidad 1




Conceptos topoldgicos

Definicién

U es un conjunto acotado si existe una bola B tal que U C B.

U es un conjunto no acotado si ninguna bola lo incluye.

Unidad 1
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Ejemplos

El dominio de la funcién dada por f(z,y) = \/y — 2 es

Unidad 1 s D



Ejemplos

El dominio de la funcién dada por f(z,y) = \/y — 2 es ey
D(f) = {(z,y) € R? : y > 22}; D no es abierto, es cerrado ‘%'
y no es acotado.

Unidad 1 s D



Ejemplos

El dominio de la funcién dada por f(z,y) = \/y — 2 es e

D(f) = {(x,y) € R? : y > 22}; D no es abierto, es cerrado

-

y no es acotado.
El dominio de la funcién dada por g(x,y) = ;2 es
Yy—x

2026 40 / 93
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Ejemplos

El dominio de la funcién dada por f(z,y) = \/y — 2 es [
D(f) = {(x,y) € R? : y > 22}; D no es abierto, es cerrado

y no es acotado.

El dominio de la funcién dada por g(x,y) = ;2 es
y—x
D = {(z,y) € R? : y > x?} y es abierto, no es cerrado y no

es acotado.

Unidad 1 s D



Ejemplos

El dominio de la funcién dada por f(z,y) = \/y — 2 es
D(f) = {(x,y) € R? : y > 22}; D no es abierto, es cerrado

y no es acotado.

El dominio de la funcién dada por g(z,y) = ——~— es

y—a?
D = {(z,y) € R? : y > x?} y es abierto, no es cerrado y no
es acotado.

El conjunto R? (como subconjunto de R?) es

Unidad 1
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Ejemplos

El dominio de la funcién dada por f(z,y) = \/y — 2 es \/

D(f) = {(z,y) € R? : y > 22}; D no es abierto, es cerrado
y no es acotado.

El dominio de la funcién dada por g(z,y) = ——~— es —
y—a =+
D = {(z,y) € R? : y > 2?} y es abierto, no es cerradoy no

es acotado.

El conjunto R? (como subconjunto de R?) es abierto, es cerrado y no
acotado.

Unidad 1 Y



Ejemplos

El dominio de la funcién dada por f(z,y) = \/y — 2 es \/

D(f) = {(z,y) € R? : y > 22}; D no es abierto, es cerrado
y no es acotado.

El dominio de la funcién dada por g(z,y) = ——~— es

y—a?
D = {(z,y) € R? : y > x?} y es abierto, no es cerrado y no
es acotado.

El conjunto R? (como subconjunto de R?) es abierto, es cerrado y no
acotado.

Un disco plano sin borde, como subconjunto de R3,
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Ejemplos

El dominio de la funcién dada por f(z,y) = \/y — 2 es \/

D(f) = {(z,y) € R? : y > 22}; D no es abierto, es cerrado
y no es acotado.

El dominio de la funcién dada por g(z,y) = ——~— es

y—a?
D = {(z,y) € R? : y > x?} y es abierto, no es cerrado y no
es acotado.

El conjunto R? (como subconjunto de R?) es abierto, es cerrado y no
acotado.

Un disco plano sin borde, como subconjunto de R?, no es abierto, no es
cerrado y es acotado.
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Ejemplos

El dominio de la funcién dada por f(z,y) = \/y — 2 es \/

D(f) = {(z,y) € R? : y > 22}; D no es abierto, es cerrado
y no es acotado.

El dominio de la funcién dada por g(z,y) = ——~— es

y—a?
D = {(z,y) € R? : y > x?} y es abierto, no es cerrado y no
es acotado.

El conjunto R? (como subconjunto de R?) es abierto, es cerrado y no
acotado.

Un disco plano sin borde, como subconjunto de R?, no es abierto, no es
cerrado y es acotado.

TP1 Ejercicio 2b, analizar conceptos topoldgicos.

Unidad 1 Y



Recorrido

@® Limites y continuidad en dimensiones superiores
Limites

Unidad 1
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Definicion informal de limite

Definicién
Sean f: A CR™ — R™, donde A es un conjunto abierto; xo un punto de
A o un punto frontera de A; b un vector de R™ y N un entorno de

b € R™.

Decimos que f finaliza en N cuando x — X si existe un entorno U de
X tal que para toda x # x( que pertenezca a U N A, se cumple f(x) € N.
Decimos que f tiende al limite b cuando x tiende a xg, y escribimos

lim f(x) =b,
X—X0
si dado cualquier entorno N de b, f finaliza en N cuando x tiende a xg.
Es decir, si f(x) esta cerca de b cuando x esta préximo a xg.
Si esto no pasa, entonces f(x) no se aproxima a ningin nimero cuando x
tiende a xg y decimos que lim f(x) no existe.
X—X0

Unidad 1 Y



Definicién de limite para f : A C R? - R

N
> 3":\"\/@:, )
-~ ~
[ ——D
QI N
b
1
1
1 x
- -7 —11}/
- 1
P el LN v
K4 P W— Xg
\h._, -

Unidad 1
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Definicion de limite

Notacién: Se escribe equivalentemente

lim f(x)=1L o f(x) — L.

X—X0 X—X0

Unidad 1 Y



Definicion de limite

Notacién: Se escribe equivalentemente

lim f(x)=1L o f(x) — L.

X—X0 X—X0

Notar que: siempre que hablemos del concepto de lim f(x),
X—X0

supondremos que X( pertenece a un conjunto abierto A C D(f) o bien xg
esta en la frontera de ese conjunto.
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Definicion de limite

Notacién: Se escribe equivalentemente

lim f(x)=1L o f(x) — L.

X—X0 X—X0

Notar que: siempre que hablemos del concepto de lim f(x),
X—X0

supondremos que X( pertenece a un conjunto abierto A C D(f) o bien xg
esta en la frontera de ese conjunto.

Propiedad de unicidad del limite: si lim f(x) = L1 y lim f(x) = Lo,
0

X—X0 X—X
Ly = Lo.

Unidad 1 Y



Ejemplo: ¢ : D C R — R?.
Dada la funcién vectorial

c:DCR—=R? c(t) = (t—2,V1),
graficamos su imagen y buscamos el limite

limc(t) =

t—1
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Ejemplo: ¢ : D C R — R?.

Dada la funcién vectorial
c:DCR—=R? c(t) = (t—2,V1),

graficamos su imagen y buscamos el limite

limc(t) = (—1,1).

t—1

(ver gif)
Unidad 1

2026
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Ejemplo

Dado el limite:

lim x
X—X0

Unidad 1
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Ejemplo

Dado el limite:

lim x
X—X0

e ;Cual es la funcién f? Indique dominio y codominio.
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Ejemplo

Dado el limite:

lim x
X—X0

e ;Cual es la funcién f? Indique dominio y codominio.

® Calcule el limite, interpretando qué podrian ser N, U y b, que
aparecen en la definicidn.
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Ejemplo

Dado el limite:
Iim x

X—X0

e ;Cual es la funcién f? Indique dominio y codominio.

® Calcule el limite, interpretando qué podrian ser N, U y b, que
aparecen en la definicidn.

lim x
X—X0
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Ejemplo

Dado el limite:
Iim x

X—X0

e ;Cual es la funcién f? Indique dominio y codominio.

® Calcule el limite, interpretando qué podrian ser N, U y b, que
aparecen en la definicidn.

lim x = xg.
X—X0

Unidad 1
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Ejemplo

Dada la funcién

¢ |ndique dominio y codominio.
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Ejemplo

Dada la funcién

Unidad 1

¢ |ndique dominio y codominio.
f:DCR?> =R, D=?
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Ejemplo

Dada la funcién

Unidad 1

¢ |ndique dominio y codominio.
f:DCR?> =R, D=?
i{(z,y) eR*: (z,y) # (0,0)}7
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Ejemplo

Dada la funcién

¢ |ndique dominio y codominio.
f:DCR?> =R, D=?
{(z,y) €R?: (x,y) # (0,0)}7
e Estudie graficamente el limite

lim z,y).
(z,y)—(0,0) fe.y)

Unidad 1 s e



Ejemplo

Dada la funcién

13 05

(ver graficos en compu)

Unidad 1

¢ |ndique dominio y codominio.
f:DCR?> =R, D=?
{(z,y) €R?: (x,y) # (0,0)}7
e Estudie graficamente el limite

lim  f(x,y).

(z,)—(0,0)
e Estudie graficamente el limite

lim x,y), para
(937y)—>(900,y0)f( v). P

cualquier (zo,yo) # (0,0).

2026 47 / 93



Definiciones necesarias para dar las propiedades de los limites

Sean fy g funciones de A C R™ en R™, xg € A 0 x¢ en la frontera de A4,
beR™yceR.
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Definiciones necesarias para dar las propiedades de los limites

Sean fy g funciones de A C R™ en R™, xg € A 0 x¢ en la frontera de A4,
beR"yceR.

Operaciones usuales entre funciones:

cf y f+ g funciones de A en R™, definidas por (c¢f)(x) =cf(x)y

(f +9)(x) = f(x) + g(x).
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Definiciones necesarias para dar las propiedades de los limites

Sean fy g funciones de A C R™ en R™, xg € A 0 x¢ en la frontera de A4,

beR"yceR.

Operaciones usuales entre funciones:

cf y f+ g funciones de A en R™, definidas por (c¢f)(x) =cf(x)y
(f +9)(x) = f(x) + g(x).

Sim =1, fgy1l/f definidas de A en R por (fg)(x) = f(x)g(x) y
(1/1)(%) = 1/(x), i f(x) 0.
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Definiciones necesarias para dar las propiedades de los limites

Sean f y g funciones de A C R™ en R™, xg € A 0 X en la frontera de A,
beR"yceR.

Operaciones usuales entre funciones:

cf y f+ g funciones de A en R™, definidas por (c¢f)(x) =cf(x)y

(f +9)(x) = F(x) + g(x).

Sim =1, fgy1l/f definidas de A en R por (fg)(x) = f(x)g(x) y
(/1)) = 1/£(x), si f(x) 0.

Teorema (Propiedades de los limites)
0 Si f(x) = (fi(x),..., fm(x)), entonces xhﬁrgcl f(x) =b sii

lim fi(x) = b; para todoi=1,2,...,m.
X—X0

SIN DEMOSTRAR
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Definiciones necesarias para dar las propiedades de los limites

Sean f y g funciones de A C R™ en R™, xg € A 0 X en la frontera de A,
beR"yceR.

Operaciones usuales entre funciones:

cf y f+ g funciones de A en R™, definidas por (c¢f)(x) =cf(x)y

(f +9)(x) = F(x) + g(x).

Sim =1, fgy1l/f definidas de A en R por (fg)(x) = f(x)g(x) y
(/1)) = 1/£(x), si f(x) 0.

Teorema (Propiedades de los limites)
0 Si f(x) = (fi(x),..., fm(x)), entonces lim f(x) =b sii
X—=X0
lim f;(x) =b; para todoi=1,2,...,m

X—X0 ’ .
@® Si lim f(x) = b, entonces lim cf(x) = cb.
X—X0 X—=X0

SIN DEMOSTRAR
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Definiciones necesarias para dar las propiedades de los limites

Sean f y g funciones de A C R™ en R™, xg € A 0 X en la frontera de A,
beR"yceR.

Operaciones usuales entre funciones:

cf y f+ g funciones de A en R™, definidas por (c¢f)(x) =cf(x)y

(f +9)(x) = F(x) + g(x).

Sim =1, fgy1l/f definidas de A en R por (fg)(x) = f(x)g(x) y
(/1)) = 1/£(x), si f(x) 0.

Teorema (Propiedades de los limites)
0 Si f(x) = (fi(x),..., fm(x)), entonces lim f(x) =b sii
X—=X0
lim fij(x) = b; para todoi=1,2,...,m

X—X0

® Si lim f(x) = b, entonces hm cf(x) = cb.

X—X0
® Si lim f(x)=by y hm q( ) by, entonces

X—X(

lim (f + g)(x) = by +b2

X—X0

SIN DEMOSTRAR
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Definiciones necesarias para dar las propiedades de los limites

Sean f y g funciones de A C R™ en R™, xg € A 0 X en la frontera de A,
beR"yceR.

Operaciones usuales entre funciones:

cf y f+ g funciones de A en R™, definidas por (c¢f)(x) =cf(x)y

(f +9)(x) = F(x) + g(x).

Sim =1, fgy1l/f definidas de A en R por (fg)(x) = f(x)g(x) y
(/1)) = 1/£(x), si f(x) 0.

Teorema (Propiedades de los limites)
0 Si f(x) = (fi(x),..., fm(x)), entonces lim f(x) =b sii
X—=X0
lim fi(x) = b; para todoi=1,2,...,m.
X—X(
® Si lim f(x) =D, entonces lim cf(x) = cb.
X—X0 X—X0
® Si lim f(x)=b; y lim g(x) = by, entonces
X—X0 X—X0
xlirrio(f + g)(x) = by + ba.
O Sim=1, lim fx)=b1y lgm g(x) = by, entonces
X—X0 X—=X0
lim (fg)(x) = by ba. Si, ademas, by #0 y f(x) # 0 para toda x € A,
X—X0

Jim (1/1)(x) = 1/01.

SIN DEMOSTRAR
Unidad 1 Y



Ejemplos: limites que existen.

Ejemplos de limites que existen

rz—zy+3

3

hm —————————>
(@y)—(0,1) 22y + Sxy — y3
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Ejemplos: limites que existen.

Ejemplos de limites que existen

lim _roay+3 _3
(@y)—(0,1) 22y + Sxy — y3

3
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Ejemplos: limites que existen.

Ejemplos de limites que existen
rz—zy+3
(z,9)—(0,1) 2%y + 5zy — y

N
—
(=N
=]
|
w
I

-3

lim oy (@ —ay) (Vo +v5)
(2,,2)—(0,0,1) \/_—\/’ (¢,9,2)—(0,0,1) (\/_—\/_) (Vz + /)
e Z(—)(x/_Jr\/_):O
(z,y,2)—(0,0,1) r—y

Unidad 1 R



Limites iterados

No siempre existen a la vez ni son necesariamente iguales

lim f(z,y), lim lim f(x,y), lim lim f(x,y). El primero es el
(z,y)—=(z0,90) LT Y—Yo Y=o T—T0

limite doble; los segundos son limites iterados.

Unidad 1 2026 50 / 93



Limites iterados

No siempre existen a la vez ni son necesariamente iguales
lim f(z,y), lim lim f(x,y), lim lim f(x,y). El primero es el
0

(z.y)—(z0,90) TT0 Y—Yo Y—yYo T
limite doble; los segundos son limites iterados.

Teorema (Propiedades)

e S existen los limites iterados y existe el limite doble, entonces los tres
coinciden.

® Sj los limites iterados son distintos, el limite doble no existe.

® Aunque ambos limites iterados existan y sean iguales, el limite doble
podria no existir.
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Limites iterados

No siempre existen a la vez ni son necesariamente iguales
lim f(z,y), lim lim f(x,y), lim lim f(x,y). El primero es el
0

(z.y)—(z0,90) TT0 Y—Yo Y—yYo T
limite doble; los segundos son limites iterados.

Teorema (Propiedades)

e S existen los limites iterados y existe el limite doble, entonces los tres
coinciden.

® Sj los limites iterados son distintos, el limite doble no existe.

® Aunque ambos limites iterados existan y sean iguales, el limite doble
podria no existir.

v

Estudiar, mediante limites iterados, lim &Y

, lim  =Z%Y_
(w0)2(0.0) TV @y)s(00) T )

lim x+vy)costcost.

(w,y)ﬁ(O,O)( v) v &

v
=) = = =

= — yort
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

lin
(z.y)—=(0,0) 27+ y
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

lin
(z.y)—=(0,0) 27+ y

f@y) = sy S0 = 0; f(0,4) =0
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

lin
(z.y)—=(0,0) 27+ y

f@y) = sy S0 = 0; f(0,4) =0

x2 1

f(l‘,i?):ﬁ 9

Unidad 1
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

lim Y

——~ — no existe
(2.y)—(0,0) T2 + y?

f@y) = 5y f@0)=0; f0,9)

.2172

T 22

(a,2) ;

Unidad 1
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

a:y2

11 7
(20)=(0.0) 72 + 1/

Unidad 1
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

2
lim
(z,9)—(0,0) 22 +y

2

J@y) = sy J@,0) =05 f(0,4) =0
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

2
R
(@)—(0,0) 22 +y

J@y) = sy J@,0) =05 f(0,4) =0
z(mx)? ma

= — 0;
224+ (mx)t 14+ m*a? (29)—0,0)
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

2
R
(@)—(0,0) 22 +y

J@y) = sy J@,0) =05 f(0,4) =0
z(mx)? ma

0;
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Ejemplos: criterio de dos trayectorias.

2
X
lfm y

——~— no existe
(2,y)—(0,0) z2 + y*

flay) = &y £(2,0)=0; £(0,y) =0

z(mx)? ma

0;

Unidad 1 Y



Recorrido

@® Limites y continuidad en dimensiones superiores

Continuidad

Unidad 1
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Continuidad

Definicién
Sean f: A C R™ — R™, una funcién dada con dominio A, y xg € A.
Decimos que f es continua en xg si y solo si

lim f(x) = f(xo)-

X—X0

Unidad 1 Y



Continuidad

Sean f: A C R™ — R™, una funcién dada con dominio A, y xg € A.
Decimos que f es continua en xg si y solo si

lim f(x) = f(xo)-

X—X0

Si f es continua en cada punto de A, se dice que f es continua en A.

Unidad 1
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Continuidad

Sean f: A C R™ — R™, una funcién dada con dominio A, y xg € A.
Decimos que f es continua en xg si y solo si

lim f(x) = f(xo)-

X—X0

Si f es continua en cada punto de A, se dice que f es continua en A.
Si f no es continua en xg, decimos que f es discontinua en xg.
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Continuidad

Definicién
Sean f: A C R™ — R™, una funcién dada con dominio A, y xg € A.
Decimos que f es continua en xg si y solo si

lim f(x) = f(xo)-

X—X0

Si f es continua en cada punto de A, se dice que f es continua en A.

Si f no es continua en xg, decimos que f es discontinua en xg.

Si f es discontinua en algiin punto de A, se dice que f es discontinua en

A.
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Continuidad

Definicién
Sean f: A C R™ — R™, una funcién dada con dominio A, y xg € A.
Decimos que f es continua en xg si y solo si

lim f(x) = f(x0).
X—X0
Si f es continua en cada punto de A, se dice que f es continua en A.
Si f no es continua en xg, decimos que f es discontinua en xg.
Si f es discontinua en algiin punto de A, se dice que f es discontinua en
A.
v

Los polinomios y las funciones racionales son continuos en los puntos de
sus respectivos dominios.

Unidad 1 Y



Continuidad

z z
Break in the
surface z= flx, y)
z=flx. y)

e — — — — | — =

Set of discontinuities of £
i.e., the set of points
where fis discontinuous

2026 55 / 93
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Teorema (Propiedades de las funciones continuas)

Sean
fiACR" = R™, g:ACR" >R™ y ceR

@ [ es continua en xg € A sii cada funcién componente de f lo es.

SIN DEMOSTRAR
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Teorema (Propiedades de las funciones continuas)

Sean
fiACR" = R™, g:ACR" >R™ y ceR

@ [ es continua en xg € A sii cada funcién componente de f lo es.
® Si f es continua en xg, entonces también lo es cf.

SIN DEMOSTRAR
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Teorema (Propiedades de las funciones continuas)

Sean
fiACR" = R™, g:ACR" >R™ y ceR

@ [ es continua en xg € A sii cada funcién componente de f lo es.

® Si f es continua en xg, entonces también lo es cf.

® Si f y g son continuas en xq, entonces también lo es f + g. Si, ademas,
m = 1, entonces [ - g también es continua en xg.

SIN DEMOSTRAR
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Teorema (Propiedades de las funciones continuas)

Sean
fiACR" = R™, g:ACR" >R™ y ceR

@ [ es continua en xy € A sii cada funcién componente de f lo es.

® Si f es continua en xq, entonces también lo es cf.

® Si f y g son continuas en xq, entonces también lo es f + g. Si, ademas,
m = 1, entonces f - g también es continua en xg.

® Sim =1, f es continua en x¢ y f(x) # 0 para toda x € A, entonces 1/ f
es continua en Xg.

SIN DEMOSTRAR
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56 / 93



Teorema (Propiedades de las funciones continuas)

Sean
fiACR" = R™, g:ACR" >R™ y ceR

@ [ es continua en xy € A sii cada funcién componente de f lo es.

® Si f es continua en xq, entonces también lo es cf.

® Si f y g son continuas en xq, entonces también lo es f + g. Si, ademas,
m = 1, entonces f - g también es continua en xg.

® Sim =1, f es continua en x¢ y f(x) # 0 para toda x € A, entonces 1/ f
es continua en Xg.

0 Si f(x) = (fi(x),-.., fm(x)), entonces f es continua en x sii f; es
continua en xg para todoi=1,2,...,m.

SIN DEMOSTRAR
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Teorema (Propiedades de las funciones continuas)

Sean
fiACR" = R™, g:ACR" >R™ y ceR

@ [ es continua en xy € A sii cada funcién componente de f lo es.

® Si f es continua en xq, entonces también lo es cf.

® Si f y g son continuas en xq, entonces también lo es f + g. Si, ademas,
m = 1, entonces f - g también es continua en xg.

® Sim =1, f es continua en x¢ y f(x) # 0 para toda x € A, entonces 1/ f
es continua en Xg.

0 Si f(x) = (fi(x),-.., fm(x)), entonces f es continua en x sii f; es
continua en xg para todoi=1,2,...,m.

SIN DEMOSTRAR
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Teorema (Propiedades de las funciones continuas)

Sean
fiACR" = R™, g:ACR" >R™ y ceR

@ [ es continua en xg € A sii cada funcién componente de f lo es.

® Si f es continua en xg, entonces también lo es cf.

® Si f y g son continuas en xq, entonces también lo es f + g. Si, ademas,
m = 1, entonces [ - g también es continua en xg.

® Sim =1, f es continua en x¢ y f(x) # 0 para toda x € A, entonces 1/ f
es continua en Xg.

0 Si f(x) = (fi(x),-.., fm(x)), entonces f es continua en x sii f; es
continua en Xy para todoi=1,2,...,m.

SIN DEMOSTRAR

Indicar dimensién del dominio y del codominio y estudiar la continuidad de

)= (#0550 y deglo) = (25 S 0(s)).

2+1

= = =

Unidad 1 Y



Continuidad de la composicién

Definicién

Si g aplica A en By f aplica B en C, la composicion de f con g, se denota
foug, aplica A en C' vy se define por (f o g)(x) = f(g(x)).

feog
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Continuidad de la composicién

Definicién

Si g aplica A en By f aplica B en C, la composicion de f con g, se denota
foug, aplica A en C' vy se define por (f o g)(x) = f(g(x)).

feog

Sig:A—>B,~de manera que D(g) = Ay f: B C B — C, de modo que
D(f) = B C B, el dominio de f o g sera

D(fog)={xe€ A:g(x) € B}.
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Continuidad de la composicién

Definicién

Si g aplica A en By f aplica B en C, la composiciéon de f sobre g, se denota
foug, aplica A en C' vy se define por (f o g)(x) = f(g(x)).

feog

Sig:A—>B,~de manera que D(g) = Ay f: B C B — C, de modo que
D(f) = B C B, el dominio de f o g sera

D(fog)={xe€ A:g(x) € B}.
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Continuidad de la composicién

Teorema (Continuidad de la composicién)

Seag: ACR" - R™ ysea f: BCR™ — RP. Supongamos que
g(A) C B, de forma que f o g esté definida en A. Si g es continua en
xo € A y f es continua en yog = g(xq), entonces f o g es continua en Xg.

Unidad 1 Y



Continuidad de la composicién

Teorema (Continuidad de la composicién)

Seag: ACR" - R™ ysea f: BCR™ — RP. Supongamos que
g(A) C B, de forma que f o g esté definida en A. Si g es continua en
xo € A y f es continua en yog = g(xq), entonces f o g es continua en Xg.

.

Ejemplo: propiedades de la continuidad
Dada

f(@,y,2) = (2 +y*)'° + sen® 2 — cos(a?),

indicar dominio, codominio y estudiar la continuidad de f, justificando
mediante las propiedades vistas.

.
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Recorrido

© Diferenciacion
Derivadas parciales
La aproximacién lineal de una funcién de dos variables
Diferenciabilidad en dos variables y plano tangente
Diferenciabilidad: caso general
Gradiente
Propiedades
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Recorrido

© Diferenciacion
Derivadas parciales

Unidad 1
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Definicion de derivada parcial

Definicién
Sea U C R"™ un conjunto abierto y sea f : U C R™ — R. Entonces, para
cada j =1,2,...,n, se define la derivada parcial de f con respecto a z;

por

V
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Definicion de derivada parcial

Sea U C R"™ un conjunto abierto y sea f : U C R™ — R. Entonces, para

cada j =1,2,...,n, se define la derivada parcial de f con respecto a z;
por
of
87%( 1, ’xn) =
— f(xlazQa a$]+ha axn)_f(xlvx% yLj, ,.’En)
h—0 h
o 105 Re) = £
h—0 h

si el limite existe. Aca e; es el j-ésimo vector canénico.

El dominio de la funcién —— es el subconjunto de U donde el limite
-~
J

anterior existe.
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Derivadas parciales de una funcién de dos variables

Para calcular la derivada parcial de una funcién f(z1,...,z,) con respecto
a una de sus variables, x;, derivamos aplicando las reglas de derivacion
usuales, considerando a las otras variables como constantes.
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Derivadas parciales de una funcién de dos variables

Para calcular la derivada parcial de una funcién f(z1,...,z,) con respecto
a una de sus variables, x;, derivamos aplicando las reglas de derivacion
usuales, considerando a las otras variables como constantes.

Halle las derivadas parciales de f(x,y) = z + 2%y — 3.
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Derivadas parciales de una funcién de dos variables

Para calcular la derivada parcial de una funcién f(z1,...,z,) con respecto
a una de sus variables, x;, derivamos aplicando las reglas de derivacion
usuales, considerando a las otras variables como constantes.

Halle las derivadas parciales de f(x,y) = z + 2%y — 3.

0
— =142
ox + oy
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Derivadas parciales de una funcién de dos variables

Para calcular la derivada parcial de una funcién f(z1,...,z,) con respecto
a una de sus variables, x;, derivamos aplicando las reglas de derivacion
usuales, considerando a las otras variables como constantes.

Halle las derivadas parciales de f(x,y) = z + 2%y — 3.

a—=1+2:1cy 8—f=:I:2—3y2.
ox
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Derivadas parciales de una funcién de dos variables

Para calcular la derivada parcial de una funcién f(z1,...,z,) con respecto
a una de sus variables, x;, derivamos aplicando las reglas de derivacion
usuales, considerando a las otras variables como constantes.

Halle las derivadas parciales de f(x,y) = z + 2%y — 3.

a—=1+2:1cy 8—f=LI:2—3y2.
ox

Para indicar que una derivada parcial se evaltia en un punto, se escribe

of of

%(x()ay())a o e o fz(x0,y0)-

b
(z0,y0) T=T0,Y=Y0
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Interpretacién geométrica derivadas parciales (D C R?)

Esta recta
tangente tiene una P(xg. Y. fixg. ¥o)) Estarecta

pendiente £,(xg, Yo)- 1 tangente tiene
' pendiente f.(xg, yo).
Lacurva z = flx,, ¥)

enelplanox =x;

Lacurva z = fix, y,)
enel planoy =y,

z= fx,y)
/
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Interpretacion geométrica de la derivada parcial (D C R?)
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Interpretacion geométrica de la derivada parcial (D C R?)

- 'l"‘
0

I

Y Po(3.5,1.5)1

Y
I
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Interpretacion geométrica de la derivada parcial (D C R?)

*

1
X Po(3.5,1.5)1
1
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Interpretacion geométrica de la derivada parcial (D C R?)
f$(3.5, 15) =18

- ’l"‘
0

I

" Po(3.5,1.5)1

|
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Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo (de Thomas): sea f : R? — R dada por

0, siaxy=#0;
1, sizy=0.

f(fc,y)={
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Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo (de Thomas): sea f : R? — R dada por

0, siaxy=#0;
1, sizy=0.

f(fc,y)={
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Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo (de Thomas): sea f : R? — R dada por

0, siaxy=#0; . ,
1, si Ty = 0. * No existe (x,y%liﬁo,()) f(x’ y),
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Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo (de Thomas): sea f : R? — R dada por

0, siaxy=#0; . ,
1, si Ty = 0. * No existe (x,y%gr%(),()) f(x’ y),

® f no es continua en (0,0),
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Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo (de Thomas): sea f : R? — R dada por

0, siaxy=#0; . ,
1, si Ty = 0. * No existe (x,y%gr%o,()) f(x’ y),

® f no es continua en (0,0),
® PERO existen las derivadas parciales

de f en (0,0):
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Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo (de Thomas): sea f : R* — R dada por

0, siaxy=#0; . ,
1, si Ty = 0. * No existe (a:,y%gr%o,()) f(x’ y),

® f no es continua en (0,0),
® PERO existen las derivadas parciales

de f en (0,0):

h
~ lim 1 =0;
h—0

z\Y, =i
f2(0,0) = lim

fy(0,0) = 0.
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Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo (de Thomas): sea f : R* — R dada por

0, siaxy=#0; . ,
1, si Ty = 0. * No existe (a:,y%gr%o,()) f(x, y)’

® f no es continua en (0,0),
® PERO existen las derivadas parciales

de f en (0,0):

14 f(0+h’70)_f(070)
; ~ lim 1 =0;
: . h—0

£,(0,0) = 0.

Observacién: la existencia de derivadas parciales en un punto no implica la
continuidad de la funcién en dicho punto.

Unidad 1 Y



Recorrido
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La aproximacién lineal de una funcién de dos variables
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Un grafico suave y otro, que no lo es

z=flx, y) Peak

X Pit
x

(@)

figure 2.3.1 (a) A smooth graph and (b) a nonsmooth one.
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Aproximacion lineal

Dada f: R? — R, la ecuacién del plano tangente al grafico de f en
xo = (x0,90), si el grafico es suave alrededor del punto (xo, o, f(zo,y0))
es:
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Aproximacion lineal

Dada f: R? — R, la ecuacién del plano tangente al grafico de f en
xo = (x0,90), si el grafico es suave alrededor del punto (xo, o, f(zo,y0))
es:

z=ar+by+c + ecuacién de un plano no vertical en R3

0 0
- %(XO)Q b= 8';(}(0).

a
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Aproximacion lineal

Dada f: R? — R, la ecuacién del plano tangente al grafico de f en
xo = (x0,90), si el grafico es suave alrededor del punto (xo, o, f(zo,y0))
es:

z=ar+by+c + ecuacién de un plano no vertical en R3

o of

a 8x(xo); b= 8—y(x0).

Debe pasar por el punto (o, o, f (0, %0)) : (0, y0) = axo + byo + ¢
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Aproximacion lineal

Dada f: R? — R, la ecuacién del plano tangente al grafico de f en

xo = (x0,90), si el grafico es suave alrededor del punto (xo, o, f(zo,y0))
es:

z=ar+by+c + ecuacién de un plano no vertical en R3

_of . _of
a= %(Xo), b= 8y(x()).
Debe pasar por el punto (o, o, f (0, %0)) : (0, y0) = axo + byo + ¢

s = %(m, Yo)T + a‘;(xo,yo)y + f(zo,y0) — %(mo, yo)xo — aj;(xo,yo)yo

= . 90) + S (oo o)z = 20) + 5 (o, 1) (0 30)

Lo (,9) = f(20,%0) + FE (@0, y0) (@ — 70) + G (w0, y0) (¥ — vo0)- )

s = = = = ot

Unidad 1 e e



Representacion grafica de la linealizacion

Tangent plane
of graph fat

(xo, yo. flxg, Jo))

figure 2.3.3 For points (x, y) near (. ).
the graph of the tangent plane is close to
the graph of f.

L

(x0, 0, flxp, y0))

\?

-
- — —|— —£__
.

(xg, 3o)
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Recorrido
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Diferenciabilidad en dos variables y plano tangente
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Motivacién definicion funcién diferenciable

Si f: ACR — R es diferenciable en xg, se tiene

lim M — f/(x(])

T—x0 T — X0

Jig D=2 =t e

im M — f/(fBO) =0

T—T0 T — X

i £@) = F(@0) = Fao)e —a0) _
T—T0 T — X0
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Diferenciabilidad de funciones de dos variables

Una funcién f : R? — R es diferenciable en (zq, o) si existen f.(wo,%0) y
fy(z0,%0) y si se cumple

f(z,y) — f(zo,%0) — (20, yo)(z — z0) — %(xo,yo)(y )

1@ %) = @or 0] !

cuando (z,y) — (z0,¥0).
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Diferenciabilidad de funciones de dos variables

Definicién

Una funcién f : R? — R es diferenciable en (zq, o) si existen f.(wo,%0) y
fy(z0,%0) y si se cumple

f(z,y) — f(zo,%0) — (20, yo)(z — z0) — %(wo,yo)(y )

1) — @o, 50)] —0

cuando (z,y) — (20, Yo)-

Observacion: Esta ecuacién expresa lo que queremos decir cuando
decimos que

f(zo,y0) + gi(ffoayo)(w — ) + gi(ﬂﬁoyyo)(y — %)

es una buena aproximacidn de f(x,y) (en un entorno de (xq,y0))-

Unidad 1 Y



Diferenciabilidad de funciones de dos variables

Definicién

Una funcién f : R? — R es diferenciable en (zq, o) si existen f (o, y0) y
fy(wo,y0) y si se cumple

[#(2.) = F(@o,y0) — 5 (@0, yo) (@ — 20) — &L (20, 30) (v — wo)|

1@ 5) - @, 50)] —

cuando (z,y) — (20, y0)-

Observacién: Esta ecuacién expresa lo que queremos decir cuando
decimos que

. 90) + 52 (a0, o) = 20) + 5 (an, )0 30)

es una buena aproximacién de f(z,y) (en un entorno de (xg,yo))-
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El plano tangente

Definicién

Sea f : R? — R diferenciable en x¢ = (0, %0). El plano de R? definido por
la ecuacién

z = f(z0,v0) + [g—i(:co,yo)] (x — o) + [g—g@o,yo)] (¥ — %0),

se llama plano tangente a la grafica de f en el punto (zo, yo).
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El plano tangente

Definicién
Sea f : R? — R diferenciable en x¢ = (0, %0). El plano de R? definido por
la ecuacién

z = f(z0,v0) + [g—i(:co,yo)] (x — o) + [g—i(%,yo)] (¥ — %0),

se llama plano tangente a la grafica de f en el punto (zo, yo).

También nos referimos a ese plano como plano tangente a la grafica de f
en el punto (o, Yo, f (o, Y0))-
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Matriz derivada D

Escribamos D f(zo, y0) = [%(moayo) %(550790)

. Eso implica que

Flxo,y0)+ 5L (x0,y0) (& — w0) + G (20, 90) (y — v0) =

= f(%0,0) + D f(x0,y0)

Tr — X

L Y~ %

es una buena aproximacion (lineal) de f(z,y) cerca de (zg,yo).
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Matriz derivada D
. _ Tof of ] . .
Escribamos D f(zo, y0) = [%(xo,yo) (%0, y0) |- Eso implica que

Flxo,y0)+ 5L (x0,y0) (& — w0) + G (20, 90) (y — v0) =

T — X
= f(zo,50) + Df(zo,50) | = "
L Y —Y0

es una buena aproximacion (lineal) de f(z,y) cerca de (zg,yo).
En la definicién de diferenciabilidad podemos sustituir:

f(@y) = F(@o,90) — 3L (w0, 90) (= — 20) — G (20, 90) (v — o)

— 0
(2, y) — (w0, yo)|l (@,y) = (z0,y0)
xr — X
F(,9) — F(x0,90) — Df (z0,0) { ~ % ]
Y—Y . 0
(2, y) — (w0, yo) |l (@,9)—(20,90)
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Recorrido
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Diferenciabilidad: caso general
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Funcién diferenciable, caso general

Si U C R”, abierto, y f: U C R® = R™, f = (f1, for- -+ fm) y X0 € U,
la derivada D f(xg) es la matriz
90 (x0) . .. 5L (x0)
Df(xo) =T =
%];T (x0) - - Z’;’: (x0) )
2026 81 /93
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Funcién diferenciable, caso general

Definicion
Si U C R”, abierto, y f: U C R® = R™, f = (f1, for- -+ fm) y X0 € U,
la derivada D f(xg) es la matriz

90 (x0) . .. 5L (x0)

Df(x0) =T =

Ofm Ofm
P (x0) - g (x0)

D f(xg) es la matriz de las derivadas parciales o matriz Jacobiana de f.
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Funcién diferenciable, caso general

Si U C R, abierto, y f: U CR™ = R™, f = (f1, fas.+., fm) ¥ X0 € U,
la derivada D f(x¢) es la matriz

1o} o
aTQ(XO) . %(XO)

Ofm Ofm
aj;l (x0) - - aan(XO)

D f(xg) es la matriz de las derivadas parciales o matriz Jacobiana de f.

Definicién

Sean U C R™, abierto, y f: U C R™ — R™. Decimos que f es
diferenciable en x¢ € U si existe la derivada D f(xq) y
[1f (%) — f(x0) = Df(x0)(x — x0)|| _

lim =0.
X=X [[x — o

™ = = = ot

Unidad 1 e O



Ejemplo

Matriz de derivadas parciales de f o matriz Jacobiana

Dada f, halle los espacios donde estan incluidos dominio e imagen y
exprese la matriz Jacobiana de f.

1) f(t) = (et 5t2, —3t).
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Ejemplo

Matriz de derivadas parciales de f o matriz Jacobiana

Dada f, halle los espacios donde estan incluidos dominio e imagen y
exprese la matriz Jacobiana de f.

1) f(t) = (et 5t2, —3t).

f:R—>R?
(8f1 /81&) (to) eto
Df(to) = | (9f2/0t)(to) | = | 10t
(0f3/0¢t)(to) -3 |
Unidad 1
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Ejemplo

Matriz de derivadas parciales de f o matriz Jacobiana

Dada f, halle los espacios donde estan incluidos dominio e imagen; halle la
matriz Jacobiana de f.

2) f(:l:,y,z) = (z€x7 _yez)_

Unidad 1 T



Ejemplo

Matriz de derivadas parciales de f o matriz Jacobiana

Dada f, halle los espacios donde estan incluidos dominio e imagen; halle la
matriz Jacobiana de f.

2) f(:l:,y,z) = (z€x7 _yez)_

f:R® = R?
D f(xo) = [ (0f1/0x)(x0) (0f1/0y)(x0) (Df1/02)(x0) ]
= | (0f/02)(x0) (9f2/0y)(x0) (8f2/02)(x0)

| 20 0 exo
| 0 —e® —ye

Unidad 1 T



Recorrido
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Gradiente
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Gradiente

En el caso
f:R*" =R
la derivada es una matriz 1 x n
_ | 9F of of
Do) = | 12 ) 52 ) e ()]
El vector correspondiente se llama vector gradiente y se denota por Vf o
grad f:
_ (91 of of

Vi) = (52 G0l g x0) ))

Asi,
Df(x)(h) = Vf(x)-h
Unidad 1 2026 85 /93



Gradiente

Sea f : R3 — R dada por f(z,y,2) = xe®. Entonces

Vi, y,2) =

Unidad 1
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Gradiente

Sea f : R3 — R dada por f(z,y,2) = xe®. Entonces

Vf(z,y,z) = (€*,0,ze).

V f es una nueva funcién:

Unidad 1
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Gradiente

Sea f : R3 — R dada por f(z,y,2) = xe®. Entonces

Vf(z,y,z) = (€*,0,ze).

V f es una nueva funcién:

ViR = R3 Vi(z,y,z2) = (7,0, xe%).

Unidad 1 T



Recorrido

© Diferenciacion

Propiedades
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Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo: sea f : R — R dada por

0, sixy#0;
1, sizy=0. e No existe

e ={

Unidad 1

lim

(2,)—(0,0)
® f no es continua en (0,0),

f(z,y),

2026

e PERO existen las derivadas parciales
de f en (0,0):

88 / 03



Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo: sea f : R — R dada por

0, sixy#0;

, siay=0. * No existe lim  f(x,y),
(z,y)—(0,0) (0)

e ={

® f no es continua en (0,0),

e PERO existen las derivadas parciales
de f en (0,0):
existe V£(0,0).
fx(oao) =0; fy(07 O) =0;
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Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo: sea f : R — R dada por

0, sixy#0;
1

fla,y) = { :

( , sixy =0. ® No existe lim f(z,y),
(z,y)—(0,0)

® f no es continua en (0,0),

e PERO existen las derivadas parciales
de f en (0,0):
existe V£(0,0).
fx(oao) =0; fy(07 O) =0;
V£(0,0) = (0,0).

Unidad 1 Y



Derivadas parciales y continuidad

Ejemplo: sea f : R — R dada por

[0, sizy#O0;
flay) = { 1, sizy=0.

-

Observacién: la existencia de gradiente en un punto no implica la

® No existe lim
(z,9)—(0,0)

® f no es continua en (0,0),

f(z,y),

e PERO existen las derivadas parciales

de f en (0,0):

existe V £(0,0).

f2(0,0) = 0; £,(0,0) =0;
V£(0,0) = (0,0).

continuidad de la funcién en dicho punto.

Unidad 1
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Teorema (Diferenciabilidad implica continuidad)

Sea U C R™ un conjunto abierto y sea f : U C R™ — R™ diferenciable en
x € U. Entonces f es continua en x.

Unidad 1 Y



Teorema (Diferenciabilidad implica continuidad)

Sea U C R™ un conjunto abierto y sea f : U C R™ — R™ diferenciable en
x € U. Entonces f es continua en X.

Demostracion.
Desmotracién del caso m = 1: Df(x)1xm = V f(x).

- = = — SR

Unidad 1 Y



Teorema (Diferenciabilidad implica continuidad)

Sea U C R™ un conjunto abierto y sea f : U C R™ — R™ diferenciable en
x € U. Entonces f es continua en X.

Demostracién.

Desmotracién del caso m = 1: Df(x)1xm = V f(x).

fm (f(x +h) - f(x))

1
h—0

= SR

Unidad 1 Y



Teorema (Diferenciabilidad implica continuidad)

Sea U C R™ un conjunto abierto y sea f : U C R™ — R™ diferenciable en
x € U. Entonces f es continua en X.

Demostracién.

Desmotracién del caso m = 1: Df(X)1xm = Vf(x).
fm (f(x +h) — f(x))

1
h—0

= lim (f(x +h) ~ f(x) = Df(x)h + Df(x)h)

h) — -D h
i (f(X+ ) Jfl(ff) foob Ly f(x)h>
= lim (f(’” h) — /() - Df(x)h) Ifm |h| + lim (Df(x)h)
h—0 |h| h—0 h—0
—_—
0, por ser f diferenciable 0 0

= = Sahe;

Unidad 1 Y



Teorema (Diferenciabilidad implica continuidad)

Sea U C R™ un conjunto abierto y sea f : U C R™ — R™ diferenciable en
x € U. Entonces f es continua en X.

Demostracion.
Desmotracién del caso m = 1: Df(x)1xm = V f(x).

lim (¢ + b) — £(x))
= lim (f(x +h) - f(x) = Df(x)h + Df(x)h)
_ o (f(x+h) - f(x) -Df(x)h
= 111;1%) ( ] |h| + Df(x)h)
_ o (f&x+h)— f(x) -Df(x)hY) )
= ( i) ) A B+ i, (D Goh)
N——
0, por ser f diferenciable 0 0
Luego f es continua en x. Ol

ml = - = = Sahe;

Unidad 1 Y



Teorema (Condicién suficiente para la diferenciabilidad)

Sea U C R™ un conjunto abierto y sea f : U C R™ — R™. Supongamos
que todas las derivadas parciales 0f;/0x; de f existen y son continuas en
un entorno de un punto x € U. Entonces f es diferenciable en x.

Unidad 1 Y



Teorema (Condicién suficiente para la diferenciabilidad)

Sea U C R™ un conjunto abierto y sea f : U C R™ — R™. Supongamos
que todas las derivadas parciales 0f;/0x; de f existen y son continuas en
un entorno de un punto x € U. Entonces f es diferenciable en x.

Una funcién es de clase C! (en U) si sus derivadas parciales existen y son
continuas (en U).

Unidad 1 Y



Teorema (Condicién suficiente para la diferenciabilidad)

Sea U C R™ un conjunto abierto y sea f : U C R™ — R™. Supongamos
que todas las derivadas parciales 0f;/0x; de f existen y son continuas en
un entorno de un punto x € U. Entonces f es diferenciable en x.

Una funcién es de clase C! (en U) si sus derivadas parciales existen y son
continuas (en U).

Desmotracién del caso m = 1.
Sea h tal quex+h e U.

/
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Teorema (Condicién suficiente para la diferenciabilidad)

Sea U C R™ un conjunto abierto y sea f : U C R™ — R™. Supongamos
que todas las derivadas parciales 0f;/0x; de f existen y son continuas en
un entorno de un punto x € U. Entonces f es diferenciable en x.

Una funcién es de clase C! (en U) si sus derivadas parciales existen y son
continuas (en U).

Desmotracién del caso m = 1.
Sea h tal quex+h e U.

f(x+h)— f(x)
= f(z1+h1,...,xn+ hy) — f(z1,...,20)
= f(z1+hi,...,xn + hy) — f(z1,22 + ho, ..., x4 + hy)
+ f(x1, 22+ hoy .oy xpn + hy) — f(x1, 22,23 + h3, ..., 2y + hy)

+f(x1)~-'7l'n—1ul'n+hn)_f(xla---,xn) )

- = = = = AN

Unidad 1 Y




Demostracién.

f(x+h) - f(x)

:f:pl (C1,$2+h2...,$n+hn)h1+f1-2 (iL‘l,CQ,:L'g—i—hg...,l‘n—l—hn)hQ
Y1 Y2
+ .ot fo, (X1,22, .. Tp_1,Cn) By

Yn

V.

= = = = =
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Demostracién.

f(x+h) = f(x)
:f:pl (C1,$2+h2---,$n+hn)hl+f12 ($1a027$3+h3-~-7$n+hn)h2
Y1 Y2
+ .ot fo, (X1,22, .. Tp_1,Cn) By
Yn

f(x+h) - f(x) - Vf(x)-h

=fu(y)h + .o+ fo, (Vo) hn — (for ()h1 + -+ fo, (X)Pn)

=(f, (y1) — fxl( Nh1+ oo+ (fen, (Yn) = fan (X)) n
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Demostracién

|

f(x+h) = f(x)
= f:pl (Clax2+h2--~al‘n+hn) hl +f{L‘2 ($1a027$3+h3-~-7$n+hn) h2
Y1 Y2
+ .ot fo, (X1,22, .. Tp_1,Cn) By
Yn
f(x+h)— f(x) = Vf(x)-h
:fml (YI)hl T ooo T fa:n(Yn) (f:cl( )hl 4. fﬂcn(x>hn)
=(faur (y1) — fxl( Nh1+ oo+ (fen, (Yn) = fan (X)) n
|f(x+h) — f(x) = Vf(x) - h
|h|
e (v1) = for )i + - 4 (fan (yn) = fo, (X)) ]
b |
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Demostracién.

[f(x+h) - f(x) = Vf(x) - h

b
h R
<[far (y1) = for ()] ||hl’| Fot | o, (V) = fon (%)) ’|h]|
2 o

<Ufir (1) = For G| -+ | fon () = fon ()

Unidad 1 Y



Demostracién.

[f(x+h) - f(x) = Vf(x) - h

b
h hy,
SUfer(30) = f T U 9) = o 01
<1 <1

<far (1) = for ) + -+ | fan (V) — fa, (%)
Y si cada una de las derivadas parciales es continua en x:

[f(x+h) - f(x) = Vf(x) - h

v

|h|
<|for (1) = for )[4+ + [ fa, (Yn) = fan (%) E)OO
o 0
h—0 h—0
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Demostracién.

[f(x+h) - f(x) = Vf(x) - h

b
h R
<[far (y1) = for ()] ||hl’| Fot | o, (V) = fon (%)) ’|h]|
2 o

<far (1) = for ) + -+ | fan (V) — fa, (%)
Y si cada una de las derivadas parciales es continua en x:

[f(x+h) - f(x) = Vf(x) - h

|h|
< 1) = Fer GO+ [fon (30) = Fan()] 2.0
0 o0
h—0 h—0
Luego f es diferenciable en x. O

v
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Los reciprocos no valen en general

Teorema (Diferenciabilidad implica continuidad)

Sea U C R™ un conjunto abierto y sea f : U C R™ — R™ diferenciable en
x € U. Entonces f es continua en X.

Teorema (Condicién suficiente para la diferenciabilidad)

Sea U C R™ un conjunto abierto y sea f : U C R™ — R™. Supongamos

que f es de clase C' en un entorno de un punto x € U. Entonces f es
diferenciable en x.

Unidad 1 Y




Los reciprocos no valen en general

Teorema (Diferenciabilidad implica continuidad)

Sea U C R™ un conjunto abierto y sea f : U C R™ — R™ diferenciable en
x € U. Entonces f es continua en X.

Teorema (Condicién suficiente para la diferenciabilidad)

Sea U C R™ un conjunto abierto y sea f : U C R™ — R™. Supongamos
que f es de clase C' en un entorno de un punto x € U. Entonces f es
diferenciable en x.

_ ) = s @y) #(0,0);
d (m,)_{ 0." s () # (0,0 o
B (ac—l—y)Qsen%, six+y#0;

La funcién f es continua pero no diferenciable en (0,0); la funcién g es

diferenciable en (0,0) pero sus derivadas parciales no son continuas en
(0,0).
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