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2. Numeros Complejos

Los nimeros complejos surgen naturalmente en el curso de la resoluciéon de ecuaciones
polinomiales. Por ejemplo, las soluciones de la ecuacién cuadratica ax? + bz + ¢ = 0, que son
dadas por la formula cuadratica:

. —b+ Vb — 4dac

2a

son numeros complejos si el discriminante ( la expresion dentro del radical ) es negativa.
Hace falta entonces redefinir el modo de operar con estos ntimeros y revisar las propiedades
més importantes que verifican los complejos con estas operaciones.

2.1. Definiciones basicas

Como la ecuaciéon 2> = —1 no tiene soluciones reales, los matematicos del siglo XVIII

introdujeron el nimero imaginario ¢, que verifica

asumiendo que tiene la propiedad i = y/—1, y de este modo se pudo dar solucion a estas ecuacio-
nes. Ademéas, muchos problemas que modelan fenémenos fisicos que se repiten periédicamente
se resuelven maés sencillamente trabajando con nimeros complejos.
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Definiciéon 2.1: Nimeros complejos

= Una expresion de la forma:

=a+bi 6 z=a-+ib

donde a y b son ntimeros reales, se denomina un ntmero complejo. ¢ es la unidad
imaginaria que verifica: i = —1.

» Se llama a a parte real de ese nimero complejo y se suele escribir como Re(z); por
otro lado, b es su parte imaginaria y se suele escribir como Im(z).

» El conjunto de todos los nameros complejos se denota por C = {a + bi|a,b € R}.

Observaciones:

= La primera forma de anotar al nimero complejo, z = a-+bi, se llama expresién binomial
o rectangular del ntiimero complejo.

» También se usa para designarlo la notacion como par ordenado: z = (a, b).

= Si z es un namero complejo tal que Re(z) = 0, es decir, cuya parte real es cero, se dice
que es imaginario puro.

Analogamente, un nimero complejo z cuya parte imaginaria es cero, Im(z) = 0, es un
real puro, por lo que los nimeros reales pueden ser considerados un subconjunto de los
numeros complejos: R C C.

= Se llama unidad imaginaria al nimero complejo, imaginario puro, z = 0 + 17 = i que
tiene un comportamiento particular descrito en una propiedad de la siguiente seccion.

» Existe una correspondencia entre los ntimeros complejos y R? que se usa para representar
graficamente. Asi, geométricamente un nimero complejo puede verse como un punto o
como un vector en el plano xy, al que se le llama plano complejo. En este contexto, el eje
x se denomina eje real y el eje y eje tmaginario.

Eje imaginario
>

1R
Im(z) = b frmmmmmmmmm
Eje Real
!
R

Q hemmcma=a

Claramente, a los numeros complejos que sean reales puros (con b = 0) les corresponde
puntos en el eje real. Del mismo modo, los niimeros complejos imaginarios puros, tienen
su representacién geométrica como puntos en el eje imaginario.?

Ejemplo 2.1

1Como ya se habra notado a los elementos de R? se les llama a veces pares ordenados de reales, otras
vectores o puntos y también nimeros complejos. Esto es porque en R? conviven varias estructuras, cada una
con su terminologia propia. Segtin cual sea el area de la Matemética en la que se esté estudiando R2, sera la
estructura, terminologia usada y cémo se opera entre sus elementos.
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1. Dado el nimero complejo z; = 1 + 24, se tiene que:

2t---p 1+ 2i
Re(1+2i) =1 :
1 1
Im(1 4 2i) = 2 i
0 ; 2 3
2. El niimero complejo zo = 2 — 74 tiene:
0 1 ? 3
Re(2 —7i) =2 - ;
Im(2 — i) = —m B :
R 2—mi

3. El nimero complejo z; = 0 + gz es un imaginario puro:

0 2

5
Re (0+—z’) .
0+ i

w

) )
Im(0+-i) ==
m ( + 3 > 3 o‘ 1 2 3
4. El nimero complejo z; = —4 + 0i, a diferencia del anterior, es real puro:
Re(—4+ 0i) = —4 —4+0i w

Im(_4+02)20 -4 -3 2 A OJ 1 2

Definicién 2.2

Se considera que dos ntumeros complejos son iguales si y sélo si tienen igual parte real e
igual parte imaginaria; es decir,

a+bi=c+di siysolosi a=c y b=d

Definicién 2.3

Dado el niimero complejo z = a + bi, se define su conjugado como el nimero complejo
dado por Z = a — bi.

[ z=a-+bi
En la grafica de la izquierda se representa z y su con- i
jugado Z. Son dos nimeros complejos que coinciden 5
en su parte real, pero cuyas componentes imagina- a
rias tienen signos contrarios. ]
b pemmmmmmmmeeS zZ=a—b

Ejemplo 2.2

w
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Se muestra a continuacion, la grafica de dos niimeros complejos con sus respectivos conju-
gados.

gl

=241,6i &g~~~ —

-4 -3 -1 1 2

____'Er_____

En diversas situaciones se requiere graficar muchos (infinitos) ntimeros complejos, ya que se
tiene referencia de alguna condiciéon que puede ser cumplida por muchos de ellos. Ilustramos
algunos casos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3 Represente graficamente, en cada item, los nimeros complejos que verifiquen

simultaneamente las condiciones requeridas.

1. Los complejos z = x + iy tales que 1 < z < e:

De estos numeros so6lo se sabe que su parte :
real (Re(z) = ) debe tomar valores que se :
encuentren entre 1 y el nimero e.

Mientras que la parte imaginaria de esos nu- :
meros complejos (Im(z) = y) puede ser cual-

quier nimero real, ya que no se imponen res- T 7 AR
tricciones sobre ella.

2. Los complejos z = = + iy tales que

ly| <2
r—y<3

En el primer grafico se muestran
sombreadas las dos regiones y en la y
segunda la regién que cumple con
las dos condiciones simultdneamen-
te.

...................... el

3. Los complejos z = = + 1y tales que



UNCuyo - F.Ingenieria

Algebra - 2026

4. Los complejos z = x + iy tales que

y>a?—1
Im(z —2) <2
En el primer gréafico se sombrea la region

de los nimeros complejos que cumplen
cada condicion. Note que la segunda se

puede repensar como:

Im(2—2) <2 ~ x+yi—(r—yi) =2z < 2,

es decir: z < 1.

Mientras que en la segunda, la region
que cumple con las dos condiciones si-

multaneamente.

2.1.1. Ejercicios

—y>z’-1

X

-5 -4 -3 -2 fy /I 2 3 4 5

—Im(z—2)<2

1. Calcular y representar graficamente los siguientes ntimeros complejos y sus conjugados:

a) z1 =31

c) z3 = be

e) zs=—1—1

g) z1=2—1

2. Represente graficamente el conjunto de todos los niimeros complejos que verifican las

siguientes condiciones.

(1 < Re(z) <4
Im(z) > —1
(z—2y <3

(Tm(z) <2
r+y >0
(Re(z) > —1

x| >3
f) {Im(L —>2) <4

9) {0 <Im(z) <3

—1<2x -3y <5H
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2.2. Operaciones con ntiimeros complejos y sus propiedades

Definicion 2.4: Operciones con nimeros complejos

Sean z = (a + bi) y w = (¢ + di) dos ntimeros complejos cualesquiera, se define en C:

= La suma de ellos es el ntiimero complejo obtenido de la siguiente manera:

z+w=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i.

= La multiplicacién de ellos es el nimero complejo obtenido de la siguiente manera:

z-w=(a+bi)-(c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

En lo que sigue, el producto de ntimeros complejos se escribird como zw, sin agregar el
punto entre ellos, del mismo modo que se hace entre niimeros reales.

Se debe tener en cuenta que si z = a (es decir que z es real puro) y w = ¢+ di, el producto
entre ambos se obtiene como zw = ac + ads.

Ejemplo 2.4

» Dados los complejos: z; = (24 3i) y 2o = (4 — 2i), el complejo que resulta al sumarlos es:

Y oo43i
° ~~~
2 ~~~~~
z=2+2=02+31)+(4—-2i) = 1 N

=244+ (3-2)i= x

0 1 2 3 4 §' 6 7
=6+ 1i =6 +1, -

=0 !

mientras que al multiplicarlos se obtiene el niimero complejo
z=z1-20=(2431) - (4—2i) =
=(2-4-3-(-2)+(2-(-2)+3-4)i =
=14 + 8.
» Para 2; = =5+ mi y 2z = 4, se tiene que:
n+z=(-b+m)+4d=—-14+m vy zz=(-d+mi)d=—-20+4mi

» Para z; = (% + 42') y 25 = 31, se tiene que:

2 2 2 2
zl+22:(§+4i)—l—3i:§—l—7i y 2122:<§+4z'>-3i:—12+§i

Se enuncia a continuacion, las propiedades que verifican la suma y multiplicaciéon compleja.
Las mismas, le seran familiares ya que los nimeros reales también las cumplen; es decir, que a
pesar de haberse ampliado el conjunto numérico (de R a C) siguen siendo validas las propiedades
de sus operaciones fundamentales.
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Propiedad 2.1: Propiedades de la adiciéon y multiplicaciéon en C

1. Conmutatividad: z; + 25 = 29+ 21 vy 2122 = 2227 para todo zq, 25 € C.

2. Asociatividad: (z1+22)+23 =21+ (22+23) v (2122)23 = 21(2223) para todo
21, 22, 23 € C.

3. Identidad: z4+0=2 y z1 =2z paratodoz e C.

4. Inverso aditivo: Para cada z € C, existe un tnico w € C tal que z +w = 0.
Usualmente este w se designa con —z.

5. Inverso multiplicativo: Para cada z € C con z # 0, existe un tnico w € C tal
que z -w = 1.
Usualmente este w se designa con 2.

6. Propiedad distributiva: z3(z; + 29) = 2321 + 2329 para todo 21, 2, 23 € C.

Demostracion: Cada uno de los enunciados en la propiedad anterior se prueba utilizando
las propiedades que tienen la adiciéon y multiplicaciéon usuales en los ntmeros reales y las
definiciones de suma y multiplicaciéon en C.

= Se demuestra la propiedad conmutativa de la multiplicaciéon de complejos:
Para demostrar que z129 = 2921 para todo z1, 2o € C, se considera:
z1=a+bi y zp=c+di,
donde a,b,c,d € R. Entonces, la definicion de la multiplicaciéon de ntimeros complejos
muestra que:
2122 = (a + bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i

y, por otro lado:
2921 :(C + dl) ((l + bl)

=(ca — db) + (da + cb)i
=(ac — bd) + (ad + be)i.

Esta ultima igualdad se puede asegurar gracias a que se verifica la propiedad conmutativa
del producto en R. Luego, a partir de las igualdades anteriores se concluye que 2129 = 292;.

= Si se quiere probar que para cada z = a + bi € C existe un inverso multiplicativo w =
x+yi € C, se considera la ecuacion que deberian verificar: z-w = 1 (si ya se ha probado
la conmutatividad del producto, no es necesario probar la simetria del inverso). Si esta
ecuacion, con incognita w, tiene solucion quiere decir que es posible hallar un inverso
multiplicativo para cada z complejo que se elija.

z-w =1
(a+ bi)(z + yi) =1+ 0:

(ax — by) + (ay + bx)i =14 0i
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Para que se verifique la igualdad entre los complejos de ambos miembros deben coincidir
tanto sus partes reales, como las imaginarias. Para esto se plantea el siguiente sistema de
dos ecuaciones lineales con dos incognitas:

ar —by =1
br+ay =0
Resolviendo dicho sistema (las cuentas de ello se dejan a cargo del lector), se encuentra

que:
B a —b

= + i,
CL2 + b2 CLQ + b2
este nimero existe siempre, dado que z # 0.

= Se deja al lector la tarea de realizar el resto de las demostraciones. [ |

Ejemplo 2.5 Dado el niimero complejo: z = 3 — 44 tiene por inverso a:

dado que:

3 4 4
=32 (—4)— B Nl
335 (g (325+< )25)Z

916 (12 12
“25 "25 "\25 25/

2 i 0i=140i=1
—25 1 = = 1.

Definiciéon 2.5: Potencias enteras de niimeros complejos

Sean z € Cy m € Z. Se define 2™ como el producto de z consigo mismo m veces:

M=z 2.
S~

m veces

La potenciacion de numeros complejos verifica propiedades anédlogas a las conocidas en R.
Por ejemplo:

Propiedad 2.2

para todo z,w € C y todos los enteros positivos m, n.

La siguiente propiedad caracteriza el comportamiento de las potencias de la unidad imagi-
naria:
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Propiedad 2.3: Potencias de la unidad imaginaria ¢

Para todon € N=1{0,1,2,3,...} tenemos que

1, cuandor =20

i ke _ ) b cuando r =1

—1, cuando r =2

—i, cuandor =3

donde n =4k+7rcon k € N={0,1,2,3,...} yr=0,1,2,3 (restos de la divisién por 4).

Ejemplo 2.6

= Calcular 286:

Como 2086 = 4 - 521 + 2, entonces:

Z'2086 — Z'2 — 1.

» Para calcular i7%7, dado que —97 = 4 - (—25) + 3, de donde:

Propiedad 2.4

Para cualquier par de niimeros complejos z y w, y cualquier namero real k, se verifican
las siguientes igualdades:

a) 2+t w=ZzZ+w d) (£)=2
b) zw =zw e) 2=z
¢) kv =kw, k€R f) 27 = ()"

Ejemplo 2.7 Si se tienen los nimeros complejos z; = 2 + 3t y 20 = 4 — 21, se verifica que:

21+ 20=(2+30)+(4—-2i)=6+1 con lo que 21+ 29 =6 —1i.
Por otro lado:
Z1+Z22=02-3i)+(4+2i) =6 — 1.
Como era de esperarse por el enunciado de la propiedad, ambos resultados coinciden. A conti-
nuacion se muestra graficamente el ejemplo calculado analiticamente:

’
’

e
N

’ 21+ 2




UNCuyo - F.Ingenieria Algebra - 2026

Si z = a + b se verifica que 2Z = (a + ib)(a — ib) = a® + b*, de modo que por definicion de
magnitud de un complejo se tiene
2z = |z)?

Si se usa esta propiedad, se puede escribir la division de los complejos z y w, con w # 0, como

Como consecuencia, se puede calcular el inverso de un complejo z # 0 de la siguiente manera

z a b

ERRER

1z
2z |22

Ejemplo 2.8 Sea z = 5 — 4i. Si se quiere calcular su inverso (es decir, el ntimero complejo que

se obtiene como %) es posible hacerlo con lo observado anteriormente, como:

1 1 5+4 S+ 4

5—4i 5—4i5+4i 25— 1652
5+ 4i 5 4

a1 o

Por otro lado, para encontrar el complejo que sea resultado de la siguiente division:

3—20  (3-2)(3+20) 9 — 442 ~ 1313

447 (A4TE+2) _ (A+T)E+20) 2 29,

2.2.1. Ejercicios

1. Calcular y representar graficamente la suma de los siguientes niimeros complejos, con los
dados en 2.1.1:

a) 21+ 27 c) 2o+ 2 e) 27+ zg

b) 21+ 23 d) 24+ 25 f) 25 — 27

2. Calcular y representar graficamente el producto de los siguientes niimeros complejos, con
los dados en 2.1.1:

a) z1 -1 c) z3-1 e) 251

b) z1- 27 d) z4-1 f) 25 28

3. Demostrar que las operaciones de suma y producto de nimeros complejos dotan a C de
una estructura de cuerpo conmutativo.

4. Comprobar que:

a) (1—i)t=—4 d)j+§?:
7 —1 — 3
b) B =2
c) (1+14)°=—4—4i. e) (2—19)P+(2+1)° =4.

10
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1+iv3
T

N\ 5
1) (1_“) =q. g) v)=—1, donde u=
—1

5. Realizar las siguientes operaciones con niimeros complejos:

) TheeyE= g9) (4—i)+2i-(3—4),

b) (2+14) —i(1 —2i). h) Im(5 +3i) — (2 —4) (3t — 1)
2+i 3+1 N =9 44

o)t Rl v i

d) (3—2i)(3+2i). ) Im<m_|—(1_i)>

e) Re [(3 —2i)(—5+ 6i)]. g 3—i

48 5—i  [(1+2i)
D (2—14)(3—1)(1—2i) k) 2+i+<3—4i)

6. Representar graficamente los ntimeros complejos obtenidos en el ejercicio anterior, sus
opuestos y sus conjugados.

7. Analizar la veracidad de las siguientes proposiciones.

a) Im(iz) = Re(z). e) Tm(23%) = 322y — 3.
b) Re(iz) = —Im(z ) a3

) Re(3 =t + )0+ =2 f) Im(#) =y

d) Tm(Jiz]) = g) Im () = 3%

8. Encontrar una expresion general para cada uno de los calculos propuestos, con z = a -+ ib:

a) Im (2). c) (Re(2)). e) (22 +72?).
b) Re(z*). d) (2+%)° = (2 =%

9. Demostrar los items (a) al (e) de la Propiedad 2.4.

2.3. Forma polar de un niimero complejo

Definicién 2.6: Médulo y Argumento de un niimero complejo

Sea z = a + bi un complejo no nulo.
Se define como el moédulo (o magnitud) de z al namero real positivo  dado por

r=|z| = Va2 + b2

Se define el argumento de z como el angulo entre la parte positiva del eje real y la
semirrecta con origen en (0, 0) y que contiene al punto (a, b), y se denota como

b
0 = arg(z) = arctan (—) , con0<46<2r.

a

Observacion: En la calculadora la funcion arctan (que para un nimero real 2 determinado
devuelve el angulo # cuya tangente vale ) se escribe tan™!.

11
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Se puede verificar que, geométricamente, el moé-
; dulo de un complejo es la distancia del origen al
punto que representa al niimero en el plano. En
la figura de la izquierda se puede observar el mo-
dulo 7 y el argumento 6 del complejo z = a+ bi.

En la figura de la derecha se puede observar la
relacion que existe entre el modulo y el argu-
mento de un complejo y su conjugado. Se cum-
ple que

|2l =z v arg(z) = —arg(z)

Ejemplo 2.9 El ntimero z = —1 + i tiene magnitud » = v/2 y argumento 6 = %77 porque:

z=—1+1
7’:\/(—1)2—1—12:\/5 y
-1 3 _3
f = arctan <T)——%+7T—Z7T. =2 0=1

Nota: al valor obtenido como argumento, se le sumoé 7. Esto se debe a que el valor —7 corresonde a un dngulo
del cuarto cuadrante, mientras que niimero z al que queremos escribir en coordenadas polares, es del segundo

cuadrante.

Se puede utilizar la magnitud |z| y el argumento € de un namero complejo para expresarlo
de modo més conveniente, sobre todo a la hora de realizar ciertas operaciones.

b L .
; et De la figura adjunta se puede deducir que si
r 1 . :

: z = a + bi entonces el valor de a equivale a
' b= rsenf rcos y el de b a r senf. A partir de ello se
: puede dar la definiciéon que sigue:

0 H

a=r cosf a

Propiedad 2.5

Dados dos ntimeros complejos z y w se verifican las siguientes propiedades:
= |zw| = |2 w]

v |z +w| < 2| + w

12
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Definiciéon 2.7

Dado el nimero complejo z = a + bi, no nulo, con moédulo (o magnitud) r, real positivo,
y argumento 6, se define su expresion en forma polar como:

z =1 (cosf +i senb)

Ejemplo 2.10 Dado el nimero complejo z = —1 + v/3i se puede escribir en su forma polar
calculando: 73
3 2
2| = \/(—1)2 +(V3)2=2 0= arctan—1 =37
z=-1+V3i
Claramente, hay mas de un angulo, entre 0 y 27
cuya tangente vale ‘_/—§, debera detrminarse cuél )
corresponde de acuerdo al cuadrante en el que "
se encuentre z. g2
= g m

Si por el contrario, se tiene la forma polar del niimero complejo z = /52 (cos (%) + 7 sen (%)),
es posible hallar su forma rectangular calculando los valores indicados:

z = 9,67 + 4,467

Se puede reescribir la expresion general del producto de dos complejos en forma polar y
operar con esta expresion sin necesidad de pasar por su forma binomial. De hecho, para algunas
operaciones es mas conveniente usar la expresion polar.

Dados dos complejos z; = ri(cosy + isent) y zo = ry(cosby + isenby), el complejo
resultante w se calcula como

w = 21 25 =r1(cos b + isenby) rao(cosby + isenby) =
=Ty [(cos 01 cos 0y — sen 6y sen By) + i(sen 0 cos Oy + cos 01 sen 92)] =
=ry 7y [008(91 + 05) +isen(0; + 05)
Es decir, que el producto de estos ntimeros complejos nos da otro complejo de magnitud
r1ry (tal como se enuncia en la Propiedad 2.5 ) y argumento 6; + 6s.

De manera anéloga se puede encontrar una expresion para el nimero complejo w cuando es
el cociente entre z; y 2o:

13
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21 ri(cosfy +isenfy) cosfy —isenbs
2o ro(cosfy + isenfy) cosby —isenby

71 (cos By +isen)(cos by — isenbs)

Ty c0s2 0y — 12 sen? 0,

1 (cos Oy + isenfy)(cos by — isen by)

Ty cos? 0y + sen? 0y

r
. [cos 01 cos 03 + sen 01 sen O, + i(sen Oy cos Oy — sen Oy cos b;)
)

_n [cos(@l —6y) +isen(6, — 0s)

T2

Por ultimo, se deja para la practica probar que el inverso de z = r(cosf + isen ) no nulo,

es decir i se encuentra de la siguiente manera:
-1 1 -1 .
27 =—=1r""(cos —isenf)
z

Ejemplo 2.11 Dado los complejos z; = 5 (cos ‘% + 7 sen %T’T) , o 2g =2 (cos% + 7sen g—r) , €s

posible encontrar otros niimeros complejos como el que se obtiene al multiplicarlos:

5.9 3T w 3T < T w 7T)
p— p— . — n —_— — n —
W = 21 2o CoS 1 1se 1 CoS 5 1se 3

_10 3m n T 4 3m n T

= cos| o +3 isen | —-+ 3
13 . 13w

=10 (COS T + isen 53 )

Otro ejemplo es el complejo que resulta del cociente de 2y y 2o:

z1 O (COS% + ¢ sen ?jf)

Z_Q N 2(cos§+isen§)

_5 3t 0w w 3T 0w
=5 Cos 1 3 7sen 1 3

—§ (:035—7T —i—z’sen5—7T
2 12 12

Finalmente encontramos el complejo w que es inverso de z;:

2.3.1. Ejercicios

1. Calcular el moédulo y el argumento principal de los siguientes nimeros complejos:

14
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a) V3 —3i ¢) 1—+/3i
b) —2—2i d) —4i
2. Expresar en forma binémica los siguientes nimeros complejos:

a) z=2(cos ¥ +isenf)
b) z

c) z

=5 (cosm +isenm)
:3(cos%+isen%“)

3. Expresar en forma polar los siguientes niimeros complejos:

a) i c) 4+ 4
b) —i d) —4

4. Calcular en forma polar y luego pasar a forma binémica:

a) [2(cosE +isenE)] [3(cosT+isenT)] =
5(cos 2 + i sen &)

Q(COS 5 tisen %)

5. Grafique los conjuntos descriptos en cada uno de los items.

a) El conjunto de niimeros complejos cuyo modulo sea 3, o sea, todos aquellos con » = 3

(=

El conjunto de nimeros complejos que cumplan que 2 < |z] <5

o

ISH

El conjunto de niimeros complejos que cumplen simultaneamente |z| > 1y |z| <4

9]

El conjunto de niimeros complejos que cumplen 7 < arg(z) < 7.

El conjunto de nimeros complejos con 7 < arg(z) < %W. En este caso, escriba

ademas condiciones que describan al mismo conjunto pero que sean en términos de
la forma binomial de los complejos.

)
)
) El conjunto de ntimeros complejos tales que |z — 2i| = 2
)
)
)

~

2.4. Forma exponencial de un niimero complejo

En esta seccion se presenta una forma alternativa de escribir un ntimero complejo, que se
apoya en su expresion polar. Se vera también que la forma exponencial de un ntimero complejo
facilita atiin mas las operaciones de producto, cociente y potencia.

Esta forma de un complejo se obtiene a partir del siguiente teorema, cuya demostracion excede
el alcance de este curso.

Teorema 2.6: Identidad de Euler

Si # es un numero real, entonces e = cosf + isen 6.

De modo que, con las aclaraciones hechas hasta ahora respecto de la relacién entre parte
rea e imaginaria de un nimero complejo con su magnitud y argumento, éste puede venir dado
con distintas notaciones que se sintetizan a continuacion:

15



UNCuyo - F.Ingenieria Algebra - 2026

Binomial

Exponencial

z=a+bi z =r(cosf +isenf) 5 — reif

Dado z = a + bi con magnitud r y argumento #, su conjugado, z = a — bi, tiene la misma
magnitud y argumento —6, por lo que el conjugado de z en su forma polar es

Z = r(cos(—0) + isen(—0)),

pero si se tiene en cuenta que la funcion coseno es par (cos(—6) = cos(f)) y la seno es impar
(sen(—0) = —sen(0)),
Z=cosf —isenf =e .
La tltima expresion se obtiene gracias a la identidad de Euler.
En conclusion, si z = a + bi, las distintas expresiones para su conjugado Z son :

Binomial Exponencial

z=ua—bi z =r(cosf —isenb) z=re "

Ejemplo 2.12 Expresar los siguientes complejos en forma polar y exponencial:

Para z = 14 +/3i, su modulo 7 = 2 = 1/12 + (v/3)? y su argumento § = tan~! (\/Tg

Como z esta en el primer cuadrante, entonces

z = 1—|—\/§i = 2(008(%)—1—2’8@1(%)) = 2¢'5,

N——
Il
wly

» Dado z = —1 + v/3i, tiene modulo r = 2. Cuando se busca el argumento, tan~! <‘_/—§) =
—%, que no corresponde ya que z estd en el segundo cuadrante. Entonces se considera el

dngulo que tiene la misma tangente y que se obtiene como 6 = —% + 7 = %’r De esta

manera
2 2 .
2= 143 = 2 (cos (g) + isen <§)) — 25T,

. o . . . o o —1 (-3 _1r _ 4rm
» Si z = —1—/3i, tiene magnitud r = 2 y 6 = tan (_—1)+7T—§+7T—?, ya que

este namero complejo esté en el tercer cuadrante. Asi

4 4 .
2= —1-+V3i = 2 (cos <§) + isen (?ﬂ)) = 2¢T,

= Si se considera el complejo z = 1 — v/3i, que tiene r = 2 y § = tan™? (%g) = -3,y
dado que esta en el cuarto cuadrante el argumento serd —% + 27 = gw , entonces

2= 1-+V3i = 2((:08(—%)4%’8@1(—%)) = 2ei(_g),

2= 1—\/3@' = 2(C08<5§>—|—isen<5§)) = 26’%”.

o bien

16
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» Siz=1-2i, tiene magnitud r = /5y 6 = tan™! (—%) + 27 ~ 5,176 (ya que este nimero
complejo esté en el cuarto cuadrante), entonces

2= 1-2i = ~/5(cos(5,176) +isen(5,176)) = /5176

Se ejemplifican, en los siguientes items, niimeros complejos que sean real o imaginario
puro:

» Dado z =1, comor =1y 6 =0, entonces z = 1 = cos(0) = 1e™.

= Siz=—-3i tiener=3y0= 37”, entonces z = —3i = 3isen (37“) = 3¢'%.

Claramente algunas de las formas de expresar un complejo de este tipo, no tienen mucho
sentido. Solo se usaran si es necesario de acuerdo al contexto.

Ahora bien, dado un complejo en su forma exponencial, puede escribirse en su forma biné-
mica (o rectangular), como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.13 El ntimero complejo: z = 3¢, se puede reescribir como:

z=3(cosd +isend) =~ —1,96 — 2,27i

2.4.1. Potencias enteras de un ntiimero complejo

Se introduce ahora otro resultado importante para encontrar las potencias naturales de un
nimero complejo:

Propiedad 2.7: Férmula de De Moivre

Si n es un entero y z = r(cosf + isen @), entonces

2" = r"(cos(nf) + i sen(nb))

En el caso particular de los complejos con moédulo » = 1, la expresion dada por la propiedad
anterior es la identidad de Euler introducida en el Teorema 2.6.
Si bien esta propiedad se prueba para n entero no negativo, también es valida para enteros
. . —-n —_1\n 1\n
negativos. Se considera 27" = (z7!)" = (£)", cuando n € N
Con esta formula se dispone de dos expresiones sencillas para las potencias de un ntmero
complejo z = r(cosf +isenf) = re como se observa en el ejemplo que sigue.

Ejemplo 2.14

w22 = (re)? = 1220 = (r(cos + isenf))® = r2(cos(26) + i sen(26))

x 26 = (re)® = 15¢% = 15(cos 60 + i sen 66)

w27 = (re?) ™t = re10 = p=4(cos(—40) + isen(—40)) = r~*(cos 40 — i sen 46)

Es obvia la practicidad de calcular 2° con la expresion exponencial del ntimero complejo, en

lugar de hacerlo con la forma binomial que requeriria desarrollar la potencia sexta del binomio
2% = (a + bi)® y luego otros calculos adicionales para llegar al complejo resultante.

17
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2.4.2. Ejercicios

1. Calcule:
a) (1+ z')16
b) (3— 42')’5

2. Resuelva:

a) Un nimero complejo z representa la posicion de un punto en el plano. Si r =5y
arg(z) = m/4.
1) Halle z en forma binémica.
2) Calcule 2% y determine su médulo y argumento.
b) Dado z = —2 4 2v/31i, expréselo en forma exponencial y calcule z*. Exprese el

resultado también en forma bindémica.

¢) Sean z; = 3¢™/® y z, = 2¢'/4. Calcule en forma exponencial y binémica el valor de

()"

3. Determine graficamente el conjunto solucion de los siguientes sistemas, siendo z = z + yi:
) { 1<z <3
a ™
— <arg(z) < =
o S ag(z) < 5

|2 > 2
T <arg(e) <
—— <arg(z) < =
g S M8 =3
4. La figura muestra un conjunto de ntmeros complejos representados como puntos en el

plano. Escriba dos representaciones diferentes (por ejemplo, una en forma polar y otra en
forma cartesiana) mediante sistemas de inecuaciones que describan esta region.

N

Y

b)

2.5. Ejercicios de sintesis y repaso

1. Resuelva las siguientes ecuaciones:

a) (i—2)+(22—3i) = —2+7Ti d) (20 —z)+ (32— 4i) =1+5i
b) 22 +22+2=0 e) 22 —42+13=0
¢) (4=30)-(—2) =i ) (1+2)z=3—i

18
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2. Calcule el resultado de los siguientes incisos y represente en el plano complejo cada niimero
obtenido al resolver, su opuesto y su conjugado.

@) Re(FHL) + Im(1 - 2i - ) ~2 4
) (—itd)i c¢) Im|( det 5 6it 1
342 0] .,
o[
147 1—1

3. Complete las siguientes proposiciones para que resulten verdaderas:

a) El modulo de la potencia cuadrada de (1 +1i)es......
b) Siendo z; =1, 2, = 1 — V/3i, 23 = V/3 + 1, el argumento de Zi% es ......

™

4)) dado en coordenadas

c¢) La forma binémica del complejo z = 5 (Cos (%) +z’sen(
polareses ......

d) Sea z un namero complejo del tercer cuadrante tal que su modulo es igual a 2y

Re(z) = —1. Exprese z en formapolar............ y en forma exponencial ............
e) El modulo del complejo z = —3-¢€” es ..., su argumento es ...y su potencia ctbica
es ......

f) Elmédulodez:ﬂ#es.”

g) El argumento de z = (2“)21;8(1_2)2 + % es ...

h) La forma binémica del complejo dado en forma polar z = 4 (cos%” + isen 2?”) es
iguala .........

i) Sea z = ¢'5. Entonces z esta expresado en forma ......... , su modulo es ..., y su

potencia cuadrada es .........

j) Sea z un numero complejo del segundo cuadrante tal que su modulo es igual a 3 y
Re(z) = —3. Exprese z en forma polar ... y en forma exponencial ...

k) Un sistema de ecuaciones y/o inecuaciones que tiene como solucion la region som-
breada es.........

4. Encuentre:

a) La potencia quinta del nimero complejo z = 1 — i. Exprese el resultado en forma
binémica y exponencial.

b) El cuadrado del complejo z = —8 + 8v/3i .

¢) El cubo de z = —e2! y represente ambos graficamente.

5. Determine graficamente el conjunto solucion de los siguientes sistemas, siendo z = x + yi:

v <2y y [(55) -7 < [ll<a
CL) Im(z) <3 0 < Im(z) <92 C) r>1
1 <Re(z) <4 In(z) <y
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n {]z—1|§2 f {r:5 z=re? con r>2
0<Im(z) <3 T <arg(z)<m By dr<g<in

oy J 72l <2 g) 17270 <3 (2 — 2)(—i) < 10
r—y>0 Re(z) <0

i) El conjunto de nimeros complejos con %ﬂr < arg(z) < im y r < 2, junto con sus

2
respectivos conjugados.

6. Dada la matriz A = [_QZ i]

a) Halle, de ser posible, la inversa de la matriz A. Justifique.

. . . . 1 .
b) Analice el sistema de ecuaciones lineales AX = B, con B = [z}’ analicelo y si
corresponde, dé su solucion.

¢) De ser posible, encuentre:

2+1 1
—i 3| -A
1—2¢1 2
7. Seaz:\/g—i-i, calcule
3
w = i
1—2

a) Exprese w en forma binémica, halle su modulo y su argumento principal.

b) Verifique si w pertenece a la region solucion del sistema:

{|w—2| <2V13

r+y>0

8. Para k € R, sea
k41

1+
Determine los valores de k para que z pertenezca a la region solucion del sistema:

z

0 < Re(z)
0 < Im(z)
r<4

<3
<2

9. Para cada una de las siguientes afirmaciones, seleccione con un circulo la opcién que
considere correcta. Solo una de ellas es verdadera.

1. El resultado de (2+3i)(4 —i) — (1 —2i)(3+ 1) es:

a) 6 — 157 c) 6+ 15 e) NRAC
b) —6+ 15i d) —6— 15
3—4

2—31 i 1 a:
1+i+( i) es igual a
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a)2—9¢ b) §—5i d) 2+ 34
2 ¢) 1+ ¢) NRAC
3. La forma binémica del nimero complejo 2z con coordenadas polares z =
(5, ”T”) es:
5v3 5. 5v3 5. e) NRAC
a) — — =i c) ——— — =i
2 2 2 2
b) —5\/5 §z d) ——5\/§ §z
2 2 2 2
4. El argumento principal del nimero complejo z = —2 + 21/31 es:
T o 4
2m

5. El modulo de z = (1 —2i)* — (3+14) es:

a) V53 c) V61 e) NRAC

b) 11 d) 61
6. La forma exponencial de z = —3 — 3V3i es:
a) 6e'F b) 6eis d) 6ei%
c) 6e's e) NRAC
7 Im(iff +(2—-1)) =
a) 2 ¢ L ¢) NRAC
3 ’ 1 :
b) = d) =
) 2 ) 2

8. La regioén del plano que representa la solucién del siguiente sistema

|Z_1|§37

corresponde a:

a) Un disco completo de radio 3.
b) Un rectangulo trasladado.
c¢) La interseccion de un rectangulo y un disco de centro C(1,0).

d) La interseccion de dos semiplanos.

e) NRAC
9. Re((2—1i)") es:

a) —2 c) 8 e) NRAC
b) 2 d) 0

10. ;Cual de los siguientes sistemas representa las restricciones de la region
sombreada?
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&
—
:Uﬂ
20N
& w
v
—_
=
—
';Uﬁ
20V
& w
\%
—_
&
—
=
AN
w
Z
—
=
V
w

> Re(z) <1 Re(z) <1
e) NRAC
11. Dado el sistema:
r <4,
0 < Re(z) <3,
0<Im(z) <2

(. Cual de los siguientes puntos pertenece al conjunto soluciéon?

a) z=4+1 c) z=2+3i e) NRAC
b) z=3+2i d) z=4i
2 o\ \*
12. (2 (cos%%—isen%)) =
8 c) 8 e) NRAC
13. Dado el sistema:
|z —2] <3
x+y>0
r—y <2

{Cual de las siguientes afirmaciones es FALSA?

a) El centro del disco C'(2,0) pertenece a la solucion del sistema.
b) El punto 2i pertenece al conjunto solucion.

c¢) El conjunto solucion esta contenido en el semiplano x > 1.

d) El punto 1 + ¢ pertenece al conjunto solucion.

e) NRAC
14. (V3+i)® =

a) 64 c) —32i e) NRAC
b) —64 d) 32i

15. A partir del grafico, seleccione el sistema correcto que representa la regién
soluciéon
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&

(r>4

kﬂ-

-2 0

Im(z)
(0 < arg(z)

r§4

Im(z)
< arg(z

| \/

-2
<

vV

2
) <

r<4
d) < Im(z) < =2
5 T <arg(z) <&
e) NRAC

3

us

2

10. Identifique el siguiente grafico con el/los sistemas que lo representan correctamente:

25

A) Im(z) < — Re(z) -2,
Im(z) < —
Im(z) > — Re(z) -2,
Y { ) > -

+y > -2,
> —1
+y < =2,
< —1

11. Se muestra en el plano complejo la region solucion. A partir de cada grafico, escriba el
sistema de condiciones (ecuaciones e inecuaciones) que la define, utilizando:

= 7 para expresar el médulo de un ntimero complejo,

» Re(z) e Im(z) para condiciones sobre parte real e imaginaria,

= y, cuando corresponda, arg(z).
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