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3. Sistemas de Ecuaciones Lineales

3.1. Ecuaciones lineales

Definiciéon 3.1

Una ecuacion lineal en una variable, z, es una ecuaciéon de la forma:
axr = b,

donde a y b son nimeros reales.

Ejemplo 3.1

3r =95
es una ecuacion lineal en una variable y se busca su soluciéon despejando la variable z:

1 1 5 5
SB32) =25 = lr=2 = =2
3032 =3 T3 TT3

es su Unica soluciéon y es un nimero real: S = {x eER|x= g}
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Definicién 3.2

Una ecuacion lineal en dos variables, x e y, es una ecuacion de la forma:

ax + by = c,

donde a, b y ¢ son niimeros reales.

Ejemplo 3.2
r—2y=—6

es una ecuacion lineal en dos variables y posee infinitas soluciones. Si se despeja la variable y:

1 T 1
= - = RZ: = -
Y 2:1:+3 = S {(y)e Yy 2x+3}

Cada una de esas infinitas soluciones se puede representar graficamente con un punto del
plano (x,y) y seran todos puntos de una misma recta (alineados).

Definicion 3.3

Una ecuacion lineal en tres variables, x,y y z, es una ecuaciéon de la forma:

ar + by + cz = d,

donde a, b, ¢ y d son ntimeros reales.

Ejemplo 3.3

—r—2y+z=-1
es una ecuacion lineal en tres variables y posee infinitas soluciones. Si se despeja una variable,

por ejemplo z:

x
z=z+2y—-1 = S= y|l eR:z=0+2y—1
z

Cada una de esas soluciones se puede representar graficamente con un punto del espacio y
seran todas de un mismo plano (coplanares).

Definicién 3.4

Una ecuacion lineal en n variables, x, xo, 3, -+ , z,, s una ecuaciéon de la forma:

a1 + a9 + asxs SF 990 9F ALy — b,

donde los coeficientes a;,7 = 1,--- ,n, son numeros reales.

Las soluciones que este tipo de ecuaciones pueden tener, se presentan en forma ordenada (por
la variable a que pertenezcan), en una n-upla ordenada de ntumeros reales: (x1, 29, x3, - ,2,) €
R™, que se corresponde con una tnica matriz columna y con una Unica matriz fila:
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I
T2
(T1, T2, T3, s Tn) ~ | |~ [951 Ty Tz - xn}
s
Se designan, en general, con letras minusculas: x, v, w.

Ejemplo 3.4 Son ecuaciones lineales:

w Jr42y="7

. %.CE +y—Tnz = V2

= sen(f)r; — 4xy + 1025 — e?r, = 4.

Por otro lado, son ecuaciones no lineales, las siguientes:
» Jxy +cosy =7

et —2z2=7

Observacion: una ecuacion lineal siempre puede reescribirse como una combinacion lineal de
nuimeros reales (variables) con coeficientes reales igualada a un nimero real.

Ejemplo 3.5 Una solucién de la ecuacion 3z 4+ 2y = 7 es s = (1,2) ya que
3.142-2=34+4=7

Mientras que S = {(t, % — %t) te ]R} es el conjunto solucion de la ecuacion.

3.2. Sistemas de Ecuaciones lineales

Definicién 3.5

Un conjunto de m ecuaciones lineales con n variables se denomina sistema de ecuaciones
lineales (SEL) que escribiremos de la forma

a1y + Qa12xy + ... + A1y, = bl
a211 + Q9229 + ... + a9, = b2
11 + QmaTs + ... + QunTn = bn

Las variables en una ecuacion lineal, algunas veces se denominan incognitas.

Observaciones:

» La notaciéon con doble subindice indica que a;; es el coeficiente de z; en la i—ésima
ecuacion.

= Si el SEL tiene m ecuaciones y n incognitas o variables, se dice simplemente que el SEL
es m X n.
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3.3. Expresion matricial de un SEL

Dado un SEL de m ecuaciones con n incégnitas, siempre es posible expresarlo como una
ecuacion matricial:

a1 + a19T9 + ... + A1nTy = b1
asgry + agry + ... + Aonly, = bg
11 + Qoo + ...+ GpnT, = bn

¥

a1 a2 ... Qpn T b1

21 929 ... Qop T2 b2

m1 Am2 ... Gmp T bm
Amxn . Xn><1 - Bm><1

Notacion:

= A : matriz de orden m x n, con m filas que representan la cantidad de ecuaciones del
SEL y n columnas que representan la cantidad de incognitas del SEL. Llamada matriz
de coeficientes.

= x 6 X : vector de R™ o matriz columna de orden n x 1, con tantas filas como incognitas
tenga el sistema. Llamada matriz de incégnitas.

= b 6 B : vector de R™ o matriz columna de orden m x 1, con tantas filas como ecuaciones
tenga el sistema. Llamada matriz de términos independientes.

= En virtud de las consideraciones anteriores, un SEL se anotaré indistintamente como:

AX=B ~ Ax=DbD

Aunque se use la doble notacién, claramente las operaciones son las definidas entre ma-
trices.

» Dado un sistema A X = B, a la matriz escrita de la forma [A|B] se la denomina matriz
ampliada del sistema. Esta formada por la matriz de coeficientes con el agregado de una
columna con el término independiente respectivo a cada ecuacion. A veces se la designa
con A'.

3.4. Clasificacion de SEL segiin su soluciéon

Definicién 3.6

Una solucion de un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas, es una n-upla
ordenada de ntmeros
S =(81,82,...,5)

de modo que , cuando cada z; = s;, con i = 1, 2 ..., n, se satisfacen todas las ecuaciones
del sistema.

El conjunto de todas las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales se denomina
conjunto solucion.
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Importante: Esto es, que la matriz columna obtenida al hacer As es exactamente igual
a la matriz columna B, o sea, cada componente de una coincide con la que tiene la misma
posicion en la otra.

Ejemplo 3.6 la solucién del sistema

1 0 0 T 6
0 —1 O |2 = 1|5
0 0 6| [z3 24
—_——— =~
A X B
es Unica y se anota:
6
S = -5
4_
puesto que
1 00 6 6
0 =1 O [=5] =1{5H
0 0 6 4] 24
A s \B,_/

Definiciéon 3.7

= Un SEL se denomina compatible si tiene por lo menos una solucion.

e Si so6lo tiene una solucidn, se llama compatible determinado.

e Si tiene infinitas soluciones, se llama compatible indeterminado.

= Un SEL se denomina incompatible si no tiene solucion.

Observaciones:

= En la bibliografia también aparece consistente como sinénimo de compatible e inconsis-
tente como sinénimo de incompatible.

3.5. Clasificacién de SEL segtin las matrices que lo componen
= Si m = n, el SEL se denomina cuadrado.

» Si B = O, es decir, B es la matriz nula (todos los términos independientes del sistema
son ceros), o bien, b = 0, el SEL se denomina homogéneo.

Ejemplo 3.7
1 3r+2y=0 dr +2y =0 do +2y =7
e — y=0 2. 20 + y=0 3.82r+ y=4

—4dx -2y =20 r+Ty=0

Propiedad 3.1

Sea A X = O un sistema homogéneo de m ecuaciones y con n incognitas. Entonces dicho
sistema es compatible.
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Observacion: Recuerde que O designa a la matriz de orden m x 1. Ademas, por abuso de
notacion, se suele escribir como vector 0.

Demostracion:

Sea s1 = O, €l vector de dimension n x 1 cuyas entradas son todas ceros. Al sustituir X
por s; en el sistema, se observa que s; satisface el sistema cualquiera sea s;. Es decir, el vector
s1 siempre es solucion del sistema AX = O. Entonces dicho sistema siempre es compatible. ll

Propiedad 3.2

Un sistema de ecuaciones lineales sélo hace verdadera una de las siguientes afirmaciones:
1. El SEL es compatible determinado.

2. El SEL es compatible indeterminado.

3. El SEL es incompatible.

Definimos un tipo de sistemas homogéneos que nos seran tutiles en la resolucion de ejercicios.

Definicién 3.8

Dado un sistema no homogéneo, A X = B, siempre es posible escribir el sistema homo-
géneo A X = 0.

Este ultimo se llama sistema homogéneo asociado y tiene la misma matriz de coeficientes
que el original y la misma matriz de incognitas; la matriz de términos independientes
cambia por una del mismo orden pero con todas sus entradas nulas.

Ejemplo 3.8 Dado el sistema de 4 ecuaciones y 2 incognitas con su forma matricial corres-
pondiente:

4o + 2y = 10 4 9 10
2c + y=>5 2 1 x )
N2 ad =
—2r —y=-5 -2 1] |y -5
324+ 1,5y =7,5 3 L5 7.5

Su sistema homogéneo asociado, con la expresion matricial correspondiente sera:

dr 4+ 2y =0 4 2 0
22+ y=0 2 1 {x} 0
N2 %d et
9y =0 9 1| |y 0
32+ 1,5y =0 3 1,5 0

Teorema 3.3

Si z, es solucion de A X = B y x; es solucién de su sistema homogéneo asociado,
A X = O, entonces z, + z;, es soluciéon de AX = B.

Demostracion: Puesto que
» 7, es solucién de A X = B se tiene que A z, = B,

= 13, es solucién de A X = O, es decir, x;, satisface el sistema verificando A x;, = O.
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Luego:
A(xp+ap)=Az,+Ax,=B+0=B8B.

En consecuencia: x, + x, es soluciéon de A X = B. [ |

Se enuncia a continuaciéon una propiedad que permite justificar el uso de un método siste-
mético para resolver cualquier sistema de ecuaciones lineales.

Teorema 3.4

Sean A X = By C X = D dos sistemas lineales m x n.
Si las matrices ampliadas [A|B] y [C|D] de estos sistemas son equivalentes por filas,
ambos sistemas lineales tienen exactamente las mismas soluciones.

Demostraciéon: Se considera una solucion cualquiera del sistema A X = B, que se llamara
s = (51,82,.-.,5n)

Se mostrara que ninguna de las operaciones elementales entre filas, aplicada a la matriz
ampliada del sistema [A|B], cambia las soluciones del sistema.

s [ntercambio de filas: la soluciéon s del sistema, es solucién de cada una de las ecuaciones
que lo forman. Luego, si esta operacion elemental no modifica las ecuaciones, por lo tanto,
tampoco modifica sus soluciones.

s Multiplicacion de una fila por un escalar no nulo: Si la i-ésima ecuacién del sistema se
multiplica por ¢ # 0 en ambos miembros, cualquier solucién del sistema lo sigue siendo,
ya que si se verifica esta igualdad:

ai181+ai2 52+...+amsn:bl-

También se verifica:
c(ail 81+ @98+ ...+ apn Sn) = Cbz'

O, equivalentemente:
(Cail) S1+ (Caiz) So+ ...+ (cam) Sp = Cb;,

que es la ecuacion que se obtendria al multiplicar una fila de la matriz ampliada por una
constante no nula c. Si las igualdades no se modifican entonces s es soluciéon de ambas
ecuaciones.

s Sumar a una ecuacion un mailtiplo de otra: supongamos que a la j-ésima ecuaciéon le
sumamos ¢ veces la i-ésima y, por ser solucién del sistema, s verifica las dos igualdades
(teniendo en cuenta el resultado del item anterior). Entonces se cumple que:

aj181+aj282+...+ajn8n:bj

(cap)s1+ (cap)sa+ ...+ (cam) sn = cby,

Sumando miembro a miembro estas igualdades y reordenando los coeficientes:
(aj1 +can)s1+ (aje +cax) s2+ ...+ (ajn + cain) sp, = bj + cb;.

Es decir que s sigue siendo solucion de la nueva ecuacion del sistema.
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Por lo tanto, cualquiera sea la secuencia de operaciones elementales entre filas aplicada a la
matriz ampliada del sistema, no se alteran las soluciones de dicho sistema.
Luego, s es solucion del sistema equivalente C' X = D. |

Ejemplo 3.9 Verificacion del enunciado del teorema anterior con:

T +y—z = 5
y+ 6z= 6
r+2y+8z= —12

y su (anica) solucion s = (—3,6, —2).
A la matriz ampliada del sistema le aplicamos operaciones elementales por filas para obtener

una matriz equivalente.

11 -1 5 11 -11] 5
AlBl=10 3 6 | 6| "Rk o 6] 6
12 8| -7 01 9| —-12

11 -1 5

eyl 0 1 2I 2

01 9 | —12

La matriz ampliada obtenida esta asociada a un sistema que es equivalente al dado ( segin
el Teorema 3.4) . Eso se comprueba, reemplazando en el nuevo sistema:

11 -1 | 5 11 -1 x 5
01 2 | 2 es, en forma matricial, 01 2 y| = 2
01 9 | —12 01 9 z —12
r+y—z=0>
y en la expresion clasica de sistemas  y + 2z = 2
y+9z =—-12

Sustituyendo las variables con los valores de la solucion del sistema original, se puede co-
rroborar que ella también es solucion del sistema obtenido; por lo tanto son equivalentes.

r+y—z=>5 —44+6—-(-2)=5
y+ 2z =2 - 6+2(~2) 2 =2
y+ 9z =—12 6+ 9(—2) = —12

En consecuencia, la solucion del sistema dado y la del obtenido mediante operaciones ele-

mentales es exactamente la misma:

(a:,y, Z) = (_37 6, _2>
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Teorema 3.5

Sea A X = DB un sistema de ecuaciones lineales.
Si A es una matriz inversible (o no singular) entonces el sistema A X = B es compatible
determinado (cualquiera sea B).

Demostracion
Sea el sistema AX = B

Por hipoétesis, la matriz A es inversible. Premultiplicando a ambos miembros de la igualdad
por A~! se obtiene:
AN AX)=A"'B

Aplicando la propiedad asociativa de la multiplicacion de matrices:
(A7PA)X =A'B

Por definiciéon de matriz inversible,

I,X=A'B
Puesto que la matriz identidad es el elemento neutro del producto de matrices, se tiene:
X=A"'B

Como la matriz inversa A~! es tinica y la matriz B también lo es, se concluye que X es la
tnica solucién del sistema lineal. Por lo tanto, el sistema es compatible determinado. [ |

3 -1 1 3
Ejemplo 3.10 La solucion de AX =B, con A= |0 1 2 yB=]| 2| es
0 0 -2 —2

X =

= O wlin

Es posible afirmar que la matriz soluciéon es X ya que al considerar el sistema matricial
AX =B

la matriz X verifica la igualdad.

Puesto que la matriz A es triangular superior y todos sus elementos de la diagonal principal
son distintos de cero, se tiene que A es invertible y el sistema tiene solucién tnica.

Para obtener la matriz X, usando el Teorema previamente demostrado, se debe conocer la
inversa de A, ya que:

X=A"B
11 1
3 3 2
Al reemplazar A=' = |0 1 1 | en la ecuacién anterior, se obtiene que la matriz solucién
00 —3
2

es: X =

= O wlin

Corolario 3.1

Sea A X = O un sistema de ecuaciones lineales homogéneo.
Si A es una matriz inversible (o no singular) entonces el sistema A X = O es compatible
determinado y la solucién es la trivial.
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3.5.1. Propiedades de los sistemas homogéneos

Sea S el conjunto solucién de un sistema homogéneo m xn. Entonces las matrices columna
de S, que son de orden n X 1, verifican que:

b. Si X; y X5 estan en S, también lo esta X; + Xo.

c. Si X7 estd en S, también ¢ X; € S, cualquiera sea ¢ € R.

Observacion: Una forma equivalente de enunciar el teorema anterior es:

Sea S el conjunto solucion de un sistema homogéneo m xn. Entonces las matrices columna
de S, que son de orden n x 1, forman un subespacio vectorial de R™ (o, equivalentemente,

Mn><1>'

Demostracion: El conjunto S de todas las soluciones del sistema A X = O puede ser
escrito como
S={XeR": AX =0}
Demostrar las condiciones a, b y ¢ del teorema 3.6 es lo mismo que demostrar que S es un

subespacio vectorial de R". Entonces:

a.
Como para AX = O, la soluciéon X = O satisface la ecuacion, se tiene que O esta en S.

b.
Sean X1, Xy € S. Por definiciéon de soluciéon del sistema

AXle y AXQZO

AX:+ X)) = AX5+ AX, por prop. distributiva del producto matricial
respecto de la suma
= 0+0 por hipotesis
= 0 resolviendo la suma indicada.

Por lo que se puede asegurar que el vector suma (X; + X5) € S.

c.
Sea X1 € SyceR.
Se debe probar que ¢ X; esta en S, a partir de saber que X; € S.

A(C Xl) = C(AX1>
=cO por hipotesis, ya que AX; = O

= 0 resolviendo el producto indicado.

es decir, que A(c X;) =0, 0seac X; € S.
Como S contiene al vector cero (a.) y es cerrado bajo suma (b.) y el producto por escalares

(c.), se concluye que S es un subespacio vectorial de R". |

10
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3.6. Resolucion de SEL

3.6.1. Meétodos de eliminaciéon de Gauss y Gauss-Jordan

Los dos métodos presentados en esta secciéon, apoyan su validez para resolver un sistema
dado en el Teorema 3.4. Veamos:

1. Método de eliminaciéon de Gauss:

La idea basica para resolver sistemas de ecuaciones lineales es eliminar incognitas de
manera que se obtenga un sistema equivalente (con las mismas soluciones) pero en forma
escalonada y luego usar sustitucion hacia atras. Esto se logra realizando combinaciones
apropiadas de operaciones elementales con ecuaciones.

Ademas, dado un sistema A X = B, es claro que trabajar sobre la matriz ampliada
del sistema ( [A|B] ) permite modificar toda la ecuacion y se evita tener que aplicar las
operaciones adecuadas a dos matrices distintas del sistema ( Ay B ).

Ejemplo 3.11 Sea el sistema

r+y—z= 3
y+2z = 4
2y + 52z = 0

cuya tunica solucion es s = (—25, 20, —8).
Aplicando las operaciones elementales adecuadas a la matriz ampliada del SEL para
obtener una matriz equivalente por filas, se tiene:

11 -1 13 11 -1 ] 3
[AB]=0 1 2 | 4] P82 Jo1 2| 4
02 50 00 1| -8
110 =5

Fy+Fy+F 012 | 4

001/ -8

Dado que la matriz ampliada original y la matriz ampliada escalonadaa son equivalentes
por filas, por el Teorema 3.4 ambos sistemas lineales tienen exactamente las mismas
soluciones. Con sustituciéon hacia atras se puede ver que

r+y—2=3 (x—l—y—z:?)
y+2z=4 ~ ey =4—2(-8)=20
z=-8 (2= -8

(2 =3 —(20) + (—8) = —25
z=—8

\

Por lo tanto, la solucién del sistema dado y la del obtenido mediante una operacion
elemental es exactamente la misma:

(x,y,z) = (=25, 20, —8).

11
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2. Método de eliminacién de Gauss-Jordan:
La mejora del sistema de Gauss, llega con el aporte de Jordan. Este aporte consiste en
continuar con el escalonamiento hasta obtener la matriz escalonada reducida de la matriz
ampliada del SEL. Asi, al recuperar el sistema, se reducen notablemente las sustituciones
hacia atras o se eliminan si la matriz del sistema es inversible y la solucion del sistema
aparece méas rapidamente.

Ejemplo 3.12 Se retoma el sistema del ejemplo 11 y se contintia reduciendo la matriz
escalonada

11 -1 1 10| =5
[AlB]~ |0 1 2 | 4f ©5Boirs 01 2| 4
00 1 001 ] -8

110 | =5
Belem2l g 1 20
001 | -8

1 00
Rel=® 1o 10 \ 20
001 ] -8
Nuevamente, la matriz ampliada original y la matriz ampliada escalonada reducida son

equivalentes por filas, por el Teorema 3.4 ambos sistemas lineales tienen exactamente las
mismas soluciones. El sistema que corresponde a la matriz ampliada

1 00| =25 100 x —25
010 ] 20 es, en forma matricial, 010 yl =1 20
001 -8 00 1| |z -8
T = —25
y en la expresion clasica de sistemas ¢ y = 20
z=—8

Por lo tanto, la soluciéon del sistema dado es:

(x,y,2) = (—25, 20, —8)

Ejemplo 3.13

01
L Si[AIBj=|0 0 es la matriz aumentada de un SEL entonces el SEL es incom-
00

o O O
o N O

patible. Esto es porque el sistema del que proviene es:

(024 1y +02=0 y=0
0x + 0y + 0z = 2 ~ {0=2
0z +0y+0z=0 0=0

Claramente la segunda ecuacion del sistema conduce a un absurdo dado que es imposible
de cumplir por cualquier terna (z,y, z) que se proponga en R>.

12
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01 0|2
1. Si [A|[B] = | 0 2 0|4 | es la matriz aumentada de un SEL entonces dicho SEL es
0 0 0]0
compatible indeterminado.
Recuperando el sistema AX = B se puede ver que

Ox + 1y + 0z = 2 y =2
Oz +2y+0z=4 ~ 20 =14
0z +0y+0z2=0 0=0

Ejemplo 3.14 Por ejemplo, se podria esquematizar el comportamiento éptimo que puede
tener un sistema 3 X 4 es decir de menos ecuaciones que variables de la siguiente manera

¥ ok ok % 1 % x x| x 1 0 0 =

¥ % k% ~ 0 1 * =*|=x* ~ 01 0 =«

¥ % ok Xk 0 0 1 x|« 0 0 1 =«
G(;;ss Gauss:]ordan

En este caso, el sistema serfa compatible indeterminado, ya que en la cuarta columna no hay
ningtn primer elemento no nulo de una fila, o sea no hay pivote, y la correspondiente a una
variable es libre, o sea, puede tomar cualquier valor real. Segtn cuél sea el valor de los elementos
de esa columna, las otras variables pueden quedar en funcién de ella.

Queda propuesto al lector realizar esquemas similares para otras relaciones entre m y n y en
condiciones que no sean 6ptimas (con la mayor cantidad de pivotes posibles).

3.6.2. Regla de Cramer

La regla que presentamos a continuaciéon permite hallar los valores de las variables que ve-
rifican todas las ecuaciones, formando su solucién, sélo cuando el sistema es cuadrado ( tiene
el mismo nimero de ecuaciones que variables). La aplicacion de este método requiere el célculo
de determinantes.

Sea A X = B un SEL de orden n tal que det(A) # 0 entonces X tiene como entradas:

det(Ay) det(As) det(A,)
T = ——, Ty = ——=, Tp = ————,
det(A) det(A) det(A)
donde A; para cada j = 1,...,n, esta definida como la matriz que se obtiene de sustituir

en A, la j-ésima columna por B:

ay; aip ... bl AT
21 Q22 ... b2 o Qop
A=
J
;1 Qg2 ... bL e Qip
S S S S

Si det(A) = 0 y/o det(A;) = 0, el sistema puede ser compatible indeterminado o incom-
patible.

13
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3.7. Teorema de Rouché - Frobenius

Teorema 3.7: Teorema de Rouché - Frobenius

Sea AX = B un sistema de ecuaciones lineales m x n y sea (A|B) la matriz ampliada del
sistema de orden m x (n + 1). Entonces

I. Si p(A) = p(A|B) = n, el SEL es compatible determinado.

1. Si p(A) = p(A|B) < n, el SEL es compatible indeterminado.

111. Si p(A) < p(A|B), el SEL es incompatible o inconsistente.

Para un SEL m x n compatible indeterminado resulta 1til determinar los grados de indeter-
minacion (o grados de libertad), también llamadas las variables libres del sistema. Se calculan
como g =n — p(A)

Ejemplo 3.15 Dado el sistema:

rT+2y+32=9
20 —y+2=28
3r—2z=3

Aplicando el método de Gauss-Jordan:

1 2 319 1 2 3 9 1 2 3 9
2 -1 1|8 | PR 10 -5 —5|-10 BERTh 10 -5 =5 =10
3 0 —1/3 3 0 -1 3 0 -6 —10|—24
. 1 2 3 9 1 0 1 5
IR o o1 1] 2 el g 1| 2
0 —6 —10| —24 0 -6 —10|—24
1 0 1 5 Fee g 1 0 1] 5
BERR 1o 1 1] 2 T o1 1] 2
00 —4|-12 0 0 1]-3
1 0 1| 5 10 0] 2
FQ(—{?—F?, 0 1 O 5 F1<_£}_F3 0 1 0 _1
00 1]-3 00 1] 3
1 0 0| 2
Asi, la matriz aumentada del SEL en su forma escalonada reducidaresulta: | 0 1 0] —1
00 1] 3

y se observa que:

p(4) = p(AB) = 3

Como el rango de las matrices coincide con el nimero de incognitas, por el teorema de
Rouché—Frobenius, el sistema es compatible determinado.
Resolviendo el SEL se obtiene:

z=3, y=-1, =2

Es decir que su conjunto solucion es S = {(2,—-1,3)}

14
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Ejemplo 3.16

r+2y+3z = 9 1 2 3|9
Dado el sistema: { 2z —y+2 =38 . La matriz aumentada del SELes: | 2 —1 1|8
3r+32=3 3 0 3|3
Aplicamos el método de Gauss:
12319 1 2 3] 9 1 2 3] 9]
2 —1 1 ReRhol g 5 —5| 10 Beyshol g -5 —5] —10
3 0 3|3 3 0 3 3 0 —6 —6|—24 |
. 1 2 3 9 1 2 3 9
PR 1 1] 2 Belytof | g 1] o
0 —6 —6|—24 00 0|-12

Frente a la tltima matriz obtenida, no tiene sentido continuar hasta hallar la escalona-
da reducida de la matriz ampliada. Las matrices escalonadas de A y de su aumentada son,
respectivamente:

1 2 3 1 2 3 9
011 011 2,
000 0 0 0]—12

Por lo tanto,

p(A)=2 v p(AB)=3
Como los rangos son distintos, por el teorema de Rouché—Frobenius, el sistema es incom-
patible. Es decir, el sistema no tiene soluciéon o :

S=0

Esto es absolutamente coherente con los sistemas que estas matrices representan, respectiva-
mente:

T+2y+32=9 rT+2y+3z2=9
20 —y+2=28 ~ Oz4+y+2=2
x4+ 3z=3 Oz + Oy + 0z = —12

que claramente es inconsistente ya que ninguna terna de reales verifica la iltima ecuacion.

Ejemplo 3.17

r+ 2y+ 32=9 1 2 3] 9
Sea el sistema ¢ 22 — y+2 =38 , cuya matriz ampliada es | 2 —1 1] 8
T—3y—2z2=-1 I =3 2]~

Aplicamos el método de Gauss:

1 2 3] 9

1 2 3 9 1 2 3 9
5 _1 1 N FQHF27£F1 0 —=5 =51 —10 F3€F37\F1 0 -5 =5 |-10
AR 1 -3 —92| —1 0 =5 —5|-10
1 2 319 [ 1 2 319
Foe —%F2£F3<— —1F3 01 12 FyFy—Fy 01 112
01 11]2 00 00

15
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La matriz de coeficientes y la ampliada, son equivalentes a:

12 3 1239
A~ {0 11 [AlB]~ [0 1 1 2
00 0 0000

Luego,
p(A) = p(A|B) = 2

Como el rango es menor que el niimero de incognitas, por el teorema de Rouché—Frobenius,
el sistema es compatible indeterminado.
El sistema equivalente al dado resulta:

r+2y+32=9
y+z=2

La cantidad de variables principales o variables dependientes es dos. Por lo tanto, la cantidad
de variables libres o variables independientes es una.

Se considera como variables principales a = e y (que corresponden a las columnas que tienen
pivotes (1 en la matriz escalonada); asi la variable libre seré z, que corresponde a la columna
que no tiene pivote en la matriz escalonada.

Es posible renombrar a z como el pardmetro ¢. Luego, tomando z =t € R, se tiene:

y=2-—1t, r=>5—1

Por lo tanto, el conjunto de infinitas soluciones del sistema resulta:

S={(G-t 2—t t)|teR}

3.8. Condiciones equivalentes para A de orden n

Es posible, luego de todo lo desarrollado, agregar al teorema de sintesis dado en la unidad
anterior, otras proposiciones equivalentes.

Sea A una matriz de orden n. Son equivalentes:
1. A es inversible (o no singular).
2. La forma escalonada reducida de A es la I,,.
3. det(A) # 0.
4. El rango de A es n.

5. AX = B esun SEL compatible determinado para toda matriz B, n x 1, con solucién
tinica X = A~'B.

6. AX = O es un SEL compatible determinado con solucién tnica X = O (soluciéon
trivial).
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