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3.1. Transformaciones lineales

Hay funciones que transforman o mapean un espacio vectorial V' en otro espacio vectorial
W. A este tipo de funciones las anotamos como

T:V —>W

El espacio vectorial V' se llama dominio de T'y W se llama codominio de T. Siv € V' y
w € W tales que T'(v) = w, decimos que w es imagen de v bajo T'. El conjunto de todas las
imagenes de los vectores en V' se llama tmagen de T y el conjunto de todos los v en V' tales
que T'(v) = w se llama preimagen de w.

Ejemplo 3.1

Al considerar una funcién del espacio vectorial R? en R? definida como:

T:R* - R? talque T (:1:) = (2:1:)
() )
o 1 2
1. Las iméagenes de los vectores ( 1) y (3
1 2
+7(1)- ()
2 4
+7(5)- ()
1 2 1 2
Ahora, vamos a comparar T’ 1 +T 3 con T’ 1 + 3]

1

) mediante la funcién 7" son
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HORICROROR0
() (-0~

Al comparar,

w

1 2 3
r(1)+r(5)-r()
2. Vamos a hacer un anélisis similar, con la multiplicaciéon por un escalar. Comparemos
1 1
T (3 (1)> con 3T <1>
1 3 6
() -7 ()~ G)
1 2 6

(1) =2() - G)

Ambos resultados coinciden.

Estas condiciones no se cumplen para todas las funciones, pero las funciones que las cumplen
reciben un nombre especial y seran el centro de atencion de esta unidad.

Definicion 3.1

Sean V' y W espacios vectoriales. La funcion T : V' — W se llama transformacion lineal
de V en W si para todo u,v € V' y cualquier ¢ € R, se cumple

1. T(u+v)=T(u) +T(v)
2. T(cu) = T'(u)

Observaciones

= Si se cumplen estas operaciones, se dice que T preserva la suma y preserva el pro-
ducto por un escalar ya que se produce el mismo resultado antes o después de aplicar la
transformacion.

= En los ejemplos precedentes y en lo que sigue, se usa una notaciéon que no es del todo
exacta pero si comoda. Cuando se escribe, para un vector de R”

Tt T1
T\ : corresponderia T ,
T Tn
Ty
dado que T es una funciéon de variable | : | y eso, usualmente, se pone entre paréntesis.
'Z‘TL

Se ha adoptado una notacién mas practica (con solo un paréntesis) pero no se debe perder
de vista que se esta designando a la imagen de un elemento de R" a través de T
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Ejemplo 3.2
Veamos si T : R? — R? definida por T'(vy,v3) = (v1 + v9,v1 — v5) es una transformacion
lineal.

Para determinar que se cumplen las condiciones 1 y 2 de la deficion, tememos u = (uy, us)
y v = (v1,v3) dos vectores de R? y ¢ cualquier niimero real. Entonces

1. T(a+v) = T(ur,us) + (v1,v2))

= T(uy + v1,uy + v3))

uy + v1) + (ug + v2), (ug + v1) — (ug + v9))

((

((u1 + UQ) (Ul + U2>, (u1 — UQ) -+ (Ul — 1)2))
((u1 4 u2), (ur — uz)) + ((v1 + v2), (1 — 12))
= T(Ul, Ug) + T(Ul, ’02)

=T(u) +T(v)
(0) + 7T (v).

’ﬂ

Luego, se cumple que T'(u + v) =
2. T(cu) = T(c(uy, us))
= T(cuy, cug)
= ((cuy + cuy), (cuy — cuy))
= c((u1 + ug), (u1 — ug))
= ¢ T(uy,us)

=cT(u)

Luego, se cumple que T'(cu) = ¢T'(u).
Como la funciéon definida satisface las condiciones 1 y 2, se concluye que 7' es una transfor-
macion lineal.

Ejemplo 3.3

Veamos si T : R® — R? definida por T'(z,y,2) = (x + y,2z) es una transformacion lineal.

Para determinar que se cumplen las condiciones 1 y 2 de la definicién, tomemos u =
(w1, ug,u3) y v = (v1,v9,v3) dos vectores de R? y ¢ cualquier ntimero real. Entonces

1. T(u + V) = T((Ul,UQ,Ug) + (’Ul,UQ,Ug))
= T'(uy + v, up + vo, uz + v3)

= ((ug +v1) + (ug + v9), 2(uz + v3))

( +
= ((u1 + ug) + (v1 + v2), 2uz + 2v3)
= (u1 + ug, 2u3) + (v1 + v2, 2v3)
— T(u) +T(v)

Luego, se cumple que T'(u+v) =T(u) + T'(v).
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2. T(cu) = T(c(uy, uz, us))
= T(cuy, cus, cus)
= (cuy + cusg, 2cus)
= c(u1 + ug, 2ug)
= cT'(u)

Luego, se cumple que T'(cu) = ¢T'(u).
Como la funciéon definida satisface las condiciones 1 y 2, se concluye que 7T es una transfor-
macion lineal.

Ejemplo 3.4
Veamos si T : R? — My, 5 definida por

T T+
O

es una transformacion lineal.
Para determinar que se cumplen las condiciones 1 y 2 de la definicion, tomemos u = (uy, us)
y v = (v, v7) dos vectores de R? y ¢ cualquier niimero real. Entonces

1. T(u+v) = T((ur,us) + (v1,v2))
= T(u1 + V1, Ug + Ug)

_ U1+U1 U2+U2 (U1+U1>+(U2+U2)
0 Uy + V1 Uz + Vg

U Uo Uy + Us U1 V2 U1+ Vg
_|_
0 u U9 0 un Vo

=T(u)+T(v)
Luego, se cumple que T'(u+v) = T(u) + T(v).
2. T(cu) = T(c(uq,uz))

= T'(cuy, cuy)

cui1 Cuy Ccuj + cug
0 cug Cla

|:U1 Uy Uy + U2:|
=c

0 (51 (%)

= T’ (u)

Luego, se cumple que T'(cu) = ¢T'(u).
Como la funciéon definida satisface las condiciones 1 y 2, se concluye que 7" es una transfor-
macion lineal.
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Ejemplo 3.5
La funcién de Moy en Moy o definida por

b +b 0
TIM2X2—>M2><2 tal que T<|:CCL d:|> = |:CL 0 C—I—d:|

es una transformacion lineal definida en el espacio vectorial de matrices reales de 2 x 2.
U1 Uz}

Para determinar que se cumplen las condiciones 1 y 2 de la deficién, tememos u = {
U3z Uq

V1 V2 . ,
yv= { ] dos vectores de R? y ¢ cualquier niimero real. Entonces

V3 U4y
1. T( ) T ( |:U1 'U/Q} |:Ul 'UQ:| >
Uz Uy V3 U4

_T ur + v Uz + U
Uz + V3 Ug + Uy

_ [+ v1) + (uz + o) 0 }
I 0 (us 4+ v3) + (ug + v4)
_ [(uy + ug) + (v + v) 0 }
I 0 (us + ug) + (vs + v4)
- E ?)_UQ u3—(i)—u4] * [Ul z)_w U3‘?‘U4:|
-r( vl (7))
=T(u)+T(v)

Luego, se cumple que T(u+v) = T(u) + T(v).

o |:CU1 + cug 0 :|

0 U3 + Uy
~er(fis i)

uz  Ug
=cT(u)

Luego, se cumple que T'(cu) = ¢T'(u).
Como la funcién definida satisface las condiciones 1 y 2, se concluye que T es una transfor-
macion lineal.
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Ejemplo 3.6

Veamos si T : R? — R definida T'(z,y) = y + 1 es una transformacion lineal.

Para determinar si se cumplen las condiciones 1 y 2 de la definicion, elegimos u; = (1, y;)
v Uy = (12, 12) dos vectores cualesquiera de R%. Entonces

L. T(ay +uy) = T((z1,y1) + (v2,92))
=T(z1 + x2, Y1 + Y2)

=y t+ty2+1

Acé nos detenemos porque
T(w)+T(uz) = (y1 +1) + (2 + 1)

=y +ys+2

Ast, T(ug + u2) # T'(ur) + T'(u2)
Dado que no se cumple la primera condicién requerida en la definiciéon, 7' no es una trans-
formacion lineal.

Ejemplo 3.7
Se puede definir una transformacion, que a cada matriz A de orden m x n la transforme en
su matriz transpuesta:

T: Mpsxn — Mpxm  tal que  T(A) = AT,

De acuerdo a las propiedades que se estudiaron en la unidad de matrices, esta transformaciéon
es lineal, ya que para cualquier par de matrices A y B de orden m x n y cualquier k£ € R, se
verifica que

1. T(A+B)=(A+B)T = A" + B" =T(A) + T(B)

2. T(kA) = (kAT =k AT =k T(A)

3.1.1. Clasificacion de transformaciones lineales y transformaciones lineales espe-
ciales

En esta seccion se introducen conceptos importantes.
Se comienza por dar una clasificaciéon de las transformaciones lineales de acuerdo a las
caracteristicas que éstas tengan en tanto funciones.

Definicién 3.2

Sea T : V — W una transformacién lineal. Decimos que 1" es monomorfismo si para todo
u,vev,
u # v implica que T'(u) # T'(u)
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T T
V w V w

(b) T no es monomorfismo

(a) T' es monomorfismo

Definiciéon 3.3
Sea T : V — W una transformacién lineal. Decimos que T es epimorfismo si para todo

w € W existe v € V tal que T'(v) = w.

T T
( E ( I ) 1) ( f ( :>(T)
1% W % 114

(a) T es epimosrfismo (b) T no es epimosrfismo

Una ultima definicién, que utiliza las dos anteriores.

Definiciéon 3.4
Sea T' : V. — W una transformaciéon lineal. Decimos que T es isomorfismo si T es

monomorfismo y epimorfismo.

Se dan dos definiciones méas, que son ttiles para continuar clasificando las transformaciones

lineales.
Definicién 3.5

Sea T una transformacion lineal.

= Decimos que T' es endomorfismo, si 7' : V' — V. Es decir, el dominio y el codominio

coinciden.

= Decimos que T' es automorfismo, si 7' es endomosrfismo y es isomorfismo.

Algunas transformaciones especiales.
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1. La transformacion cero o nula es la transformacion lineal 7' : V. — W definida
como T'(v) = 0 para todo v € V.

2. La transformacion identidad es la transformacion lineal 7 : V' — V definida como
T(v) = v para todo v € V.

3. La transformacion matricial es la transformacion lineal de la forma

U1 U1 Wy
" " V2 (%) (0]

T:R" R"talque T | | =4l [ | = ;
Up, Unp, W,

siendo A una matriz fija de orden m X n.

Se puede verificar que la transformacion nula y la transformacion identidad cumplen las
condiciones de la definicién de transformacion lineal.

Se puede ver que la transformacién matricial cumple las condiciones de la definicion de
transformacion lineal.

Propiedad 3.1

Sea T : R" — R™ definida por T'(v) = Av, donde A es una matriz fija. Entonces T es
una transformacion lineal.

Demostracion:
Sean v y w vectores de R" y ¢ € R.

1. Debemos probar que T'(v + w) = T(v) + T'(w).

Por la propiedad distributiva del producto de matrices respecto de la suma, se tiene que:
Tv+w)=Av+w)=Av+ Aw =T (v) + T(w)

2. Debemos probar que T'(cv) = ¢T'(v).

Por la propiedad del producto de un escalar por una matriz, resulta que:
T(ev) = A(ev) = c(Av) = T'(v)
[ |

Importante: Observar que toda matriz m x n determina una aplicacion lineal de R™ en R™ y
reciprocamente. Se retoma esta idea en la ultima seccion de este capitulo.

3.2. Propiedades

Todas las transformaciones lineales cumplen con las siguientes propiedades.
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Propiedad 3.2

Sea T" una transformacion lineal 7': V' — W y sean u, v, vy, Vs,...,V, vectores de V' y
c1,C2,. .., Cp escalares. Entonces se cumple que
1. T(0y) = Oy

2. T(—v)=-T(v)
3. T(u—v)=T(u) —T(v)

4. Siv=civi+cvy+ ...+ CpVyp entonces

T(v) =cT(vi) + T (va) + ...+, T(vp)

Demostracion:

1. Para demostrar la primera propiedad, observemos que para todo vector v de un espacio
vectorial, se cumple que Ov = 0. Luego, usando la definicién de transformacion lineal.

T0)=T(0v)=0T(v)=0
Por lo tanto, vale la igualdad de la proposicion 1.

2. Para demostrar la segunda propiedad, recordemos que para todo vector v de un espacio
vectorial, se cumple que —v = (—1)v. Luego, usando la definicion de transformacion

lineal.
T(—v)=T((-1)v) = (=1)T(v) = =T(v)

Por lo tanto, vale la igualdad de la proposiciéon 2.

3. Para la tercera propiedad, recordemos que para todo par de vectores u,v de un espacio
vectorial, se cumple que u—v = u+ (—v). Luego, usando la definiciéon de transformacion
lineal.

Tu—v)=T(u+ (-1)v)=T)+ (-1)T'(v)=T(u) —T(v)
Por lo tanto, vale la igualdad de la proposicion 3.
4. Sabiendo que v = ¢;vy + cave + ... + ¢V, entonces
T(v)=T(c1v1 + cava+ ...+ V)
=T (vi) +cT(va) + ...+, T(vy)

El siguiente teorema expresa una relacion entre dos conceptos definidos anteriormente.

Teorema 3.3

Sea T': V' — W una transformacion lineal. Sea dim (V') = dim (W) = n. Decimos que T
es monomorfismo si y s6lo si T' es epimorfismo.
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3.3. Transformaciones lineales y bases

Con la proposicion 4 de la Propiedad 3.2 y con la nocién de base de un espacio vectorial,
es posible construir una transformacion lineal con dominio en V' conociendo tnicamente las
imagenes de los elementos de la base de V.El siguiente teorema garantiza este resultado.

Sean V,W espacios vectoriales y T : V — W una transformacion lineal. Sea
{v1,Va,...,vn} una base de V' y sea {wy,ws,..., Wy,} un subconjunto de vectores de
W. Entonces existe, y es tnica, la transformacién 7' tal que para cada v; existe un wj
que cumple

T(vi)=wjparai=1,...nyj=1,...,m

Observacion: En el teorema anterior, los vectores w; se pueden repetir.
El siguiente ejemplo muestra como construir la transformacion lineal si esta definida so6lo
en una base.

Ejemplo 3.8 Sea T : R? — R? tal que
T(1,0,0) = (2, —1,4)
7(0,1,0) = (1,5, —2)
7(0,0,1) = (0,3,1)
Hallar 7'(2,3, -2) y T(x,y, 2).

Como B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} es una base de R3 podemos escribir (de manera
tnica)
(2,3,—2) =2(1,0,0) + 3(0,1,0) — 2(0,0,1)

Aplicando la transformaciéon en ambos miembros y utilizando la definicién de transformacion
lineal, resulta que

T(2,3,-2) = T(2(1,0,0) + 3(0,1,0) — 2(0,0,1))
= 27(1,0,0) + 37(0,1,0) — 27(0,0,1)
=2(2,—1,4) + 3(1,5,—-2) — 2(0,3,1)
= (7,7,0)

De igual manera,
(x,y,2) = x(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1)

Entonces,

T(x,y,z) = T(x(1,0,0)+y(0,1,0) + 2(0,0, 1))
= 27(1,0,0) +y7(0,1,0) + 27(0,0,1)
= x(2,-1,4) 4+ y(1,5,—-2) + 2(0,3,1)

)

= (2z+4+y,—r+5y+3z,4x—2y+z

Asi, la transformacion lineal esta definida como

T(x,y,2) = 2z +y,—x + 5y + 32,4z — 2y + z)

10
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3.4. Condiciones equivalentes para A de orden n

Es posible, luego de todo lo desarrollado, agregar al teorema de sintesis dado en la unidad
anterior, otras proposiciones equivalentes.

Sea A una matriz de orden n. Son equivalentes:
1. A es inversible (o no singular).
2. La forma escalonada reducida de A es la I,,.
3. det(A) # 0.
4. El rango de A es n.

5. AX = B esun SEL compatible determinado para toda matriz B, n x 1, con solucién
tinica X = A™'B.

6. AX = O es un SEL compatible determinado con soluciéon tnica X = O (solucion
trivial).

7. La transformacion lineal 7' : R* — R" definida por T'(x) = Ax es un isomorfismo.

3.5. Transformaciones Geométricas en el Plano

Tomando como referencia el rectangulo que se muestra en la siguiente imagen

y

(z,y)

se describe la accion de diferentes transformaciones en el plano.

11
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Cuadro 1: Accién de la transformaciones Lineales

Transformacion Imagen del rectangulo de re- Matriz estandar
ferencia

T(z,y) = (z,—y)

Reflexion a través del eje Ll) _ﬂ
y
T(:B, y) = (_w7 y)
5 , . . 10
Reflexion a través del eje y { 0 1]

Reflexion sobre la recta
y=x

I O

Reflexion sobre la recta
y=—x

T(z,y) = (—z,—y) |: 0 _1:|

12
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Cuadro 1 — continuacion

Transformacién Imagen del rectangulo de re- Matriz estandar
ferencia

T(z,y) = (kz,y)

Dilatacion o contraccién en
la direcciéon del eje x

b

T(z,y) = (=, ky)

Dilatacion o contraccién en L0
) ., . 0 k
la direccion del eje y

<

T(m, y) = (z + ky, y)

Corte o cizalladura {1 k?]
i 1
horizontal

T(z,y) = (=, kx +y)

Corte o cizalladura vertical

13
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Cuadro 1 — continuacion

Transformacién Imagen del rectangulo de re- Matriz estandar
ferencia

T(x,y)

Rotacion de dngulo 6 en

sentido positivo s Ccos

{cos f —sin 9]

3.6. Conjuntos asociados a una transformacioén lineal
3.6.1. Nucleo de una transformacién lineal

El siguiente ejemplo muestra cuéles son los vectores del dominio que la transformacion
mapea al vector nulo de la imagen.

Ejemplo 3.9 Sea T : R? — R? la transformacion lineal definida por T'(x) = Ax con

1 -1 -2
A:<—1 2 3)
Aqui  7(0,0,0) = (0,0), T(1,-1,1)=(0,0), T(-2,2,—2)=(0,0).

Atn mas,

» T(t,—t,t) = (0,0) para cualquier t € R.

Los vectores del dominio, a los que la transformacion lineal les hace corresponder el vector
nulo de la imagen, juegan un rol importante.

Definicién 3.6

Sea T : V — W una transformacion lineal. El conjunto de todos los vectores en V' que
cumplen T'(v) = Oy se denomina nticleo de T o kernel de T' y se denota por N(T) o
Ker(T).
En otras palabras

NT)=Ker(T)={veV:T(v)=0y}.

En nuestro ejemplo anterior,
Ker(T) = {(t,—t,t) : t € R}

Ejemplo 3.10 Sea T : M35 — My 3 la transformacion lineal que transforma una matriz A
de tamano 3 x 2 en su transpuesta. Es decir,

T(A) = A"

14
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Para esta transformacion lineal, es evidente que la matriz nula de tamano 3 x 2 es la tnica
matriz en Mjo cuya transpuesta es la matriz cero en My 3. Por consiguiente, el kernel de T
consta de un solo elemento: la matriz cero en Mj 4. En otras palabras

Ker(T) =

o O O
o O O

Ejemplo 3.11 El nicleo de la transformacion nula 7' : V' — W consta de todo V' porque
T'(v) = 0 para todo vector v en V. Es decir, Ker(T) = V.

Ejemplo 3.12 El kernel de la transformacion identidad T : V' — W consta s6lo del elemento
cero. Es decir, Ker(T) = {0} C V.

Ejemplo 3.13 Se busca el ntcleo de la proyeccion T : R? — R3 dada por T'(z,y,2) =
(z,9,0). Esta transformacion lineal proyecta el vector (z,y,z) en R? en el vector (z,y,0) del
plano zy.

Por consiguiente, el niicleo consta de todos los vectores que se encuentran sobre el eje z. Es
decir, Ker(T) = {(0,0,z2) : z € R}.

Ejemplo 3.14 Sea T una transformacion lineal T : R? — R? definida por
T(x1,29) = (11 — 229,0, 71)

Para encontrar Ker(T) es necesario determinar todos los x = (z1, 7o) en R? tales que T'(xy, 15) =
(x1 — 229,0,21) = (0,0,0). Lo anterior conduce al siguiente sistema homogéneo

T —21’2 =0
0 =0
T =0

cuya tnica solucion es la trivial (z1,22) = (0,0).
Por tanto, se tiene N(T) = {(0,0)} C R2.

Ejemplo 3.15 Se desea hallar el kernel de la transformacion lineal 7' : R3 — R? definida

por T'(x) = Ax, donde
1 -1 -2
A= (—1 2 3)

El kernel de T es el conjunto de todos los x = (1, 29, 73) en R tales que T'(z1, 22, 3) = (0,0).
A partir de esta ecuacion se obtiene el siguiente sistema homogéneo.

Lo—1 =2\ [T 0y [ e - <20 =0
-1 2 3 21— \o —z1 42wy +3z3 =0

Zs3

Al escribir la matriz aumentada de este sistema en forma escalonada reducida se obtiene
1 0 —-11]0 ry —T3 = 0 r1 = I3
(O 1 10)—>{I2 +x3 =0 —>{ZE2 = —I3

15
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Con el parametro t = x3 se obtiene la familia de soluciones

X1 t 1
i) = —t =t —1
I3 t 1

Por tanto, el kernel de T es

Ker(T) = {t(1,—1,1) : t € R} = gen{(1,—1,1)}.

El siguiente teorema nos da una caracteristica del niicleo de una transformacion lineal.

Teorema 3.6

El nucleo de la transformacion lineal T': V' — W es un subespacio del dominio V.

Demostraciéon: Debemos probar que

1. N(T)CV.

2. 0y € N(T) y por lo tanto, N(T') # 0.

3. N(T) es cerrado para la suma.

4. N(T') es cerrado para la multiplicaciéon por un escalar.
Veamos,

1. Por definicion de nacleo, N(T) C V.

2. Como T es transformacion lineal, para 0y, € V se cumple que T'(0y) = Oy . Luego,
Oy € N(T). Lo que implica que N(T) # 0.

3. Sean u y v vectores de N(T'), entonces
LTu+v)=T(u)+T(v)
= Oy + Oy
= Oy
lo que implica que u + v es un vector de N(T).
4. Sea u un vector de N(T') y ¢ un escalar, entonces
2. T(cu) = ¢T'(u)
=c- Oy
= Oy

lo que implica que cu es un vector de N(T). [ |

A continuacion, un teorema que asocia dos conceptos vistos.
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Teorema 3.7

Sea T : V. — W una transformaciéon lineal. Entonces 7" es monomorfismo si y sélo si
N(T) = {0v}.

El ejemplo 3.15 conduce a la siguiente propiedad

Propiedad 3.8

Sea T': R — R™ la transformacion lineal definida por T'(x) = Ax. Entonces el nicleo
de T es igual al espacio solucion de AX = 0.

3.6.2. Imagen de una transformacién lineal

Definiciéon 3.7

Sea T : V — W una transformaciéon lineal. El conjunto de todos los vectores w en W
tales que existe v en V' para los cuales T'(v) = w se denomina imagen de 7"y se denota
por Im(7T").

En otras palabras,

Im(T)={weW:aveVAT(v)=w}={T(v):veV}.

Ejemplo 3.16 Sea T': M35 — M, 3 la transformacion lineal que transforma una matriz A
de tamano 3 X 2 en su transpuesta. Es decir,

T(A) = AT

Para determinar la imagen de 7', consideremos una matriz cualquiera A € Ms,. Entonces,
al aplicar la transformacion se obtiene T'(A) = AT, que es una matriz de tamarno 2 x 3.

Dado que toda matriz en M3 puede obtenerse como la transpuesta de alguna matriz en
M3 5, se concluye que la imagen de 7' es todo el espacio de llegada. Es decir,

Im(T) = Mg,g.

Ejemplo 3.17 Sea T : V — W la transformacion nula, es decir, T'(u) = Oy para todo
uclV.

En este caso, todos los vectores del dominio son enviados al vector cero de W. Por lo tanto,
la imagen de T consta tinicamente de dicho vector. Es decir,

Im(T) = {0y}

Ejemplo 3.18 Sea 7' : V' — V la transformacion identidad definida por T'(u) = u para
todou e V.

Dado que cada vector se transforma en si mismo, todos los elementos de V' son imagenes de
algin vector del dominio. En consecuencia,

Im(T) =V.
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Ejemplo 3.19 Se considera la proyeccion T : R? — R? dada por T'(z,y, 2) = (z,y,0).

Para u = (r,y, 2) € R3, la transformacioén elimina la componente en la direccion del eje z,
proyectando el vector sobre el plano zy.

Por lo tanto, la imagen esta formada por todos los vectores del plano zy. Es decir,

Im(T) = {(x,y,0) : z,y € R}.

Ejemplo 3.20 Sea T : R? — R? definida por
T(x1,29) = (x1 — 22,0, 27).
Un vector (a,b,c) de R? estéa en la imagen de T, si existe (z1,z2) de R? tal que
T(x1,22) = (a,b,c).

A partir de esta ecuacion se obtiene el siguiente sistema.

T, —2T2 =a
0 =b
I =C

Buscamos los valores de a, b, ¢ para los cuales el SEL tiene solucion.
La matriz ampliada asociada al sistema es

1
0
1

S O N
o o

Que resulta equivalente por filas a la matriz escalonada

1 -2 a
0 1|5
0 0| b

Por lo tanto, la tnica condicién para que el sistema tenga soluciéon es que
b=0
En consecuencia, la imagen de T es

Im(7T) = {(a,b,¢) : b =0} = {(a,0,¢) : a,c € R}

={a(1,0,0) + ¢(0,0,1) : a,c € R} = gen{(1,0,0),(0,0,1)}.

De esta tltima ecuaciéon podemos determinar que una base para la imagen de T' es
B =1{(1,0,0),(0,0,1)}

y que
dim(Im(7")) = 2.

Ejemplo 3.21
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Sea T : R® — R? definida por T'(u) = Au, donde

1 -1 -2
A= (—1 2 3) ‘
Un vector (a,b) de R? esta en la imagen de T, si existe (1, 72, 73) de R? tal que

T(zy,x2,23) = (a,b).

A partir de esta ecuacion se obtiene el siguiente sistema.

1 -1 -2 il _[a N r1 —Xy —2r3 =a
-1 2 3 21—\ —z1 4+2xy +3z3 =D

T3
a
b |
Que resulta equivalente por filas a la matriz escalonada
a
a+b |

No aparece ninguna restriccion sobre a y b, por lo que el sistema siempre tiene solucion.
Por tanto, la imagen de 7" es

La matriz ampliada asociada al sistema es

1 -1 =2
-1 2 3

1 -1 =2
0o 1 1

Im(T) = R%.

Teorema 3.9

La imagen de una transformacion lineal 7" : V' — W es un subespacio de W.

A continuaciéon, un teorema que asocia dos conceptos vistos.

Teorema 3.10

Sea T : V — W una transformaciéon lineal. Entonces T es epimorfismo si y sélo si
Im(T)=W.

3.6.3. Rango y nulidad

Asociados con los conceptos de ntcleo e imagen, tenemos la nulidad y el rango de una
transformacion lineal.

Definicién 3.8

Sea T': V' — W una transformacion lineal.
» La dimension del nicleo de 7' se llama nulidad de 7"y se denota null(7).

» La dimension de la imagen de T se denomina rango de T' y se denota rg(T).

Importante: La dimension del espacio formado solo por el vector nulo es cero.

Ejemplo 3.22 Con lo visto entre los ejemplos 3.10 y 3.21 se tiene que
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dim. conj.

Transformacién lineal N(T) null(T) Im(T) rg(T) partida

T : M3xa — Maxs T(A):AT {O3x2} 0 Moxs 6 6
TV oW T(v) = 1% dim(V) {0} 0 dim(V)
T:VV T(v) = {0} 0 % dim(V) | dim(V)

v
0
T:R3 - R3 * * 1 * 2 3
T yl|l =1y 0f:z€eR Y x,y € R
z 0 z 0
s T a
T:R2 5 R3 2 0 0 2 2
11222) 0 0f:a,ceR

T(u) = Au 1
T :R3 — R2 _ 1 R2 2 3
Ai 1 —1 -2 t —1 2t€R
-1 2 3 1

Estos conceptos se relacionan en el siguiente teorema.

Teorema 3.11: Teorema de la dimension

Sea T : V — W una transformacion lineal de un espacio vectorial V' n-dimensional a un
espacio vectorial W. Entonces,

rg(T) + null(T) = dim(V).

Es decir,
dim(Im(7")) + dim(N(7")) = dim(V).

En el ejemplo anterior se puede verificar el teorema de la dimension.
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