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Operaciones: Adicién y Multiplicacién por escalar

Definicién
Sea V' un conjunto no vacio y R el conjunto de los nimeros reales. Se
definen las operaciones:

o Adicién: +:VxV =V / +(u,v)=w=u+v

e Multiplicacién por escalar: - :RxV =V [/ .(k,v)=w=Fk-Vv

Los “vectores” son los elementos de V' y los escalares son niimeros reales.
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Propiedades de la adicién

Propiedad

Si en el conjunto V' se ha definido la operacion adicion, dicha operacion
puede cumplir las siguientes propiedades:

e Asociativa: Si u,v,w son elementos cualesquiera de V' entonces
(u+v)+w=u+(v+w)
e Conmutativa: Siu y v son elementos cualesquiera de V' entonces:
ut+v=v-+u
e Identidad: Existe 0 € V tal que para todo v € V' se cumple que:
v+0=0+ =v

e Opuestos: Para todo v € V existe —v € V tal que:

v+ (—v)=(—v)+v=0
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Propiedades de la multiplicacién por un escalar

Propiedad

Si en el conjunto V' se ha definido la operacion multiplicacién por un
escalar R, dicha operacion puede cumplir las siguientes propiedades:

e Distributiva: Sean u y v elementos cualesquiera de V' y k un escalar,
entonces:
kE-(u+v)= ku+kv

e Para todo k; y ko de R y cualquier u de V' entonces:

(kl—l—kg)-u:k:l-u—i—kg-u

e Asociatividad mixta: Para todo ki y ko de R y cualquier u de V'
entonces:
(kl-kg)-u:kl-(kQ-u):k:2~(k:1-u)

e Propiedad modular: Existe 1 € R que para todo u € V' cumple:

l-u=u
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Espacio Vectorial real

Definicidon

Sea V' = &, con las operaciones de adicién y de multiplicacién por un
escalar de R.  V es un ESPACIO VECTORIAL REAL si

1. La adicién en V, verifica las propiedades:
Asociativa

Conmutativa

Existencia de elemento neutro para la suma
Existencia de elementos opuestos para la suma

2. La multiplicacién por un escalar, verifica las propiedades:
e Distributiva de multiplicaciéon por un escalar respecto de la
adicién
e Distributiva de la adicién de escalares respecto de la
multiplicacién por un elemento de V'
e Asociatividad mixta
e Propiedad modular.
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Ejemplos de Espacios Vectoriales

Ejemplo

e V =R? con la suma de vectores definida componente a componente
y la multiplicacién por escalar de R (el escalar multiplica a cada
componente del vector.

e V el conjunto de las funciones reales continuas en su dominio [a, b],
con la suma usual de funciones y la multiplicacién por un escalar

e |/ es el conjunto de M, de matrices 5 x 7, con la adicién usual de
matrices y multiplicacién por un escalar.
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Subespacios vectoriales

Definicion
Sea V' un espacio vectorial y S # &, un subconjunto de V. Se dice que S
es subespacio (vectorial) de V' si:

e (0 € .5, siendo 0 el elemento identidad de la adicién en V.

e Siu,v estdn en S entoncesu+v € S.
e Siu€e Sy kesun escalar real cualquiera, entonces ku € S.

Observaciones:
e La primera condicién de la lista anterior estd implicita en la dltima,

pero la enunciamos separada por practicidad en el andlisis.
e Las tres condiciones pueden sintetizarse en:

es.

SiuyvsondeSy ki, ks son de R, entonces (kju+ kov)

e Algunos textos definen al subespacio como un subconjunto no vacio
de un EV que es espacio vectorial por si mismo. Es equivalente a la

definicion dada.
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Combinacién lineal (CL)

Si vy, Vo, ..., vV, son vectores de un espacio vectorial V' y ¢1,¢a,...,c
son escalares reales, entonces una expresion de la forma

C1V1 +CoVo + ...+ CpVy

es una combinacién lineal de vy, vo, ..., V,.

Ejemplo

Sean vi = (2,3,-5) y va = (—4,0,2) vectores de R?:
e 2vy + (—1)vg es una CL de v y vy que da el vector (8,6, —12).
e Ovy +0vy es una CL de vy y vique da el vector (0,0,0) :
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Combinacién lineal (CL)
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Conjunto Generador y Conjunto Linealmente Independiente

Definicidon

Un conjunto de vectores B = {vi,Va,...,V,} en un espacio vectorial V'
se llama conjunto generador de V' si cada vector de V' se puede escribir
como CL de los vectores de V.

Observacion: Que cada vector de V' se pueda escribir como CL de vectores
de B quiere decir que para cada vector w € V existen coeficientes que
hagan que se cumpla la igualdad: c1vy + cova + ... + ¢, vy, = W,

El conjunto de vectores de R?: B = {(1,3), (4, —1)} genera a R%. ;Cémo
lo comprobaria?

El conjunto de vectores de R?: B = {(1,0),(0,1)}, genera a R2.
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Conjunto Generador y Conjunto Linealmente Independiente

Definicion

Un conjunto de vectores B = {vi,Va,...,V,} en un espacio vectorial V'
se llama conjunto linealmente independiente de V' si la nica CL que es
igual al vector nulo de V' es la que tiene todos los coeficientes 0.

El conjunto de vectores de R?: B = {(1,3),(4,—1)} es LI. ;Cémo lo
comprobaria?

El conjunto de vectores de R?: B = {(1,0), (0,1)}, es LI.
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Base de un Espacio Vectorial

Definicién
Un conjunto de vectores B = {vq,Vva,...,Vv,} en un espacio vectorial V'
se llama base de V' si cumple

1. B generaa V.
2. B es Ll

Observacidn: Trabajaremos con espacios vectoriales que tienen una
cantidad finita de vectores en la base. Estos espacios se llaman Espacios
vectoriales de dimensién finita.

1,2),(3,1)} de R? es una base de R?.
2. El conjunto B = {(1,0),(0,1)} de R? es una base de RZ.
3. El conjunto B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} de R? es una base de R?

1. El conjunto B = {(1,

(LCC) 3.0 INTRODUCCION A ESPACIOS VECTOF 13/30



Bases famosas

e Las bases de los ejemplos 2 y 3 se denominan base candnica o base
estandar de R? y R3, respectivamente.

e Este resultado puede generalizarse a los espacios vectoriales
n—dimensionales.

Definicion

Los vectores

e, =(0,0,...,1)

forman una base denominada base candnica o base estandar de R™.
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EJEMPLQOS de bases candnicas

Ejemplo

1. El conjunto

2={( )6 0)-( 96 D}

es la base candnica para las matrices de orden 2, Ma 5.

2. La base canédnica para las matrices de tamafio m x n, M, ,, es el
conjunto de las distintas matrices de tamafio m X n que tienen sélo
un 1y todos los demés elementos igual a 0.

3. El conjunto B = {1,x,x2,$3} es la base canédnica para el EV
formado por los polinomios de grado 3, Ps.

4. El conjunto B = {1,z,2% 23,...,2"} es la base candnica para el EV
formado por los polinomios de grado n, P,.

v
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Propiedades de las bases de un EV

Teorema

Si B ={vi,va,...,V,} es una base de un EV'V, entonces todo vector en
V' puede escribirse de una y sélo de una forma como CL de vectores de B.

Teorema

e Si B={vy,va,...,v,} es una base de un espacio vectorial V,
entonces todo conjunto que contiene mas de n vectores en 'V es LD.

e Si un espacio vectorial tiene una base con n vectores, entonces toda
base de V' tiene n vectores.
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DIMENSION

Definicion

Sea V un EV que tiene una base con n vectores, el nidmero n se denomina
dimensién de V' y se denota como dim(V') = n.

Si V' = {0}, entonces dim (V') = 0.

1. La dimensién de R™ con las operaciones estandar es n.

2. La dimensién de P,, con las operaciones estandar es n + 1.
3. La dimensién de M), ,, con las operaciones estdndar es m - n.

Teorema
Sea V' un espacio vectorial de dimension n y B € V.
e Si B tiene n vectores linealmente independientes, entonces B es una
base de V.
e Si B tiene n vectores que generan a V', entonces B es una base de V.
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VECTOR DE COORDENADAS

Definicion
Sea B = {v1,v2,...,v,} una base de un EV V' y sea = un vector de V tal
que

T = C1U1 + CaV2 + ...+ CcpUp

Los escalares ¢y, ca, ..., ¢, se denominan coordenadas de x con respecto a
la base V. El vector de coordenadas con respecto a V' es la matriz
columna en R™ cuyas componentes son las coordenadas de x. Es decir,
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EJEMPLO

Determinemos el vector de coordenadas de # = (-2, 1,3) en R3 con
respecto a la base canénica. Como

z=(-2,1,3) =-2(1,0,0) + 1(0,1,0) + 3(0,0, 1)

el vector de coordenadas de x respecto a la base candnica es simplemente

9
[z]p = |1
3
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EJEMPLO

Con respecto a la base B = {(1,0), (1,2)} sabemos que

(x]5 = B]

Hallemos las coordenadas de = con respecto a la base candnica.
Sabemos que

x = 3(1,0) +2(1,2) = (5,4)

Es facil notar que,
(5,4) =5(1,0) +4(0,1)

Asi, el vector de coordenadas de x respecto a la base candnica es
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EJEMPLAZO

5

-5 -4 -3 -2 -1 0 c 1 1 2 3 4 5 6

-2

-3
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EJEMPLAZO
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EJEMPLAZO
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EJEMPLAZO
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EJEMPLAZO
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EJEMPLAZO
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EJEMPLAZO
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EJEMPLAZO
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EJEMPLO

Ejemplo

De acuerdo a lo analizado en otros ejemplos (ver CL), las coordenadas del

) con respecto a la base B = {(1,3), (4,—1)}

3
vector v =
(5/2

wnef]] e (21030

y si buscamos sus coordenadas con respecto a la base canénica, es facil

notar que, <_2> . (é) 6 <(1’> |

Asi, el vector de coordenadas de v respecto a la base candnica es

vlp = [_2]
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DESAFIO PECSI

4
respecto a la base B = {(1,0),(1,2)}?

. . -1 .
Si se tiene el vector [w|p, = . {Cudles son sus coordenadas
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