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IMPORTANTE

Esta presentacion es sélo una guia para la clase de Algebra que uti-
lizamos los docentes. No incluye desarrollo completo de los temas
abordados.

Puede resultar de apoyo para estudiar, pero de ninguna forma es la
bibliografia principal de la materia ni abarca todos los contenidos a
estudiar.
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Transformaciones lineales

Definicion

Sean V' y W espacios vectoriales. La funcién T': V. — W se llama
transformacién lineal de V' en W si para todo u,v € V y ¢ € R se cumple

o T'(u+v)=T(u)+T(v)
e T(cu) =cT(u)

@ Si se cumplen estas operaciones, se dice que T preserva la suma y
preserva el producto por un escalar.

z1
@ Para un vector de R™ corresponderia escribir T' : pero
xn
x1
utilizaremos una notacién mas cémoda: T’
x?’b
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Ejemplos de transformaciones lineales

Determinar si T : R? — R? definida por T'(v1,v2) = (v 4 va,v1 — v2) €s
una transformacién lineal.

Ejemplo

Determinar si T : R?® — R? definida por T'(z,y,2) = (z + y,22) es una
transformacién lineal.

Determinar si 7 : R? — R definida por T'(z,y) =y + 1 es una
transformacién lineal.
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Transformaciones lineales especiales

Definicion

Una transformacién lineal 7' : V' — V se denomina operador lineal o
endomorfismo.

Las siguientes transformaciones lineales, son operadores lineales:
eT:R—-R / T(x)=b5=x.

o T:R2R? / T(i) _ (3;2_xx>

(INGENIERIA Y LCC) 3.1 TRANSFORMACIONES LINEALES 7/28



Clasificacién

Definicidon

@ Una transformacién lineal T': V' — W es monomorfismo si para todo
uvev,
u # v implica que T'(u) # T'(u)

@ Una transformacion lineal 7' : V' — W es epimorfismo si para todo
w € W existe v € V tal que T'(v) = w.

@ Una transformacién lineal es isomorfismo si es monomorfismo y
epimorfismo.

@ Una transformacién lineal es automorfismo si es endomorfismo y es
isomorfismo.
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transformaciones lineales especiales

@ La transformacion cero o nula es la transformacién lineal T': V — W
definida como T'(v) = 0 para todo v € V.

@ La transformacion identidad es la transformacion lineal T: V — V
definida como T'(v) = v para todo v € V.

© La transformacion matricial es la transformacidn lineal de la forma

V1 U1 w1

V2 V2 w2
T:R*" >R™talque T| . | =Anxn]| . | = ;

Un, (%9 Wm

siendo A una matriz fija de orden m X n.
Notacidn: Se suele escribir esta transformacién como T'(x) = Ax

Vamos a demostrar que la transformacién matricial es TL
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Propiedad

Sea T : R™ — R™ definida por T'(v) = Av, donde A es una matriz fija.
Entonces T es una transformacion lineal.
Demostrar

Sea T : V — W una transformacion lineal. Entonces:

7(0) =
T(- ) —T(v)
Tu-v)=T(u)-T(v)
° T(c1V1 +--4cpvp) =l (ve) + -+ T (vp)
Demostrar

Teorema

Sea T : V. — W una transformacién lineal. Sea dim(V') = dim(W) = n.
Decimos que T' es monomorfismo si y sélo si T es epimorfismo.

v
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Transformaciones lineales y bases

Teorema

Sean V, W espacios vectoriales y T : V. — W una transformacion lineal.
Sea {v1,Vva,...,vn} una base de V' y sea {w1,wa,..., W} un
subconjunto de vectores de W . Entonces existe, y es tnica, la
transformacion T' tal que para cada v; existe un wj que cumple

T(vi)=wjparai=1,...nyj=1,....m

Observacion: En este teorema, los vectores wj se pueden repetir.

Dada 7 : R3 — R3 con

T(1,0,0) = (2,—1,4), T(0,1,0) = (1,5,—2), T(0,0,1) = (0,3,1)

Hallar T'(2,3,—-2) y T'(x,y, 2).
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Condiciones equivalentes

Teorema

Sea A una matriz de orden n. Son equivalentes:
@ A es inversible (o no singular).
@ La forma escalonada reducida de A es la I,,.
Q det(A4) #0.
@ El rango de A es n.

© AX = B es un SEL compatible determinado para toda matriz B,
n x 1, con solucion tinica X = A~'B.

Q@ AX = O es un SEL compatible determinado con solucién tnica
X = O (solucion trivial).

@ La transformacion lineal T : R™ — R"™ definida por T'(x) = Ax es un
isomorfismo.
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Transformaciones Geométricas en el plano

(z,y)

x

Imagen Matrz asociada

y

_ 1 0
< . : T(e,y) = (e, ~v)
Reflexién a través del eje x ! ! [

T(z,y) = (kz,y)

: k 0
Dilatacién o contraccién [
en la direccion del eje x
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Transformaciones Geométricas en el plano

Otras transformaciones Geométricas en el plano son

., , . : : -1
© Reflexion a través del eje y ~» Con matriz asociada [ 0 (1)]
9 : , 0 1
@ Reflexién sobre la recta y = x ~~» Con matriz asociada 10

9 : [0 =1
© Reflexion sobre la recta y = = ~» Con matriz asociada }

- . o —1
@ Reflexién sobre la recta y = x ~~» Con matriz asociada _(1] 0}

© Dilatacién o contraccién en la direccién del eje x ~» Con matriz

asociada k0
01

@ Dilatacién o contraccién en la direccidn del eje y ~» Con matriz

asociada 10
0 %
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Transformaciones Geométricas en el plano

) . . ) 1 k
@ Corte o cizalladura horizontal ~~ Con matriz asociada [O 1]

k1

@ Rotacién de dngulo en sentido positivo ~» Con matriz asociada
|:COS9 —sin@]

) ) ) ) 10
Q@ Corte o cizalladura vertical ~~ Con matriz asociada [ ]

sin 0 cosf
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Nucleo

Sea T : V — W una transformacién lineal. El conjunto de todos los

vectores en V' que cumplen T'(v) = Oy se denomina nicleo de T o kernel
de Ty se denota por N(T') o Ker(T'). Es decir,

NT)=Ker(T)={veV:T(v)=0y}.

Determinar el niicleo de la proyeccién T : R?* — R? dada por
T(z,y,z) = (z,y,0)

Ejemplo

Determinar el kernel de la transformacién lineal 7' : R?® — R? definida por

1 -1 -2
T(x) = Ax, donde A = <1 5 3>

(INGENIERIA Y LCC) 3.1 TRANSFORMACIONES LINEALES 21/28



Propiedades del Nicleo de una TL

Teorema

El nicleo de una transformacion lineal es un subespacio del dominio.

Demostrar

Teorema

Sea T una transformacion lineal, entonces I' es monomorfismo si y sélo si
Ker(T) = {0}.

Propiedad

Sea T : R™ — R™ la transformacion lineal definida por T'(x) = Ax.
Entonces el niicleo de T' es igual al espacio solucion de AX = 0.
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Imagen

Sea T': V — W una transformacién lineal. El conjunto de todos los

vectores w en WV tales que existe v en V para los cuales T'(v) = w se
denomina imagen de 7'y se denota por Im(T"). Es decir,

ImM(T)={weW:IveVAT(v)=w}={T(v):veV}.

Determinar la imagen de la proyeccién 7 : R? — R3 dada por
T(z,y,2) = (2,9,0)

Ejemplo

Determinar la imagen de la transformacién lineal T : R? — R? definida por

1 -1 -2
T(z) = Az, donde A = <_1 5 3>
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Propiedades de la Imagen de una TL

Teorema
La imagen de una transformacion lineal es un subespacio del codominio.

Teorema

Sea T : V. — W una transformacion lineal. Entonces T es epimorfismo si y
sélo si Im(T) = W.
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Rango y nulidad

Definicidon

Sea T': V — W una transformacién lineal.
o La dimensién del nicleo de T se llama nulidad de T' y se denota
null(T).
@ La dimensién de la imagen de T se denomina rango de 7' y se denota
rg(T).

Calcular la nulidad y rango de los ejemplos visto en niicleo e imagen.
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Teorema de la Dimension

Teorema

Sea T : V.— W una transformacion lineal de un espacio vectorial V'
n-dimensional a un espacio vectorial W. Entonces,

rg(7) 4+ null(T) = dim(V).
Es decir,
dim(Im(7)) + dim(N(T")) = dim(V').

Verificar el teorema de la dimensién para los ejemplos realizados en niicleo
e imagen.
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