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Derivada de una funcidn

Recordar:

Derivada de una funcién

La derivada de una funcién f en un punto x = xg se simboliza como f’(xp)
y se obtiene como:

. f(XO = h) — f(Xo)
f = |
(*o) it h ’

siempre que el limite exista.

Asi:

[Derivada de f en xp]= [Pendiente de la curva y = f(x) en
(x0, f(x0))]= [Pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x) en
el punto (xp, (x0))] = [Tasa de cambio instantanea de f en xp]
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La derivada como una funcidn

Recordar:
Dada una funcién f, se puede calcular la derivada en distintos valores de x:

2 7,
N %ago
v

4.5

3.5

De esta forma, se puede construir una nueva funcién f’ tal que a cada x

donde f sea derivable, le asigne f'(x).
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La derivada como una funcidn

La derivada como funcién
Sea f una funcién y sea D(f") el conjunto de los x en el dominio de f
donde f es derivable. Entonces, la nueva funcién:

f':D(f') > R

que a cada x € D(f) le asigna f'(x), se denomina funcién derivada.
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Grafica de la funcién derivada para una funcién y = f(x)
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Propiedades de la derivada

Teorema (algunas propiedades de la derivada)

@ Si f es derivable en x = ¢, entonces f es continua en c.

@ Si f(x) = c para todo x, entonces f'(x) = 0 para todo x.

© SineRy f(x) = x", entonces f'(x) = nx"~! para todo x donde x”
y x"~1 estén definidas.

© Si f es derivable en c y si k € R, entonces (kf)'(c) = kf'(c).

© Si f y g son derivables en ¢, entonces f + g y f.g son derivables en ¢
y ademds:

o (f+g)(c)=1f'(c)+g'(c).
o (f.g)'(c)=1f"(c)g(c) + f(c)g'(c).
@ Si f y g son derivables en c y g(c) # 0, entonces /g es derivable en

c y ademas:
A% f'(c)g(c) — f(c)g'(c)
(5) 0=

Ejemplos: derivar f(x) =3x* —2x+ 1y g(x) = (x> = 1)/(x+ 3).
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e Para derivar f(x) = 3x* — 2x + 1, utilizamos primero la regla 5 para
derivar cada uno de los términos:
o La derivada de 3x* es 3.4.x3 por las reglas 3 y 4.
o la derivada de —2x es —2 por las reglas 3y 4
o la derivada de 1 es cero por la regla 2.

Luego,
f'(x) = 12x3 — 2.
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e Para derivar f(x) = 3x* — 2x + 1, utilizamos primero la regla 5 para
derivar cada uno de los términos:
o La derivada de 3x* es 3.4.x3 por las reglas 3 y 4.
o la derivada de —2x es —2 por las reglas 3y 4
o la derivada de 1 es cero por la regla 2.
Luego,
f'(x) = 12x3 — 2.

e Para derivar g(x) = (x> —1)/(x + 3), vamos a utilizar en primer lugar
la regla 6 de la derivada de un cociente. La regla del cociente dice
derive el numerador (obtenemos 2x) multiplique por el denominador
sin derivar, reste el numerador sin derivar multiplicado por la derivada
del denominador (en este caso dicha derivada da 1), finalmente divida
todo por el denominador al cuadrado. Asi:

by 2xX(x+3)—(x2—1).1  x?+6x+1
g0 = (x+3)? T (x+3)
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Reglas de derivacién para composiciéon de funciones

Teorema: regla de la cadena

Si g es derivable en c y f es derivable en g(c), entonces f o g es derivable
en ¢ y ademas:

(fog)(c) =f'(g(c))-g'(c).

Ejemplo: emplee la regla de la cadena para calcular la derivada de las
funciones:

h(x) = (2x* + x — 10)*°,

en cada x, y (para resolver por los alumnos en la sala)

g(x) = <§f§>4 x4 3.
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Demostracion de Propiedad 1: si f es derivable en ¢, entonces es
continua en c. Supongamos que f es derivable en x = ¢. Vamos a
probar que:

lim f(x) = f(c).

X—C
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Demostracion de Propiedad 1: si f es derivable en ¢, entonces es
continua en c. Supongamos que f es derivable en x = ¢. Vamos a
probar que:

)I(iLnC f(x) = f(c).
Entonces:
lim £(x) = lim (£(x) — £(c) + £(c))

= lim [(f(x) AT il f(c)]

X—cC (x — c)

~ lim [f(x)‘f(c).(x— c)—i—f(c)}

X—C X —C
= f(xiiz(c) Jim (x — ) + lim f(c) = f'(c).0 + f(c) = f(c)

donde se ha utilizado que f’ existe en c y las propiedades del producto y
suma de limites. Ademas, observe que se puede dividir por x — ¢ porque
en el limite, x tiende a ¢ y entonces x no es c.

Asi, hemos llegado a que f es continua en x = c.
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Derivadas de funciones trigonométricas

e Si g(x) = sen(x), entonces g es derivable en R y su derivada es:
g'(x) = cos(x), paratodo x € R.

Demostracion. Sea x € R. Entonces:
f h)—f
Gt h) — ()

I —_—
Fia) = i|1|—>0 h
— lim sen(x + h) — sen(x)
h—0 h
—im sen(x)cos(h) + cos(x)sen(h) — sen(x)
 h—0 h
B . cos(h)—1 . sen(h)
= sen)fim 1 oo oy >
= cos(x),
cos(h) — 1

donde se usé que limp_,q = 0 que se demostrard mas

h
adelante.
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Derivadas de funciones trigonométricas

En forma similar al caso anterior, se puede probar que: si h(x) = cos(x),
entonces h es derivable en R y

H'(x) = —sen(x), para todo x € R.

Ademds, usando la regla del cociente para derivadas, se puede determinar
que las funciones tan, cotan, sec y csc son derivables en todo su dominio.
Por ejemplo (hacer uno):

%(tanx) =sec’(x) y dix(secx) = sec(x).tan(x).
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