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Extension de la Integral definida a funciones con valores

reales: sumas de Riemann

La idea de Sumas de Riemann puede aplicarse para aproximar
regiones mas generales:
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Extension de la Integral definida a funciones con valores

reales: Sumas de Riemann

Al aumentar el nimero de puntos de la particion, se espera una
mejor aproximacion a la regién considerada

y
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Extensidn de la Integral definida a funciones con valores

reales: Sumas de Riemann

Comentarios importantes: sea f : [a, b] — R, entonces
@ las sumas de Riemann asociadas a f pueden definirse como antes,
pero si la funcién toma valores negativos, las sumas de Riemann ya
no pueden considerarse como sumas de dreas de rectangulos pues
algunos de sus términos podrian ser negativos. (Ver figuras de las

diapositivas anteriores)
b
/ f(x)dx
a

puede definirse exactamente como antes, solo que ahora su valor no
se puede interpretar como area de una regidn.

o La integral:
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Propiedades de la integral definida

Propiedades

Sean f y g funciones integrables en [a, b], y sea k € R. Entonces:
o [7f(x) x—OfldX—b—a
° f (F(x dx—f f(x dx—}—ffg(x)dx
° f (F(x dx—f f(x dx—fabg(x)dx
° fa kf( X)dx: kfa f(x)dx.

e Si c € [a, b], entonces:

/a () = / " Fx)dx + / ()
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Teorema del Valor Medio para integrales

Teorema

Sea f una funcién continua en [a, b]. Entonces, existe ¢ € [a, b] tal que:

b
f(c) = bia/a F(x)dx.

Sin demostracién.
Observacidn: la conclusién del teorema también se puede escribir como:

b
/a F(x)dx = £(c)(b — a).
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Interpretacion geométrica para funciones no negativas:
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Asi, el Teorema del valor medio para integrales afirma que el area del
rectangulo gris f(c)(b — a) es igual al 4rea de la regién comprendida por el
grafico de f y el intervalo [a, b]:

b
f(c)(b—a)_/a F(x)d.

Este teorema se utilizara en la demostracién del Teorema fundamental del
Cilculo.
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Una aplicacién del valor medio

La expresién:

1 b
V= b—a/a f(x)dx

recibe el nombre de valor medio de f en [a, b]. Se puede emplear en las siguientes
situaciones:

A diferentes alturas en la atmésfera de la Tierra, el sonido viaja a distintas velocidades. La
velocidad del sonido s(x) (en metros por segundo) puede modelarse mediante

—4x + 341, D<x< 115
203, 115<x<22
s(x) = {3x + 278.5, 2 <x<32
3x + 25455, 32 <x <50
—3x + 404.5, 50 < x < 80

donde x es la altura en kilémetros (ver la figura 4.33). ;Cuil es la velocidad media del sonido
sobre el intervalo [0, 80]?
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Una aplicacién del valor medio

La expresién:

1 b
V= b—a/a f(x)dx

recibe el nombre de valor medio de f en [a, b]. Se puede emplear en las siguientes
situaciones:

A diferentes alturas en la atmésfera de la Tierra, el sonido viaja a distintas velocidades. La
velocidad del sonido s(x) (en metros por segundo) puede modelarse mediante

—4x + 341, D<x< 115
203, 115<x<22
s(x) = {3x + 278.5, 2 <x<32
3x + 25455, 32 <x <50
—3x + 404.5, 50 < x < 80

donde x es la altura en kilémetros (ver la figura 4.33). ;Cudl es la velocidad media del sonido
sobre el intervalo [0, 80]?

El estudiante verd en la prictica que para resolver este problema, debera calcular
el valor medio o promedio de s en el intervalo [0, 80].
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La integracién y la derivacién como operaciones invesas

Recta

Ay
: /Recta tangente Area de
/ secante la region
bajo la
curva
Ay TR T P
Pendiente “Ar Pendiente = Ar Area = AyAx Area = AyAx
a) Derivacion b) Integracion definida

De este modo, al menos en una etapa de aproximacién, las operaciones de
derivacién y de integracidn parecen tener una relacién inversa en el mismo
sentido en el que son operaciones inversas la divisién y la multiplicacién.
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Teorema fundamental del cdlculo

Teorema fundamental del Calculo: primera parte

Sea f una funcién continua en [a, b]. Sea:

Flx) = / “f(6)dt, x € [ab].

Entonces:
F'(x) = f(x)

para todo x € [a, b].

Observacién: F es una antiderivada de 7. El teorema permite
construir antiderivadas o primitivas de funciones continuas a través
de la integraciéon. La demostracién sera dada al finalizar el semestre.
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Interpretacién de la funcién F cuando f > 0.
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Teorema fundamental del calculo

Teorema fundamental del Célculo: segunda parte

Sea f una funcién continua en [a, b], y sea F una antiderivada de f en
[a, b]. Entonces:

b
/a f(x)dx = F(b) — F(a).

Ejemplos. Calcule:
o [ cos(x)dx = sen(m) — sen(0) = 0
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Demostracién del Teorema fundamental del Calculo:

segunda parte

Demostracién. Sea F una antiderivada de f en [a, b]. La parte 1 del
teorema fundamental del cdlculo, nos dice que la funcién:

G(x) = /X F(t) dt

es una antiderivada de f en [a, b]. Asi, F y G son antiderivadas de f, y
entonces por la segunda consecuencia del TVM, existe una constante C
tal que:

F(x)—G(x)=C
para toda x € [a, b]. Por lo que F(x) = G(x) + C. Luego:
F(b)— F(a) = [G(b)+ C]—[G(a)+ C]
— G(b) - G(a)

= /abf(t) dt—/:f(t) dt—/abf(t) dt—O—/abf(t) dt

Esto termina la demostracion.
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Calculo de areas

Recordar:

Definicion

Sea f : [a,b] — R tal que f(x) > 0 para todo x € [a, b]. Entonces el area
de la regidon comprendida entre el grafico de f, las rectas x = a, x = b y el
eje x se define como:

b
/ f(x)dx (siempre que la integral exista).
a

y=f(x)

f "t (0
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Calculo de areas

Ejemplo 1: supongamos que queremos calcular el drea de la regién
comprendida entre el grafico de f(x) = sen(x), el eje x y las rectas x = 0
y x =m/2.
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Calculo de areas

Ejemplo 1: supongamos que queremos calcular el drea de la regién
comprendida entre el grafico de f(x) = sen(x), el eje x y las rectas x = 0
y x =m/2.

Solucién: Observar que sen(x) > 0 para todo x € [0, 7/2]. Entonces:

w/2

; w/2
Area = /0 sen(x)dx = —cos(x) . = —cos(m/2) — (—cos(0)) = 1.
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Calculo de areas de funciones arbitrarias

Ejemplo 2: supongamos que ahora queremos calcular el drea de la regién
comprendida entre el grafico de f(x) = sen(x), el eje x y las rectas x = 0
y X = 27.

1f ¥y =senx

En este caso, la funcién asume valores positivos y negativos. Por ende, no
podemos interpretar la integral de f como el drea buscada.
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Calculo de areas de funciones arbitrarias

Célculo de drea para una funcién arbitraria
Sea f : [a, b] — R una funcidn integrable en [a, b]. Para determinar el rea
comprendida entre el grafico de f, las rectas x =ay x = b y el gje x,
procedemos como sigue:

@ Determinamos las intersecciones del grafico de f con el eje x en el

intervalo [a, b].
@ Subdividimos [a, b] usando los puntos hallados en el inciso anterior.
@ Integramos f sobre cada sub-intervalo.

@ Sumamos los valores absolutos de las integrales calculadas en el
apartado anterior.
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Calculo de areas

Solucién del ejemplo 2: Observar que y = sen(x) corta al eje x en
x =0, x=my x =27 en el intervalo de integracién [0, 2x]. Luego,
utilizando el procedimiento anterior, obtenemos:

g 27
Area = ’/ sen(x)dx‘ + ’/ sen(x)dx‘ =4.
0 T
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Calculo de areas

Ejemplo: determine el area de la regidn entre el eje x y la grafica de
f(x) =x3—x?—2x

en el intervalo [—1,2].
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