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Céalculo Numérico y Computacién Facultad de Ingenieria

CALCULO NUMERICO Y COMPUTACION.

MATERIAL PARA CLASES DE TEORIA.

El Material para Clases de Teoria, es el conjunto de diapositivas con el que se desarrollaran
las clases de Teoria. Esta ordenado segun el cronograma a seguir en e presente afo lectivo.
En general No incluye las demostraciones a desarrollar. Pero si tiene muchos de los graficos
y tablas con las que se desarrollan las clases de teoria. En general las tablas estan asociadas
a ejercicios o conceptos de sintesis; y suelen estar en blanco para sean completadas durante
las clases.

Los temas desarrollados son los signientes:

Algoritmia. Conceptos Bdsicos

Solucion Numeérica de Raices de Ecuaciones No 1ineales

Sistemas de Ecnaciones 1ineales

Valores y Vectores Propios

Interpolacion y Aproximacion de funciones discretas

Integracion Numeérica

Derivacion Numérica, con aplicacion a la solucion de Ecnaciones Diferenciales con
Valores de Contorno

Solucion Numeérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias con 1 alores Iniciales

El ordenamiento elegido esta segun el cronograma del afio 2016.
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ALGORITMOS

e Definicion de Algoritmo

o FEjemplo

e Pseudo codigo, Sintaxis de MATLAB

e Variables, definicion y tipos

o Estructuras Algoritmicas Secuencial
= Decision
= Variar
= Mientras

e [jercicios

e Tips

o Subprogramas en MATLAB
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ALGORITMO

Es la descripcion de un procedimiento en forma ordenada y sistematica en un numero finito de pasos, lineas o comandos.

Se puede hacer mediante Pseudo codigo; Diagrama de Flujo; Diagrama de Bloques o Codigo de Programacion

Ejemplo: Algoritmo para calcular el promedio de dos numeros

Pseudo codigo

Elementos

Sintaxis de MATLAB

Programa prom_num

Nombre

function prom_num

Reales (xa; xb; prom)

Declaracion de
variables

o
°

Reales (xa; xb; prom)

Escribir “Ingrese el primer nimero”

disp ('Ingrese el nimero 1:');

Xa = 1in ") ;
Leer xa Ingreso de datos da'_ ( IPUt () 1 nd 2 )
Escribir “Ingrese el segundo nimero” 18P . [grese €L NUmero z: d
Xb = input('"'");
Leer xb
prom « (xa+xb)/2 Proceso prom = (xa+xb)/2;
Escribir “el Promedio es: Entrega de disp('el Promedio es:');
Escribir prom resultados disp (prom) ;
Fin Final end
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ALGORITMO. Definicion y Tipos de Variables

Variable es una direccion, alojada en la memoria de la computadora, para la identificacion del CPU
es una especie de recipiente en cuyo interior podemos colocar cierta informacion (7 X
se identifica con un nombre representativo @ altura

Variables simples solo puede guardar un solo valor y son las variables que ya hemos vistos: altura; base, xa, xb, etc

Variables Dimensionadas son las variables que guardan informacion referida a un mismo dato y que por la cantidad de
datos es necesario dimensionarlas. Tipicamente Vectores y Matrices.

Vectores. Se dimensionan con el maximo numero de componentes en la forma A(N).Se identifica uno con A(j).

| Casillero donde van los

\';l:rrir:t)):g dela A(J) distintos valores de la
i i variable “A”
dimensionada
A A
i «+— A(N)

Matrices. Se dimensionan con el maximo nimero de componentes en la forma A(Nf,Nc).Se identifica uno con A(i,j).

k=1:n3
» j=1:Nc . 1 Ne /C(Q,S’l)
— B(2,5) | | | | | | | I/_ del
| ’ C(Nf.Nc:n3
. NG [TTTTTIX]] covenens)
v ! - |
1 varia de 1 varia de ! |
1 aNf 1 aNf |
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ALGORITMO. Definicion y Tipos de Variables

Variable pueden ser clasificadas segiin el TIPO de informacion que almacenan:
Reales Enteras Logicas Caracter

Jerarquia de las operaciones con las distintas variables

Prioridad Operador Resultado
Nombre

1 A Potencia Numérico

2 * Producto - Cociente | Numérico

3 +-+ Suma — Resta — Suma y resta el
Concatenacion de |resultado es numérico.
caracteres Concatenacion el

resultado es Caracter

4 =2 < <> 2> Relacion Logico

5 .NOT. Negacion Légico

6 .AND. Conjuncién [Y] Logico
I6gico

7 .OR. Disyuncion [O] Logico
l6gico
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ALGORITMO. Estructura Tipo Secuencia

Es un conjunto finito de lineas, con principio y fin

Ejemplo: Algoritmo para calcular las raices de la ecuacion de segundo grado

Pseudo codigo Elementos Sintaxis de MATLAB
Programa raices Nombre function raices
Reales (a; b; ¢; rl; r2) Declaracionde | o pagles (a; b; c; rl; r2)
variables ! ! ! !
Escribir “Ingrese Coef Cuadratico” disp ('Ingrese Coef Cuadratico:');
Leer a a = input('");

Ingreso de datos
Escribir “Ingrese Coef Lineal”

Leerb b = input ('Ingrese Coef Lineal:'");
eer c = input ('Ingrese Coef Indep:');

Escribir “Ingrese Coef Indep”, Leer ¢

Discrim « (b*2-4*a*c) Proceso Discrim = (b"2-4*a*c) ;

rl «— (-b+Discrim™0.5)/(2*a) rl = (-b+Discrim”™0.5)/(2%a);

12 « (-b-Discrim”0.5)/(2*a) r2 = (-b-Discrim®™0.5)/(2*a);

Escribir “Raices son: “, rl, 12 Entrega de disp('Raices son:') ;disp(rl) ;disp(r2) ;

resultados
Fin Final end

Discriminante puede ser Negativo!!
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ALGORITMO. Estructura Tipo Decision

Es un conjunto finito de lineas, con una bifurcacion segun la respuesta logica a una pregunta

Ejemplo: Algoritmo para calcular las raices de la ecuacion de segundo grado

Pseudo codigo Elementos

Sintaxis de MATLAB

Programa raices Nombre

function raices

Declaracion de
variables

Reales (a; b; c¢; rl; r2)

o

% Reales (a; b; c; rl; r2)

Escribir “Ingrese Coef Cuadratico”, Leer a

a = input ('Ingrese Coef Cuadratico:');

Escribir “Ingrese Coef Lineal”, Leer b . do dat b = input ('Ingrese Coef Lineal:');
ngreso de datos _ s ! .
Escribir “Ingrese Coef Indep”, Leer ¢ . ¢ = input('Ingrese Coef Indep');
Discrim «— (b"2-4*a*c) Proceso Discrim = (b"2-4*a*c);
SI (Discrim > 0) entonces If (Discrim > O0)
. — _ ' M * .
rl <« (-b+Discrim”0.5)/(2%*a) y rl (-b+Discrim”0.5)/ (2*a) ;
12 « (-b-Discrim”0.5)/(2*a) r2 = (-b-Discrim™0.5)/(2*a);
Escribir “Raices son: “, r1, r2 Entrega de disp ('Raices son:');disp(rl) ;disp (r2) ;
resultados 1
Sino eLlse
. ) ) o disp('Raices imaginarias:');
Escribir “Raices imaginarias‘ end
Fin del SI
Fin Final end
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ALGORITMO. Estructura Tipo Variar

Es un conjunto finito de lineas, que se repite un numero definido y conocido de veces

Ejemplo: Algoritmo para leer y escribir las componentes de un vector de dimension 10

Pseudo codigo

Elementos

Sintaxis de MATLAB

Programa leer_vec

Nombre

function leer vec

Reales (vec(10))

Enteros i, j

Declaracion de
variables

Reales (vec(10))
Enteros i, j

o
°
o

°

DOFOR i1=1 HASTA 10 PASO 1
Escribir “Ingrese componente”,

Leer vec(i)

Ingreso de datos

disp(lectura de las componentes');
for i=1:10
disp ('Ingrese Componente:');

ENDDO vec (i) = input('');
end
DOFOR j=1 HASTA 10 PASO 1 Proceso disp('Escritura de las componentes') ;
Escribir “La componente es”, Y for j=1:10
o _ Entrega de d; (1, c Y
Escribir vec(j) resultados 15p a componente es: ') ;
ENDDO disp (vec(3J));
end
Fin Final end
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ALGORITMO. Estructura Tipo Mientras

Es un conjunto finito de lineas, que se repite un numero indefinido v desconocido de veces

Ejemplo: Algoritmo para que: "mientras la funcion f{x)=(3x"-12) sea distinto de cero, lea un valor de abscisa x0, calcule
la funcion f(x0) en ese valor x0, y solo entregue un valor de x0 cuando la funcion f(x) sea cero”.

Pseudo codigo Elementos Sintaxis de MATLAB
Programa leer_vec Nombre function leer vec
Reales (x0, f) Declaracion de $Real (f, x0)
Enteros k variables $Integer k
k 1 k=1;
Escribir “Ingrese x0”, Leer x0 Ingreso de datos x0=input ('ingrese abscisa');
f 3*x072-12 f= 3*x0%2-12;
DOWHILE Proceso while (abs(f) > 0)
k«—k+1 y k =k + 1;
Escribir “Ingrese x0”, Leer x0 Entrega de x0=input ('ingrese abscisa');
resultados A '
f «— 3*x072-12 f= 3*x0"2-12 ;
ENDDO end
Escribir “la abscisa que anula f es: “, x0 disp('la abscisa es: '),x0
Fin Final end
(Cual es la utilidad de k? Modificar para tener la “historia” de los x0
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ALGORITMO. Estructura Tipo Mientras

Es un conjunto finito de lineas, que se repite un numero indefinido y desconocido de veces
Ejemplo: Algoritmo para que: mientras la funcién f{x)=(3x’-12) sea distinto de cero, lea un valor de abscisa x0, calcule la funcion f(x0) en
ese valor x0.Y solo entregue la historia de x0 cuando la funcion f(x) es cero”.

Pseudo codigo

Elementos

Sintaxis de MATLAB

Programa cer_de_f

Nombre

function cer_de f

Reales (x0, f)

Declaracion de

$Real (A(2,1000), x0, f)

Enteros k variables $Integer k
k 1 k=1;
Escribir “Ingrese x0”, Leer x0 }Eozéfngz (iéngrese abscisal’) ;
f 3*x072-12 Ingreso de datos Ak 1})<=x0j '
A(k,1)=x0; A(k,2)=F;
A(k,2)=f; ' '
DOWHILE Proceso while (abs(f) > 0)
ke—k+1 y k =k + 1;
]Escr;bir;ggie;e x0”, Leer x0 Entrega de x0=input ('ingrese abscisa');
«— 3*x0N2- A
resul f= 3*x0%2-12 ;
A(k,1)=x0; esultados A(k,1)=x0;
A(k,2)=f; A(k,2)=f;
ENDDO end
Escribir “la historio de : “, x0 disp('la historia de x0 y f es: ')
for i=1:k for i=1:k
Escribir, A(k,1), A(k,2) disp(' '), A(k,1), A(k,2)
end end
Fin Final end

Modificar para controlar que no se supere la dimensién 1000 de la matriz A y definir “banda de cero”
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ALGORITMO. Estructura Tipo Mientras

Ejercicio Algoritmo para que: "mientras la funcién f{x)=(3x’-12) sea distinto de cero, lea un valor de abscisa x0, calcule la funcién f(x0)
en ese valor x(0.Y solo entregue la historia de x0 cuando la funcion f(x) es cero”. No se debe superar las 1234 iteraciones.

function cer_de_f

$Real (A(2,1000), x0, £, tol)
$Integer k, 1

while (comparacion o variable logica)

tol=le-12; Linea 1 Blogue de lineas que se “ejecuta”
max= | Linea 2 solo si la comparacién o variable
k=1; e lI6gica es VERDADERA.
x=input ('ingrese abscisa'); | | e Debe iniciarse antes del while
f= 3*x%2-12; Debe cambiar dentro del Bloque
A(1,k)=x; end
A(2,k)=f;
(abs (f) > tol m k < max) , e
I%l .1 = Operadores Logicos
x=input ('ingrese componente') ; S <
o 3exioo12 Mayor, Menor,............ en MATLAB......
AL, k) =x; Igual, Distinto............ en MATLAB......==...... ~=
A(2,k)=f;
L] OR.....oovvveiiiiiinn, en MATLAB...... |
disp('la historia de x0 y £ es: ') AND............ccceeeeee.....en MATLAB....&
for i=1:k
disp(' '), A(L,1), A(i,2) dan como resultado Verdadero o Falso
end
end
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ALGORITMO. Subprogramas

Los subprogramas son un subproceso constituido por un bloque de 6érdenes o comandos que realizan dicho subproceso y

se los identifica con un Nombre.

Se los llama por su Nombre desde un proceso principal

Pueden necesitar datos de ingreso, y en general entregan un resultado
Los datos de ingreso y resultados pueden intercambiarse con el proceso principal mediante argumentos

En MATLARB se los identifica como “function”.

Programa Principal

Es un conjunto de lineas de 6rdenes, y
en alguna de ellas se invoca una function
mediante el Nombre de la misma function

Subprograma
las function puede estar en el archivo principal
o en otro archivo
que debe llamarse con el nombre de la function

% ingreso de datos

[x1, y1, x2, y2]= leer puntos;
% sin pasaje de argumentos de entrada
% con multiples argumentos de salida

% Calculo del Punto Medio

ym = Punto medio(x1l, yl, x2, y2);
% con pasaje de argumentos de entrada
% con un Unico argumento de salida

function [a, b, ¢, dl= leer puntos
a=input('Ingrese x1');
b=input (' Ingrese y1') ;
c=input ('Ingrese x2');
d=input (' Ingrese y2')
end
functlon zZm = unto_medio (za, zb, zc , zd)
xx= (za+zc) /2
(zb+zd) /2
end

NOTAR Variables Globales y Locales
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ALGORITMO. Ejercicios

Ejercicio 1
Desarrollar un algoritmo que lea un vector de 100 componentes e imprima su modulo (norma cuadratica)

Ejercicio 2
Desarrollar un algoritmo que lea un vector de 45 componentes e imprima su norma infinita

Ejercicio 3

Desarrollar un algoritmo que lea un vector de 45 componentes e imprima su versor, solo si su norma infnito es no nula.
De lo contario exprese que el vector es nulo

ALGORITMO. Tips

e No hay obviedades

e No debe haber ambigiiedades

e (Cada orden deber ser precisa

e Ordene cosas simples, que sea solo una tarea

e Deje la optimizacion de cantidad de 6rdenes para una segunda etapa
e Proponga el algoritmo y “ejecutelo”. Sea estricto en ello.

e Si aparecen errores, corrija 'y vuelva a ejecutar. Itere hasta que esté conforme.
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RAICES DE ECUACIONES NO LINEALES

Planteo de Problema

Estrategias Iterativas en general Analisis de funcion
Acercamiento o Inicializacion
Recurrencia
Control de Detencion
Actualizacion
M¢étodos de Intervalo
Biseccion
Regula Falsi
M¢étodos Abiertos

Méetodo de la Secante
M¢étodo de Newton Raphson
M¢etodos de Punto Fijo
Ejemplos
Resumen
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RAICES DE ECUACIONES NO LINEALES

Se busca una aproximacion de la abscisa que hace nulo el valor de una funcion, con una precision deseada.
Dicha abscisa se denomina raiz de la ecuacion no lineal. Se obtiene de imponer igual a cero la ordenada
(imagen) de la funcion.

Supuestos
La funcion y = f(x): R — R, es no singular, continua,
conocida en forma analitica y tiene al menos una raiz

Y(X)T

La ecuacion no lineal es f(x)=0
La abscisa X=r es Raiz si verifica la ecuacion no lineal.
Es decir si: f(r)=0

Ejemplo 1 Ejemplo 2

Dada la funcién y=a-x*+b-x+c Dada la funcién y=x-tan(x) —c

La ecuacion no lineal O=a-x"+b-x+c La ecuacion no lineal 0 = x-tan(x)—c

. , 2
Tiene como raices #, =(~b = Vb —4-a-c)/(2-a) ,
Tiene comoraices.........covvvnenn.... 2990?9777

Objetivo
Calcular una aproximacion de la raiz mediante Métodos Iterativos.
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PROCEDIMIENTO GENERAL

Paso Inicial

Realizar un analisis de la funcion: determinar singularidades, asintotas, etc.
Se busca toda la informacidn posible a los efectos de elegir adecuadamente las variables iniciales de los
métodos iterativos

Paso Acercamiento o Inicializacion

Se debe elegir adecuadamente las variables iniciales de los métodos iterativos buscando toda la
informacion posible a tal efecto.
Se trata de encontrar un intervalo en el eje X donde exista al menos una raiz de la ecuacion no lineal.

Se busca un valor de abscisa cercano a la raiz.

Paso Aproximacion mediante Métodos lterativos

Métodos de Intervalos o Cerrados Métodos Abiertos
Método de Biseccion M¢étodo de la Secante o de Newton Lagrange
M¢étodo de Regula Falsi M¢étodo de Newton

M¢étodos de Puntos Fijos

Siempre requieren de alguna condicidn de inicializacion
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Paso Acercamiento o Inicializacion

Se trata de encontrar un intervalo en el eje X donde exista al menos una raiz de la ecuacidn no lineal.

Y(x) |

f(bw)

A 4

f(ay)

Y(x) |

f(by)

v

f(ay)

Y(x) ‘

f(b)
f(aw) -

= existe al menos una raiz

Dr. Ing. A.Mirasso
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Paso Aproximacion mediante Métodos lterativos

INICIALIZACION
Se deben definir los contenidos de las variables de modo que se cumplan las
condiciones de Inicializacion del método

HACER MIENTRAS “No Hay Solucion” es Verdadero
DOWHILE (NHS)

RECUERRENCIA
Se debe evaluar la nueva solucion aproximada correspondiente a la nueva
iteracion o ciclo

CONTROL DE DETENCION
Si alguna MEDIDA del ERROR es adecuada entonces se ha logrado la
solucion buscada. Se debe Cambiar NHS a falso

SI ( Valor Absoluto de  f(ryx+1) < Tolerancia)
NHS es FALSO
FINSI

ACTUALIZACION DE VARIABLES
Se reasignan las variable de modo que se cumplan con las condiciones de

Inicalizacion
FIN DEL MIENTRA
METODOS DE INTERVALOS O CERRADOS METODOS ABIERTOS
M¢étodo de Biseccion M¢étodo de la Secante o de Newton Lagrange
M¢étodo de Regula Falsi M¢étodo de Newton o de Newton Raphson

M¢étodos de Puntos Fijos
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METODO DE BISECCION

Paso Inicial
Un intervalo [a, ,; by] en el eje de las abscisas X en el cudl la funcion no lineal tenga al menos una raiz.

Esto es abscisas tales que

Sflao).f(by) <0

f(by)]

VV><

f(ao)

a() o il bl el ettt "'bo
Primera Aproximacioén

Se debe encontrar la primera aproximacion de la raiz; es decir, el primer elemento de la sucesion de
soluciones aproximadas.
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METODO DE BISECCION

Primera aproximacion
Dado el Intervalo Inicial (ag; by); N

se aproxima la raiz con
El Punto Medio del Intervalo

f(ao)

Se tienen dos intervalos Intervalo (a; 1) Intervalo (1;; by)

y se debe seleccionar uno de ellos que sera el Intervalo 1 (a;; b;) en el cual esta la raiz. ;Cual es?
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Segunda aproximacién
Dado el Intervalo 1 (a;; by); 1

se aproxima la raiz con
el Punto Medio del intervalo 1

f(a)

Se tienen dos intervalos: Intervalo (a;; 1y) Intervalo (rp; by)

y se debe seleccionar uno de ellos que sera el Intervalo 2 (a,; by) en el cual esta la raiz.
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Tercera aproximacion
Dado el Intervalo 2 (ay; by);

se aproxima la raiz con
el Punto Medio del intervalo 2

Se tienen dos intervalos Intervalo (ay; 13)

f(ap)

Intervalo (r3; by)

y se debe seleccionar uno de ellos que sera el Intervalo 3 (as; bs) en el cual esta la raiz.
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Cuarta aproximacién
Dado el Intervalo 3
(a3; b3);

se aproxima la raiz con

el Punto Medio del
intervalo 3

_ (a; +by)
2

Fy

Se tienen dos intervalos
f(ao)

Intervalo (as; 14)
Intervalo (r4; bs)

y se debe seleccionar uno
que sera

el Intervalo 4 (a4; by)

en el cual esta la raiz.
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k-ésima aproximacion
Dado el Intervalo k (a;,; by)

ue cumple la condicion de inicializacion

J(@)"f( by <0

se calcula la nueva raiz aproximada

como la abscisa media del Intervalo k

Se controla

Y(x)

f(by)-

f(re+1)-

f(ay)

“s1 rr+; eslasolucidn buscada™.

Se actualizan las variables si es que no se alcanzo6 la solucion buscada, eligiendo de

los dos intervalos definidos con @y, by y Fi+1.

Si (f(ay) *f(ri+1)<0) entonces Si (f(by) *f(rr+1)<0) entonces
Ap+1— A Ai+1~ Vi+1
Div1 =T+ bi+1 = by
Dr. Ing. A.Mirasso Raices de Ecuaciones No 1ineales Ao 2014 11 de 31
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ALGORITMO DEL METODO BISECCION

INICIALIZACION 4
Con k=0, y el Intervalo (a,; b,) tal que Y(x)
Sfay)*f( by)<0
No Hay Solu=Verdadero f(by)-

HACER MIENTRAS (NO_Hay Solu)

RECURRENCIA
Vi1 = (ay + by)/2 f(re+1)-
CONTROL DE DETENCION f(ay)

Si (f(ry+; )=0) entonces
No Hay Solu=Falso

Fin ST

ACTUALIZACION k =k+1
Si (f(ay) *f(rv+1)<0) entonces A= Ay br =ri+;
Si (f(by) *f(rk+1)<0) entonces A+ 1= Fir br+1= by

FIN DEL HACER MIENTRAS
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METODO DE BISECCION

Ejemplo: Buscar una aproximacion de V9

y=x"2-9

itera | a b f(a) f(b) r f(r).
0 1 4 -8 7 2,5 -2,75
1

2

3

Dr. Ing. A.Mirasso
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CONTROL DE DETENCION

Si (f(ri+1 )=0) entonces
No Hay Solu=Falso

Fin SI

Pero es “muy exigente”

Es conveniente *“suavizar”

Si (Valor absoluto de f(r+; )<Ef) entonces
No Hay Solu=Falso

Fin SI

Es conveniente “controlar el cambio de digitos™

Si (Valor absoluto de [ri+ ;- ri [<E1) entonces
No Hay Solu=Falso
Fin SI

Si (Valor absoluto de [(vi+;- ri)/ ri+; [<Er) entonces
No Hay Solu=Falso
Fin SI

| Y(x)

RE Y=f(x)

Dr. Ing. A.Mirasso Raices de Ecuaciones No 1ineales Ao 2014
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METODO DE REGULA FALSI
INICIALIZACION

Es igual que BISECCION. Es decir, se necesita un intervalo donde al menos exista uan
raiz

Y(x) |
Y=1(x)
Recta L0
f(by) -
X
f(a,) ;
a(}:: _____________________________________
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ALGORITMO DEL METODO REGULA FALSI

INICIALIZACION Y(x)

Y=f(x)

Con k=0, y el Intervalo (a,, by) tal que

Slag)*1( by)<0 f(by) -
No Hay Solu=Verdadero k

HACER MIENTRAS (No_Hay Solu)

CONTROL DE DETENCION f(a

Si (f(ry+1 )=0) entonces
No Hay Solu=Falso
Fin ST

ACTUALIZACION k =k+1

St (flay) *f(ri+1)<0) entonces A= Ag, br =rp+;
St (f(by) *f(rv+1)<0) entonces Qi 1= Tis ] b= by

FIN DEL HACER MIENTRAS
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METODO DE REGULA FALSI

Ejemplo: Buscar una aproximacion de V9

y=x"2-9

[0)]
A
A
)
N
N
1o}]

itera a b f(a) f(b) m r f(r).
0 1 4 -8 7 5 2,6 -2,24

1

2

3

4
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METODO DE LA SECANTE
INICIALIZACION

Se necesita dos puntos cercanos a una raiz. Pueden ser dos raices aproximadas con otro
meétodo

A

Y(x) |

f(ry1) -

f(ry)

A 4
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ALGORITMO DEL METODO DE LA SECANTE

4

INICIALIZACION

Y (x)
Dos Puntos cercanos a la raiz buscada
k=0, Y=f(x)
No Hay Solu=Verdadero

Recta Lk

HACER MIENTRAS (No_Hay_Solu) B ’

CONTROL DE DETENCION

Si (f(ri+; )=0) entonces
No Hay Solu=Falso
Fin ST

ACTUALIZACION . |
k =k+1
Vi-1= Tk '

v

Vi= Vi+] Se retienen dos soluciones aproximadas

FIN DEL HACER MIENTRAS
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METODO DE LA SECANTE

Ejemplo: Buscar una aproximacion de V9

y=x"2-9

[0)]
A
A
)
N
N
1o}]

itera a b f(a) f(b) m r f(r).
0 1 4 -8 7 5 2,6 -2,24

1

2

3

4

Dr. Ing. A.Mirasso Raices de Ecuaciones No 1ineales Ao 2014 20 de 31



Facultad de Ingenieria, Universidad Nacional de Cuyo

METODO DE NEWTON RAPHSON

INICIALIZACION

Se necesita un punto cercano a una raiz. Pueden ser una raiz aproximada con otro
meétodo, o simplemente una propuesta

4

Y(x)
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ALGORITMO DEL METODO NEWTON RAPHSON

INICIALIZACION
Un Punto cercano a la raiz buscada
k=0, t
No Hay Solu=Verdadero Y(X)

HACER MIENTRAS (No_Hay Solu)

CONTROL DE DETENCION

Si (f(ri+; )=0) entonces
No Hay Solu=Falso
Fin SI

ACTUALIZACION
k =k+1
Vi= Vi+] Se retienen una solucidn aproximada

FIN DEL HACER MIENTRAS
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METODO DE NEWTON RAPHSON

Ejemplo: Buscar una aproximacion de V9

20

y=x"2-9

itera |rk f(rk) m rk+1 f(rk+1).
0 1 -8 2

1

2

3

4

5
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METODO DE PUNTO FIJO /S

Dada una funcion no lineal

y=FXx)

se busca el valor de abscisa x; tal que
F(x)=C

Con C una constante arbitraria y conocida.

Es posible
escribir la ecuacion no lineal en la forma:

y(x,)=F(x,)-C=0

que es la busqueda de la raiz de la funcion

El valor de la abscisa x; es INVARIANTE
a que la ecuacion no lineal se multiplique por

aun ESCALAR NO NULO

a-y(x,)=a-(F(x,)-C)=0

Es posible sumar en ambos miembros el valor de la abscisa x;
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S1 a la ecuacion no lineal

a-y(x)=a-(F(x)-C)=0

Se le suma x, en ambos miembros resulta

X, =x +a-y(x,)

que se puede escribir en la forma:

x, =g(x,)

donde
gx)=x+a-(F(x)-C)

=x+a - y(x)

La igualdad x = (%) se puede interpretar como
la interseccion de las siguientes funciones

Recta que bisecta el primer cuadrante (y=x) con la curva y=g(x).
El punto solucidn es tal que tiene abscisa y ordenadas de igual valor.
Es el Punto Fijo de a curva g(x)
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METODO DE PUNTO FIJO

Inicializacion
Se necesita un punto cercano a una raiz. (Igual a Newton Raphson)

Recurrencia y=x
La aproximacion de la raiz se 47
obtiene mediante,
X = X
e = 800) | g(xk) ______________ _y=xta . ¥(x)
Control de Detencion g(Xpr) L - . e,
Igual que métodos anteriores. o(x) | o : y=8(x)
Alternativamente se debe |
. F(x) A :
controlar si se cumple que | X
° —>
‘xk+1 - g('xkﬂ)‘ < & E Xlr
o
Actualizacion de Variables g X
Se deben retener la Gltima j -

aproximacion obtenida.
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METODO DE PUNTO FIJO

v

\ 4

CONVERGE DIVERGE
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METODO DE PUNTO FIJO

Condicion de Convergencia del Método de Punto Fijo

La solucion de la igualdad x=g(x) es x; tal que es el punto fijo de g(x); es decir,

xS —_ g(xs) Arﬁy(x) y=
La formula de recurrencia es
X = &(x;) B&xo

: . : le(xX).....
Al restar miembro a miembro, se tiene (X Sy

s |

X — X, = g(x,)— g(x,) F(x)A“
Al aplicar el Teorema del Valor Medio, resulta

de(x
(xk+1_xs): i( ) '(xk_xs) C E

=g i
con § una abscisa entre x; y x; . . >
_ dg(X) < . dg(X) <1
T | CONVERGE si d |
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METODO DE PUNTO FIJO

Ejemplo: Buscar una aproximacion de V9 , es buscar que x*=9.

° , y=x"2-9| itera |rk rk+1=g(rk) frk+1).
, / 9 0 |1 1.8 25,76
5 / |
X /-/7&\ 2
-1 2/['/& 4 5 8 10 x12 3
-3 4
- // )
) ;
11 7
8
g(x)=x—-(1/10)- (x> = 9)
d
g _1_(2/10)- x
dx
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METODO ITERATIVOS PARA OBTENER RAICES DE ECUACIONES NO LINEALES

Resumen de los Métodos

Método Inicializacion | Recurrencia Actualizacion
Biseccion |Intervalo con |r; = (a; + by)/2 Elije Intervalo
Raiz con Raiz
Regula Intervalo con o S [ fa) = f(b) Eljje Intervalo
Falsi Raiz TR k (a,)—(b,) con Raiz
Secante |2 Puntos 1 (r) f(r)- f(r_)) | Retiene 2
C Vg =F ——=%= con m, = . N
ercanos m, r)— () Puntos
Cercanos
Newton I Punto f(r) df Retiene 1
r =r, — con m, =—
Raphson | Cercano e, Coax, Punto Cercano
Punto Fijo | 1 Punto _ Retiene 1
X = X
Cercano el g( k) Punto Cercano

Dr. Ing. A.Mirasso
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METODO ITERATIVOS PARA OBTENER RAICES DE ECUACIONES NO LINEALES

CONTROL DE DETENCION

Los siguientes controles son complementarios

Si (Valor absoluto de f(r+; )<Ef) entonces
No Hay Solu=Falso
Fin SI

A Y(x)

Si (Valor absoluto de [ry.;- ry [<E1) entonces
No Hay Solu=Falso
Fin SI

Si (Valor absoluto de [(ry+;- 1)/ viv; [<Er) entonces
No Hay Solu=Falso
Fin SI

| Y(%)

Y=1(x)

Si (k > Maxlter) entonces
No Hay Solu=Falso

Fin SI
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METODOS ITERATIVOS EN PROBLEMAS MATRICIALES DE SISTEMAS DE ECUACIONES

Introduccion.
Repaso de métodos iterativos para obtener raices de ecuaciones no lineales

Sistemas de Ecuaciones Lineales (No Homogéneos)
M¢étodo de Jacobi.
Algoritmo, Convergencia

Método de Gauss Seidel.
Algoritmo

Autovalores y Autovectores
Propiedades
M¢étodo de la Potencia. Algoritmo, Convergencia
M¢étodo de la Potencia Inversa
El cociente de Rayleigh

Aplicaciones
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INTRODUCCION

Los métodos iterativos generan una sucesion de soluciones aproximadas,
que debe converger a la solucion exacta del problema que se pretende resolver.

Cada iteracion genera una solucion aproximada, y su diferencia respecto de la solucidon exacta
debe ser menor que en la iteracion anterior para que exista convergencia

Tienen en general los siguientes componentes

Inicializacion o Acercamiento
Recurrencia

Control de Detencion
Actualizacion

y deben cumplir algin
CRITERIOS DE CONVERGENCIA

Para garantizar que se encontrara la solucion del problema
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METODOS ITERATIVOS PARA RAICES DE ECUACIOENS NO LINEALES

Se busca el valor Xep =7 tal que f(r)=0
Sintesis:
M¢étodo Iterativo
Punto Fijo Newton Raphson
Inicializacion Se propone una solucion inicial X0
: _ _ . J®) _4df
Recurrencia Xiy1 = g(x k) Ve =0 — m, con M= )
‘f(xkﬂ)‘ S € 0 k < k max
Control de Detencion Xpo — X <
‘xk+1 - xk‘ S €, 0 X =&
k+1
Actualizacion Retiene la Gltima solucidn aproximada
CRITERIOS DE do () B 1 con g(x)=x-2L ;]’f)
CONVERGENCIA || e <
= X
Dr. Ing. A.Mirasso Autovalores y Autovectores Ao 2015 3 de 21
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METODOS ITERATIVOS PARA RAICES DE ECUACIOENS NO LINEALES

La implementacion se puede sintetizar de la siguiente forma:

Se eligen los valores de

Se define ban =true
while (ban)

X = &(x,)

k=k+1

if (‘f(xkﬂ)‘ < Er)y

ban =false
end

if(hhf‘ﬂﬂsgm
ban =false end
if (k< kmax,

ban =false
end

X = Xpq
end

X0

£, € & Inicializacion
T =r-—jx%)cmn _ Y
Recurrencia "k ~ 'k m, Ty

Tk

Control de Detencion

Actualizacion de Variables

Dr. Ing. A.Mirasso
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Dada una Matriz A € R™", un vector b € R, el sistema de ecuaciones lineales asociado es

A-x=b

C Y o
a4 Ay iy || % b,
Ay dy  dys Aoy || X2 b,
a3 A4y s ayy X5 p=1b5 ¢
Ayy Ay,  dpys Ay ) (XN LbN,
Es posible escribir A=D+B
a, 0 0 wee. 0 0 a, a; ... ay
0O a, O wee. 0 a, 0 a,; .. a,y
0 0O a; .. 0 |=D B={a;, a, O sy
0
0 0 0 e Qyy Ay, Ay, Ayz; .. O

El sistema se puede escribir

D-x+B-x=b
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. METODO DE JACOBI

Dada una Matriz A € R™", un vector b € R, el sistema de ecuaciones lineales asociado es
A-x=b

El sistema se puede escribir
D-x+B-x=b
x=-D"-B-x+D"-b
x=T-x+c
T=-D'B c=D"b

0 -a,la, —aj;la;, —a,/a, b /ay,

—a, /a,, 0 —a,,/ay, —a,y/a,, b,/a,,

T=| —-a,/a;; —ay,/as, 0 —ayy | as; c =4 b, /as,
0

—ay,lay —ay,/ayy —ay;/ay 0 by /la,y

Se puede iterar con

k+1 k
A =T x4

Hasta encontrar que el ERROR es tan pequeno como se quiera
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EJEMPLO
Se busca la solucion del siguiente sistema de ecuaciones lineales

(50
—25
0

L0

— 25
50
— 25
0

0
— 25
50
— 25

0 )
0 ||x,
— 25

-

50 )

La matriz de coeficientes se puede escribir

A

D

N

10

A -

X

B

b

50 =25 0 0 50 0 0 O 0 =25 0 0
-25 50 =25 0 | 1O 50 O O -25 0 =25 O
0 -25 50 -25/ [0 0 50 0 0 -25 0 -25
0 0 =25 50 0O 0 0 50 0 0 =25 0
Dr. Ing. A.Mirasso Autovalores y Autovectores Ao 2015




Facultad de Ingenieria, Universidad Nacional de Cuyo

x=-D"-B-x+D'-b

x=T-x+c
c= D™ b
50 0 0 0 [10 0 0 0)(10] [ )
0 50 0 0 200 |0 0 0| (20
c= x > = .3 b= < >
=10 0 50 0 20 |0 0 0| |20
0 0 0 50) [10)] (0 0 0 10] |
T= -D! : B

0Y(0 -25 0 0 (
0 0|-25 0 -25 0

0| 0 -25 0 -25
o JLo o -25 o) | )
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A-x=b
50 =25 0 0 \[x,] (10
-25 50 -25 0 ||x,| |20
0 -25 50 -25||x| |20
0 0 -25 50 )|x,)] |10

x=-D"-B-x+D"'-b
x= T -x+ ¢
0 25/50 0 0 (x, ] [10/50)

25/50 0 25/50 0O x| [20/50
0 25/50 0 25/50| |x,[ ]20/50
0 0 25/50 0 x,)] (10/50

| &=
|l
+
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Proceso Iterativo de JACOBI

k k
2D =T X0 4
0

o (k e A
0 25/50 0 x 1" (10/50
wn 125/50 0 25/50 0 | |x, 20/50
X = - < >+ >
0 25/50 0 25/50 | |x, 20/50
0 0 25/50 0 ) |x,] [10/50
Para un vector inicial E(O) arbitrario
Iter. x] x2 x3 x4
0 1,5 2,5 2,5 1,5
(25/50)*(2,5)+10/50 | (25/50)*(1,5)+(25/50)*(2,5)+20/50 | (25/50)*(2,5)+(25/50)*(1,5)+20/50 | (25/50)*(2,5)+10/50
1,45 2.4 2.4 1,45

B (G| |k |

Se puede paralelizar ;!

Dr. Ing. A.Mirasso Autovalores y Autovectores Ao 2015 10 de 21




Facultad de Ingenieria, Universidad Nacional de Cuyo

Proceso Iterativo de JACOBI

k k
x( +1):T£()+Q
0

0 25/50 0 (x 1" (10/50°
25/50 0 25/50 0 X 20/50
x5 = PR >
- 0 25/50 0 25/50 | |x, 20/50
0 0 25/50 0 ) l|x,]  |10/50
Iter. X; X7 X3 X4 dif x; |dif x, |dif x; |dif x, | Norma
dif
0 1,5 2,5 2,5 1,5
1 1,45 2,4 -0,1 -0,05 0,1
1,45 |2.4 2.4 145 |-1,5 |25
2 2,325 0,075
3 1,3625 0,0625

Norma de un vector: Cuadratica o Infinito.
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. METODO DE GAUSS SEIDEL

A partir del método iterativo de Jacobi, cuyo formula de recurrencia esta dada por

z(k+1) _T. z(k) e
(k+1) (k+1) (k)
Se puede iterar con X =TI X +Ts- X t+c
Hasta encontrar que el ERROR es tan pequenio como se quiera. Siendo
0 0 0 0 x(
—a, /a,, 0 0 0 x
Tl=| —a, /a,, —ay,/ay, 0 0 = e
. x
—ay, /Ay —Ay, Ay — Ay ayy 0 x
0 —a,/la, —asla, —a,y/a, x®
0 0 —a,/a, —a,, /a, xH
Ts = 0 0 0 —ay, lay | X =1x®
0 |
0 0 0 0 x\

Se debe destacar que:
e para calcular x;, participa todo el vector x de la iteracion anterior.
e Para calcular x;, participa x; de la iteracion actual (recién calculado)y todas las demas componentes del vector x de la iteracion anterior.

e Para calcular x;, participa x; y x, de la iteracion actual (recién calculadas)y todas las demas componentes del vector x de la iteracion
anterior.

e Para calcular xy, participa x; ,x, y x3 de la iteracion actual (recién calculadas)y todas las demas componentes del vector x de la iteracion
anterior.

e Asi se sigue hasta calcular xy con todas las componentes de la iteracion actual del vector x (recién calculadas), desde la 1 hasta la N-1.
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. METODO DE GAUSS SEIDEL

k k k
X =Tl-§( +1)+Ts-§( )+g

Se itera con i

0 0 0 0 (x (kD
—a,, /a,, 0 0 0 xS
Tl=| —a, /a,;, —as,/as, 0 0 ic(k”) = x4
0
—ay/ayy —ay,layy —aylayy 0 \x;(\fm)J
0 —a,/a, —a;la, —a,,/a, (x®]
0 0 —ay/a,, —a,, /a,, x\
Ts = 0 0 0 —ayy lay | x =4x®}
0 0 0 0 Xy

Se debe destacar que:
e para calcular x;, participa todo el vector x de la 1teracion anterior.
e Para calcular x,, participa x; de la iteracion actual (recién calculado) y todas las demds componentes del
vector x de la iteracion anterior.
e Asi se sigue hasta calcular xy con todas las componentes de la iteracion actual del vector x (recién
calculadas), desde la 1 hasta la N-1.
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METODOS ITERATIVOS
Sintesis
Punto Fijo Sistema de Ecuaciones Lineales
Se busca - _ _
X1 =T tal x € RY talquei_A'I_é_Q
que f(r)=0
Inicializacion Se propone una solucion inicial X0
k+1 k+1
(k+1) (k) E( ™= Tl'l( Wt
Recurrencia X =&(x) | x =T -x" +c "
Ts-x " +c
Control de Detencion ‘f(xkﬂ)‘ < Er ‘xkﬂ - xk‘ S €, o k < k max
Actualizacion Retiene la Gltima solucidn aproximada
Mayor de los Valores Matriz A
CRITERIOS DE Absolutos de T estrictamente
CONVERGENCIA dg (x) <1 debe ser menor a 1 diagonal dominante
dx |, p(T)<1
En lugar de se€ usa
Valor absoluto de una variable real Norma de un Vector de componentes reales
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AUTOVALORES YAUTOVECTORES

Dada una matriz A, se le puede asociar una Transformacion Lineal, la que tiene Direcciones Invariantes,
soluciones de

(A-4-Dx=0
Ejemplos
Simetria respecto de una RECTA Proyeccion en EJE X en direccion de una RECTA
Y y

Tu

Tu

V><

V><

Direccién Invariante 1
Autovalor

Direccién Invariante 2
Autovalor
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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES- METODO DE LA POTENCIA

Dada una matriz A, se buscan las Direcciones Invariantes, soluciones de

(A=4-Dx=0 obien Ax=A4-x
Esto es equivalente a encontrar un vector X que se puede obtener como X =A- X
y resulta igual a Y= A-x

lo que significa que los vectores X e Y son PARALELOS

El METODO DE LA POTENCIA es un algoritmo iterativo que propone un & arbitrario y

Obtiene un nuevo vector como Vsl = A- &
Solo se detiene si se cumple que Vi1 es paralelo a &
EJEMPLO: Dada la matriz A
10 4
4 0
y0 y1 y2 y3 y4 y5 y6
2 -12 88 -688
2 -8 48 -352
iterac 1 2 3 4 5 6
alfa(1)
alfa(2)
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ElMETODO DE LA POTENCIA es un algoritmo iterativo para resolver A-x= A X

que propone un Yo arbitrario y se escala para obtener el versor ﬁ , con el que se inicia el proceso iterativo

Obtener un nuevo vector como Virl = A- ﬁ
Solo se detiene si se cumple que Vi1 es paralelo a &
EJEMPLO: Dada la matriz A
-10 4
-4 0
y0 y1 y2 y3 y4 y5 y6
2 -6
2 -4
norma 2 -6
x0 x1 x2 x3 x4 x5 X6
1 1
1/0,66666667
iterac 1 2 3 4 5 6
alfa(1)
alfa(2)
num
den
rho
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METODOS ITERATIVOS
N
Se busca X € R talque
Autovalores Sistema de Ecuaciones Lineales
f=A-x-4-x=0 f=A-x-b=0
Inicializacion Se propone una solucion inicial X0
. Xk+1 = A ﬁ (k+1) (k)
Recurrencia ( ) X =T-x " +c¢
Xpa1 = Xk+1 /HXkH B N B

Control de Detencidon

‘f(xkﬂ)‘ggf 0 ‘xk+1_xk‘g‘ga . k < kmax

Retiene la Gltima solucidon aproximada

Actualizacion
La matriz A debe ser Mayor de los Valores Absolutos de T
CRITERIOS DE . Diagonalizable. debe ser menor a 1
us autovectores deben ser p(T)<1
CONVERGENCIA | jipeaimente independientes Matriz A estrictamente diagonal
dominante
En lugar de se usa

Valor absoluto de una variable real

Norma de un Vector de componentes reales

Dr. Ing. A.Mirasso
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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES- APLICACION

Sea el sistema EDO
_ 5 -10 4
: L4 —_— A j—
X(t) A X(t) con Y(O) {3} , ( —4 Oj

. ., _ At . ., . . .
admite como solucién Y(!) =V¥-e” siendo v, 4 la solucion del siguiente sistema de autovalores y

—1 O 4 Vl Vl 6 —e—yi(t)
autovectores 4 0 =4 5 —a—y2)
— v, v, )

La solucion general sera la combinacion lineal 3 \
yt)=v,-e"" +v,-e K‘\.‘m
— — - 0 Maas s e LT
0 0,5 1 1,5
que cumple con las condiciones iniciales.
IR YR 5 I O T
Bs decir. y<’>:§{z}'e "3 os[ ¢ 3
: /
y ~
| WADZ
Ny
ya :
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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES- METODO DE LA POTENCIA-CONVERGENCIA

Dada una matriz A €¢ RV, tal que

Sus autovectores v;, v,, ...Vy, ¥ sus autovalores Ay, Ay, As,.... Ay, verifican que

A.vi= M.V conk=1aN
Es diagonalizable: es decir tiene N autovectores linealmente independientes que forman base de R".
Es posible ordenar los autovalores de mayor a menor considerando sus valores absolutos en la forma:

A >4 > 4] > x|

Entonces el algoritmo del método de la potencia converge
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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES- APLICACION

Se busca u(x,t) solucidn de
2 2
— lzm + 2 M =0
ox’ ot’
u(0,£)=0 u(l,t)=0

en Q={xeR:0<x<1}

Se plantea encontrar una solucion aproximada

en forma de funcion discreta en la variable x,
aunque continua en la variable t. Se pretende ¢
encontrar las funciones U(t)=u(X;.t) con

k=0,N, en N+1 puntos elegidos del dominio x, identificados con su abscisa X;.

M-i(1))+K-u(?)=0

con

b 2 -1 0 0,25> 0 0 U, (1)
=050 -1 2 -1, M=| 0 050> 0 u(t)=1U, (1)
’ 0 -1 2 0 0 0,75 U, (1)

Que admite una solucion del tipo

ll(l) :E‘ela)t

(K-w'M)-x=0

Que resulta en
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INTERPOLACION Y APROXIMACION DE FUNCIONES

Planteo de Problema

Interpolacion de funciones
M¢étodo Directo
M¢étodo con Polinomios de Lagrange
M¢étodo con Polinomios de Newton

Aproximacion de funciones
M¢étodo de Minimos Cuadrados

Ejemplos
Resumen

Dr. Ing. A.Mirasso Interpolacion y Aproximacion Ao 2014
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INTERPOLACION Y APROXIMACION DE FUNCIONES DISCRETAS

Dada una funcion discreta, y=f(x) de R > R

A
. . ) y
definida mediante (n+1) puntos (x;; y;=f(x;)) con i=0,n.
Se propone  P,(x)=2 a, #(x) con k=0,m. ”
Donde @y son las incognitas; y {#(x)} es una Base elegida x & 0
Se define: Residuo r; = f(x;) - Pn(x;) conk=0,m; i=0,n " > |
L= yi - Zag g(xi) . X
() ( ) - 3 XOI Xl I Xn' "
T Yo Po(x0)  P(xy)  &,(x,) 9, (x0) | a4
n M1 G (x)  H(x)  &,(x) $,,(x) || 4,
=AY, | B(Xy) Bi(xy) By (xy) @, (X)) [y, ¢ r:y—(D.a
\rn ) Lyn ) ¢O (’xn ) ¢1 (‘xn ) ¢2 (‘xn ) ¢m (xn ) kam )
\ INTERPOLACION APROXIMACION
Y Forma Fuerte: r=0, para todo x; Y Forma Débil: 10s 1; “son nulos en promedio
f(x) f(x)
I; "
: Pi(x)
2 |
\ro__ !
— : > X
X0 X; Xy o : % : : Xn; >
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INTERPOLACION: METODO DIRECTO

Dada una funcion discreta, y=f(x) de R — R definida mediante (n+1) puntos (x;; y;i=f(x;)) con i=0,n.

Se adopta como|Base = {1, x X%, X

3

geveesssX

Se propone Pn(X)Z )y (tlk Xk ) con k=0,n

Se determinan los @, tales que el Residuo sea nulo, es decir

o Yo (xy)  a(x)  (x)
i " g(x)  d(x)  9(x)
Vo= ¢0 (xz) ¢1 (xz) ¢z (xz)

oY
I

Yn o(x,) a(x,) oi(x,)

,
<3

r=y-®-a=0

Que resulta en el sistema de ecuaciones lineales

2 n ( 3 ( A
1 x, x5 o Xy | Yo
2 n
1 x, x5 ... X |]4q Y
2 n —
1 x, x x, )4,
n n teet n v n \yn)

Resulta el polinomio interpolante

$,.(x)
,.(x,)
$,,(x,)

. (X,)

Ty

f(x)

Nl T

X
X0 X Xn -
Xj
Yy 4 S~
"/ X.
/ / / 1
7 do(Xi)

P.(x)=2 (a; x*) conk=0,n
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INTERPOLACION: METODO DIRECTO EJEMPLO

Dada una funcion discreta, y=f(x) de R — R definida mediante (2) puntos (x;; y;=f(x;)) con i=0,1.

X y=1(X) ty
1 95 3 P](X)
3 4
Se adopta como Base = {1, x}
con lo que la matriz @ y el sistema a resolver resultan: — >
r p ) y i 1
aO > > Xj
3 = 3
p P
\ 1 J L/ Sz
| X
a, = Xo X1

de donde se tiene que 4, =
El Polinomio Interpolante usando la Base de Polinomios elementales {1, X} es

P(x) = 1+ X
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INTERPOLACION: METODO DIRECTO EJEMPLO
Dada una funcion discreta, y=f(x) de R — R definida mediante (3) puntos (x;; y;=f(x;)) con i=0,2.
Ay
X =f(x
y=1(x) .
1 95 3 RS
\
3 4
4,5 13,5
Se adopta como Base= {1, x, x* } >

X0 X X2
con lo que la matriz @ y el sistema a resolver resultan: v X;
\ - D ) /
( ay e
3 Cll F=<
= ;
K ) \azJ L %0 i X2
de donde se tiene que 4y = a, = a, =

El Polinomio Interpolante usando la Base de Polinomios elementales {1, X, X"} es

P (x) = 1+ X+ +x°
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INTERPOLACION: METODO DE POLINOMIOS DE LAGRANGE

Dada una funcion discreta, y=f(x) de R — R definida mediante (n+1) puntos (x;; y;i=f(x;)) con i=0,n.

Se adopta como Base = {/y(x), [1(X), :(X)seeeee. , [(X)},
Los polinomios de Lagrange /;(x) se definen como, I )
(X=X (X=X ) (X = X3 ) (X—X, l'(x):H (X =Xy ) e /\i;n(x)
II(X)— , | (X X ) . o ~— - 3
(X; = X)X = X2 )(Xj = X3 )evevennnnns (x; —x,, 0 7 k N2
Son tales que para los 1, k abscisas datos - Xo ]
li(x;)=1 y  Li(x)=0 con k#1 o(X)
Se determinan los @, imponiendo » Po(Xi)
. r=y—-®-a=0 W
que el Residuo sea nulo, = Lot Xi X,
1 0 0 ... 0)(a]| [»]
0 1 0 .. 0llag| |y /\ Xi
y X
De donde resulta 0 0 1w O par=1yy Xb/l ~ X; X
o 0 0 .. 1)la] V]
NO HAY QUE RESOLVER SISTEMA DE ECUACIONES!!!!
y resulta el polinomio interpolante P.(x)= 2 (v [i(x)) con k=0,n
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INTERPOLACION: METODO DE POLINOMIOS DE LAGRANGE EJEMPLO

Dada una funcion discreta, y=f(x) de R — R definida mediante (2) puntos (x;; y;=f(x;)) con i=0,1.

A

X | y=f(x) Y Py(x)
1,5 |3 -
3 |4

")

ly(x)=
Base = {lO(X), ll(X)} con

[ (x)=

y asi la matriz @ y el sistema a resolver resultan:

Q
|l
=

v

de donde se tiene que 4, = a, =

El Polinomio Interpolante usando la Base de Polinomios de Lagrange es

B(x) =
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INTERPOLACION: METODO DE POLINOMIOS DE LAGRANGE EJEMPLO

Dada una funcion discreta, y=f(x) de R — R definida mediante (3) puntos (x;; y;=f(x;)) con i=0,2.

X |y=f(x) l,(x) =
1,5 |3
3 4 [, (x)=
45 3.5

[,(x)=

Con la Base = {ly(x), 1;(x), 1,(x)} resulta

3 ()
d
14, =19 ¢
4 de donde se tiene que 4y = a, = a, =
ey ¢ J

El Polinomio Interpolante usando la Base de Polinomios de Lagrange { 1,(x), 1;(x), I,(x)} es

P (x) =

AL AGREGAR UN PUNTO SE DEBE HACER TODO DE NUEVO
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INTERPOLACION: METODO DE POLINOMIOS DE NEWTON

Dada una funcion discreta, y=f(x) de R — R definida mediante (n+1) puntos (x;; y;i=f(x;)) con i=0,n.

Se toma como base a los llamados polinomios de Newton.
Estos tienen como particularidad que se basan en los polinomios bases anteriores.

ny(x) =1 ny(x) =1 y4
ny(x) = ny(x) (X-xo) ny(x) = 1(x-xo)

n(x) = nm(x) (x-x;) ny(x) = 1(X-xg) (X-X1)

n;(x) = nm(x) (x-Xy) n3(x) = 1(X-X0)(X-X1)(X-X3)

ny(x) = ny_1(X)*(X-Xy.1), para todo k>1

Con la Base = {n¢(X), 11(X), 13(X)seeeeee , By(X)},
Se determinan los @, tales que el Residuo sea nulo, K o Z q) Q o Q
y resulta

1 0 o 0 a, Yo

I x —x, o L 0 a, »

I ox,—x, (x, =x)(x, —=X;) e 0 a, =14,

............................................. 0
Iox, —x, (x, =x)(x, =x;) e (x, =x)(x, = X))o, —x,1) )| @, Yn
Yo=Y1 Yi=Yo
De donde: ao= Yo, a, = M, a, =
X4 —Xg Xy =X

Resulta el polinomio interpolante Pn(X): 2 (ak nk(x)) con k=0,1,2,...n
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INTERPOLACION: METODO DE POLINOMIOS DE NEWTON EJEMPLO

Dada una funcion discreta, y=f(x) de R — R definida mediante (2) puntos (x;; y;=f(x;)) con i=0,1.

x y=f(x) A A’ \ P,(x)
15 |3
3 4

n,(x)=1
Base = {ny(x), n{(x)} con 7 (x) =

y asi la matriz @ y el sistema a resolver resultan:

v

ra 3 C)
0=t '
Lal ) L J
de donde se tiene que % = a, =

El Polinomio Interpolante usando la Base de Polinomios de Newton ¢s

B(x)=
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INTERPOLACION: METODO DE POLINOMIOS DE NEWTON EJEMPLO

Dada una funcion discreta, y=f(x) de R — R definida mediante (3) puntos (x;; y;=f(x;)) con i=0,2.

X y=1(X) A A? yt
1,5 |3
3 4
4,5 |3,5

Base = {HO(X), nl(X)9 HZ(X)}
n,(x)=1 y4
n,(x)=

con 0, (x) =

la @ y el sistema a resolver resultan:

4 A 4 A
4 \ a,

Sa, r = 3 ¢
\ ) L4 L
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de donde se tiene que 4y = a, = a, =
El Polinomio Interpolante usando la Base de Polinomios de Newton es

B (x) =
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FUNCION ERROR DE INTERPOLACION

Dados (n+1) puntos de coordenadas (x;; yi=f(x;)) con i=0, n, la Funcion Error de Interpolacion E(x) es la diferencia entre la funcion f(x)
y el polinomio de interpolacion P,(x), y se puede expresar en la forma: y

E(x) = f(x) - Po(x)= f(x) -Z ax @((X)’ f(X)

con @i(x) n funciones bases conocidas (Lagrange, Newton, etc); y @y son los coeficientes que hacen cefo el residuo.
La funcion Error de interpolacion E(x) tiene (n+1) ceros, en cada uno de los x; datos,

A\ Pr(x)

por lo que se puede expresar como un polinomio de al menos grado (n+1), como

E(x)=C (x-Xg) (X-X1) (X=X2)eeeess (x-Xp) ! EXx)
La C se determinara de modo que la funcion auxiliar W(x) sea cero para todo valor de x. NN\

i,
S X g
W)= f(x) - Po(x)-E() X0 N% Sy

La constante C se determinard de modo que la igualdad f(x)=P,(x)+E(x), se cumpla para cualquier valor de x. La funcion W (x) vale cero en cada
xk dato (k=0,n), es decir tiene n+1 ceros. Pero para cualquier otro x;# X, se elige C de modo que W (x;)=0, entonces

v

1 2

W(x) tiene (n+2) ceros, para cada X;; — tiene (n+2-1) ceros, para cada x;; —

. — tiene (n+2-2) ceros, para cada x;;
X X

-, ] ] dn+1W dn+1 dn+lP dnHE
....... d"'W tiene (n+2-(n+1)) cero, para cada x;. Esta derivada es: = { - = 5
dx™! dx" dx" dx” dx"

dn+1W B dn+1f

dx n+l dx n+l

—0—C-(n+1)!

Asi para cada valor x;# xi existe una C que hace el error de interpolacion se pueda expresar

E(x) _ dn+1f(x)| 1
dx""! n+1)

| ( '(x—xo)(x—xl)(x—xz) ............. (x—x,) con § € (Xo, Xp),
X=¢ :
Esta expresion establece que:

e El error de interpolacion en las abscisas datos es cero

e La interpolacion es exacta si f(x) es un polinomio hasta de grado n.

Un tratamiento detallado se puede ver en: Andlisis Numérico, R. Burden y D. Faires (1998). Capitulo 3, Teorema 3.3.; Andlisis Numérico, W.
Smith (1988). Capitulo 7, Teorema 2.
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METODO DE MINIMOS CUADRADOS

Dada una funcion discreta, y=f(x) de R — R definida mediante (n+1) puntos (x;; y;i=f(x;)) con i=0,n.

Se propone Pm(X): 2 ay ¢k(X) con k=0,m. Ay
Donde A son las incognitas; y {¢k(X)} es una Base elegida
Se define: Residuo I; = f(Xi) - Pm(Xi) con k=0,m; i=0,n i
=y - 2ax§(X)
T Yo Py (x,) (%)) ,(x,) .. (x0) | a, i
4 M P (x)  A(x)  P(x) 9,.(x) || a i ;
Be=Va = $o(x2)  4(xy)  Ph(x,) 9, (x,) |y a, ! E i i
g W) b)) akx) 6(k,) ... 9¢,(k,))a, / i I~
r=y—-®-a R I N
Xg X; Xy

Los coeficientes @, son tales que minimizan la Suma de los Cuadrados de los Residuos
. 2 . 2
min H [Hz = min [Z(ri (a,)) ],

T .
La condicién para que la Suma de los Cuadrados de los Residuos tome un valor extremo es z 2r(a j) : ¢j (x)=r_-¢ ;= 0 j=Lm

i=l,n

Como se debe cumplir para todo j=1,m; finalmente resultan las siguientes ECUACIONES NORMALES
T T
O Pa=0"y

Sistema de ecuaciones lineales cuya solucion da los coeficientes €. Asi la APROXIMACION resulta Pm(X): 2 ag ¢k(X) con k=0,m
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METODO DE MINIMOS CUADRADOS EJEMPLO
Dada una funcion discreta, y=f(x) de R > R B
definida mediante (2) puntos (x;; y;=f(x;)) con i=0,1. X y=t(x)
R N 1,5 |3
Con la Base = {1, X} el vector residuo & — Z O 4 tesulta 3 4
C )
7 SR P
dg
< 1”2 > =< < >
a
'y
) L)\ )
- - O 'da=0p"
El sistema de ecuaciones normales a= Y resulta
( N ' N
a
0
< > =< 7
a, de donde se tiene que % = a, =
\_ J . J

El Polinomio de Aproximacién usando la Base de Polinomios elementales {1, X}
es Pa(x) = 1+ X
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INTEGRACION NUMERICA

Planteo de Problema
Integracion de Newton Cotes
M¢étodo de Trapecios Simple y Multiple

Regla de Integracion y Error

M¢étodo de Simpson Simple y Multiple
Regla de Integracion y Error

Extrapolacion de Richardson e Integracion de Romberg
Integracion de Gauss Legendre

Ejemplos
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INTEGRACION NUMERICA

El proposito es abordar el calculo de integrales definidas de funciones.

Se asume que:
la funcion y = f(x): R — R, no singular, continua (al menos por tramos), es conocida en forma

Discreta Analitica
f(x) se conoce en x;, con1=0,1,2,....n f(x) se conoce en todo X € [Xo;Xy].
Ay Ay
f(X) f(X)
sl
e X
*oo0 T
B R
R L LX)
X0 Xj Xp g

Se busca mostrar que:
es posible calcular la integral deﬁnida de la y=f(x) como una combinacion lineal:

I= j S (x)dx = Zwk f(x) = Zwk Vi

donde los coeficientes w, son valores particulares para cada regla de integracion y los y,=f(x;) son los valores
de la funcion discreta.
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INTEGRACION NUMERICA

Si f(x) esta dada en forma discreta es posible interpolar f(x) colocando un polinomio P,(x), de grado n,
por los (n+1) puntos datos. Si f(x) esta dada en forma analitica se pueden "extraer” esos (n+1) puntos, y

tener la version discreta de f(x).
Es posible expresar a f(x) como suma del Polinomio de
Interpolacidon mas la funcion Error de Interpolacion

(n+1)
f(x) P (X) + f if')( xo)(x—xl) ........ (x—xn

Resulta posible obtener la integral en la forma

1= [ f)de= [(P,(x)+e,(@0)dr= [P,(0)dv+ [, (x)dx

I=|f(x)dx= Zwk V., +E, =1 +€E,,

X, k=0,N

Resultando, la aproximacion de la integral /n
y su Error de Integracion En en la forma:

f(x)

P, (%)

v

X, (n+1)
J.P (x)dx = Zwk Vs J.g (x)a’x_J.f(n 1()4?( —x,) - (x—x,)dx

Dr. Ing. A.Mirasso Integracion Numérica Ao 2014
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INTEGRACION NUMERICA DE NEWTON COTES

Las reglas de integracion de Newton Cotes se basan en interpolar con Polinomios de LAGRANGE. Para los

n+1 puntos datos, el polinomio interpolante es

@)=Y 1)

Asi el valor aproximado de la integral

_ fzn:yi-li(x)dxz > (w4, (x)-dx

X0i=0 k:ON)(0
= Jz (xX)-dx-= Yy, - w,
k=0.N k=0.N
resulta
X X
n non (X—X~
w, = | [ (x)-dx= L. dx
k )'f[ok )’L% X, = X))
J*

Asi el Error de la aproximacion de la integral
X,

Ty
f(x)
P.(x)
X g
lo(x )%
’M)
lk(X)A Ao Xi Xn
/ \ Xj
, X
X‘OQ < Xi \//Xn—’
n+l

E J.g (x)dx _f(nﬂ)(é:) J- ( x()) (x X )dx — f(nﬂ)(é:) .hn+2

i Y (n+1)!

Dr. Ing. A.Mirasso Integracion Numérica Ao 2014
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REGLA DE INTEGRACION DE LOS TRAPECIOS

Es una regla de integracion de Newton — Cotes por 2 puntos (x;,;y;), (Xi+;,vi+7). La integral

[ £(x)-dx A

X

' (x)

Se resuelve con un polinomio interpolante degrado uno

— i
Xiv1 Xiv1 \ X o
= [[R(x)+e&(x)]dx = j ;L) + v Ly (0)]dx + [ &, (x)dx, X, X
x; X; x; lo(x)
donde
X=X, X—X, . .
[(x)=—"F=—-—""" es una recta que vale 1 en x; y 0 en X;., L(x) Lia ()
X =X Xy =X
] _X-x
i (X) = - x es una recta que vale 0 en x; y 1 en Xj..
1+ 1
Xit1 X — X. X —X. Xit1
_ 1
[ = I Vit Y |dx + _[51(x)dx
X Xi = X Xiv1 =X, X;
Xit1 X—X Xit1 X — X. Xit1
_ i+1
[=y,- I —ldx+yi+1 ) I ———dx+ Igl(x)dx =Y Wi+ Vi Wy +E
v X T X Y Xl T X

1 1 l

y, llamando paso h; a la diferencia x;;;-X; y operando, se puede llegar a

I=h, 4 Yint +E =1, +E,
2 2
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ERROR DE REGLA DE INTEGRACION DE LOS TRAPECIOS

El error de interpolacién es

Xi

£, = [ 6 (o) = j%(x ) = L) Ty, e

siendo 5 = (xi;xi+1)-

Se propone hacer un cambio de variable mediante

2!

(%)

~ - : l(x)

x—x, _t—=(=1) -
Xigp — X 1-(-1)"
Definiendo 4#=x;-x,, s posible despejar, A
x—x,=h(t+1)/2
x—x., =h(t-1)/2 X X
dx = (h/2)dt N\ / !
X = >
Asi se puede hallar -1 T~ 1

T(x—xl.)(x—xm)dx j h(tz”) h(tz_l) zd Z j e —l)dt——h3é

X; -1

: /(x- x) (%-X;11)
\o

'\/ Xi+

de manera que, sustituyéndola en (5), se obtiene

E, = %(_ l)h3 — _lih3f(2) (€)

ol 6 2 para cierto punto & € (Xa, Xp).
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REGLA DE INTEGRACION DE LOS TRAPECIOS M UL];IPLES

X y

Se buscal € R, 1= jf(x)dx. f(x)

.. . Pi(x)
Se divide el intervalo [xg; X,]

en subintervalos [xo; X1], [X1; X2], ..., [Xn-15 Xa]. Asi

Iz)j}f(x)dx+)j‘2f(x)dx+---+ )]’nf(x)dx.

En cada uno de los n subintervalos se aplica la regla de los trapecios, se aplica trapecios simple

1=howwl(}ﬁ)mlwﬁl(ﬁﬂ .............. T h l(ynlfw'f)%l(hnﬁ),

n—

Si todos los intervalos tienen igual longitud h;=h, esa formula se simplifica y se tiene la regla de
trapecios multiple:

h n—1
i=1 ’

donde &\ es el error total que se acumula al sumar los n errores provenientes de la aplicacion de
la regla en cada subintervalo, y estd dado por

__(xn—xo) 2 £(2)
Ey = > o (S)
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EJEMPLO DE LA REGLA DE INTEGRACION DE LOS TRAPECIOS MULTIPLES

sen(x)dx

cuyo resultado exacto es I =-cos x[r=cos 0 —cos T =2

Se busca resolver I= I
0

h = h
[=|sen(x)dx — + —. S Y
j () 2{ Z yn} S

donde yi = sen (Xx;), 1=0,...,n, /_\ ey
o X

X |Y=sen(x)| hy==n | hy=n/2 | hy=n/4 L0 i 7

0 1 1 1 .
1. 153039633

w4 | a0 | 0 0 2 /ffﬁ/;/n,m\\ | s

/2 1 0 2 2 ; Ty

3n/4 | \2/2 0 0 2

T 0 1 1 1

0 S, S, S, 1= :.5_.,@.5%

n-7:H

Es facil concluir que la mejor aproximacion es Is.
Los errores cometidos por cada aplicacién de la regla son, respectivamente O(h;’), O(h,?) y
O(hs?).

Dr. Ing. A.Mirasso Integracion Numérica Ao 2014 8del5



Facultad de Ingenieria, Universidad Nacional de Cuyo

Extrapolacion de Richardson para el ejemplo I= jsen(x)dx
0

A partir de dos valores aproximados de la Integral, obtenidos con la misma Regla y pasos
distintos, es posible encontrar un valor mejorado mediante Extrapolacion de Richardson.

Y
1.0
II“-"-'Z‘?L:"‘l
o X
o =~ .
Y fE
/f/ 1. 457039633
/ﬂdj I i'f\\ =
' / ri oo
-f' .' .'.'.- ?"n"/.l' “I,l”.l\'\ w 2=
n r”. -

L - 482614820
x n. 7% 4

on “!'H T r,@ 371;'»4 T

_Bl(h,)~1I(h)) b Y
B-1 an® |,
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3z/2

Ejemplo 2 Regla de Integracion de los Trapecios Multiples /7= I

0

37/2

sin(2x) dx = _71 cos(2x) =1
0

n 16 n 8 n 4 n 2 n 1
h 0,294524311 | h 0,58905 | h 1,1781|h 2,35619|h 4,7124
w w* Sin(2x) w w* Sin(2x) |w w* Sin(2x) |w w* Sin(2x) [w w* Sin(2x)
1 0f1 0f1 0f1 01 0
2 1,111140466
2 1,847759065 1,84776
2 1,961570561
2 1,414213562 1,41421] 2 1,4142
2 0,390180644
2 -0,765366865 -0,7654
2 -1,662939225
2 -2 2|2 2|2 -2
2 -1,662939225
2 -0,765366865 -0,7654
2 0,390180644
2 1,414213562 1,41421]| 2 1,4142
2 1,961570561
2 1,847759065 1,84776
2 1,111140466
1 2,1439E-15 2,1E-15(1 2E-15|1 21E-15| 1 2E-15
Integral 0,970916536 0,88157 0,488 -2,3562 5E-15
h 0,294524311 0,58905 1,1781 2,35619 4,7124
s /\\ /\ o AR |} B
ZZZZZZ 0:00000 T \‘ ’X T 0,00000 \\\ // \-' 0:00000
o oo o o
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37/2 37/2
. . ) ) -1
Extrapolacion de Richardson para el ejemplo /1= Ism(2x)dx=7008(2x) =1
0 0
h h '
(Bl -1
B —_— 1 con h2
Y la extrapolacion de Richardson sucesiva (Método de Romberg) resulta:
n Orden h”2 h”4 h”6 h"8
Intervalos Paso h I(h*2) I(h"4) I(h"6) I(h”8) I(h*10)
16 0,29452 0,97092
8 0,58905 0,88157 1,00069753
4 1,1781 0,48798 1,01277013 0,999892687
2 2,35619 -2,3562 1,43604331 0,98455192 1,000136191
1 4,71239 5,1E-15 -3,14159265 1,741219036 0,972541331 1,00024441
Vi PN 1 1 AN | IO I AN
0100000/ \\ // \L 0,00000 . \\ . / . \.- 0,00000 T \ T / T \‘-' 0,00000
0’50000 ; \. ‘2 # “t -0,50000 \ z / ¢ -0,50000 ! \ : / ¢ -0,50000 1
:1’00000 1 -1,00000 \\'/ +1,00000 \\'// e senol2 -1,00000
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REGLA DE INTEGRACION DE SIMPSON

Es una cuadratura de Newton — Cotes con n = 2, es decir con tres puntos. Se interpola mediante un
polinomio de Lagrange de grado dos y luego se integra en forma aproximada ese polinomio.

I = f f(x)dx 4 f(x) .
X, ’ i
: . X
Si f(x) =2Y; Li(x) + Ex(x), coni=0,1,2, i x -
X—X, X-—X X—X, X—X X—X, X—X XX X2
)= R = SR EER g (s SR SR
Xg — X, Xy — X, X, — Xy X, — X, Xy, —Xg X, — X,
/o .
&,(x)= 3 (x — X, )(x — X, )(x - xz) \ /X‘
2 . X2 X X(I) MZ ’
I, = Zyl.a)l. @, = Ili (x)dx,i=0,12. E, = J.gz (x)dx 4 L(x)
i=0 x@ xO
Entonces, si los intervalos son iguales (h;= h, = h), se tiene: /\ N
2% =X1 X\ >
14 1 : [
I=h =y, +=n+=y, |——f7)
0 1 2 .
37370370 90 \ .

X(I)\/ X, Xz
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INTEGRACION DE GAUSS LEGENDRE

Se busca resolver la
b 1 n n
I=|f(x)dx=h|G(t)dt= h(z w,G(1,) + RJ =h> 0,G(t,)+E
a -1 i=0 i=0
b—a b—a

G(t)=f(c+( 5 ) ) x=c+( )-t

El problema se resuelve en el dominio unitario [-1, 1],
mediante Mapeo o Cambio de variables conveniente.

1
j G(t)dt = ,G(t,) +0,G(t,) + R
-1

™1, Oy, t;, t, deben ser tales que el error de integracion sea R =0
para polinomios de hasta 3° grado. Comparando los resultados
exactos de la integral con el resultado propuesto por la regla, se
tiene:

1
[1dt=2=10, +10, ~

1
1
-1

@,
1 , >_t1:t2:g

1
3 3 3
t'dt=0=t"o, +t,"0,

_/

-1

£9

=0, =1 I:hG— +G?3 +E

Dr. Ing. A.Mirasso Integracion Numérica Ao 2014
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Integracidén de Gauss Legendre. Generalizacion.
Se busca resolver la

[Gar = Z 0,G(t,) + R

En una regla de n+1 puntos existen 2n+2 coeficientes a determinar, que son los (n+1) wy y las (n+1) abscisas
t;. Se exige que la regla de integracidn sea exacta cuando integra polinomios de hasta grado 2n+1. Dada una
funcidn polindomica G(¥) de hasta grado (2n+1), existen polinomios C,(?) y r,(¢) de grado menor o igual a n,
tales que

G(1)= Cu(t) pusi(t)+ 1u(?)
Siendo p,+;(t ) un polinomio de grado (n+1), que en particular puede ser un polinomio de Legendre. Asi es
posible expresar la integral
1

I=[G()dt=[(C,(0) ppos(O)+7,(0)dt = [ C, (1) p,. (Ot + [, () dt = [r,(O)dt =D w7, (t,)

-1 k=0,n

Ya que cualquier polinomio de grado n es ortogonal al polinomio de Legendre de grado n+1 en el
dominio [-1,1]. Para elegir las abscisas #;, es posible elegir las (n+1) raices del polinomio de Legendre
Pa+1(®) de grado (n+1), que se las denomina ¢,, y en las que se verifica que

G(tr): Cn(tlf) pn+1(tr)+ rn(tr): rn(tr)
Asi la integral resulta

1

I=[G@ydt=[r,(ydt =Y w,r,(t)= Y w G(t,)

i k=0,n k=0,n
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Para calcular los wy,
Es posible plantear una interpolacion del polinomio de grado n r,(?), con polinomios de Lagrange,
tomando como abscisas conocidos las (n+1) raices ¢, del polinomio de Legendre de grado (n+1)

Fa()= Tulto) Lo(t) + 1a(ty) 11(0) + 1u(tz) D(0) +.... 7u(ty) Lu(2)

o bien considerando que G(t,)= r,(t,)

ra(t)= G(tg) lo(t) + G(t) (1) + G(1) Ir(1) +.... G(t,) L,(1)
= j G(t)dt= j r (¢)dt = j { > G, (t)}dt { j G(1,)l, (t)dt}

-1 —1| k=0,n -1

k=0,n

1= [Gde= 3 {G(r)j l(t)dt} 2w G()  Con w = jzmdr

Es decir que los coeficientes wy son las integrales de los polinomios de Lagrange de grado n+1, definidos por
las (n+1) raices #, de los polinomios de Legendre de grado n+1. Asi resulta,

Siendo Y (t, )raices del
7 = J‘ G(t) dt = w. G(t Polinomio de
®) kzoln Sy w, = '[lk(t) dt Legendre p,+,(t,)=0

Se toma (n+1) puntos de Gauss (raices del polinomio de grado n+1),
y se puede integrar en forma exacta hasta polinomios de grado (2n+1)
(n+1)Puntos de Gauss | 2 3
Grado exacto 1 3 5

I N
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DERIVACION NUMERICA

Planteo de Problema

Derivadas a partir de Interpolacion con Polinomios de Newton
Derivada Primera
Derivada Segunda
Derivadas a partir de Serie de Taylor
Derivada Primera
Derivada Segunda

Extrapolacion de Richardson

Ejemplos
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DERIVACION NUMERICA

El proposito es abordar el calculo de derivadas de distinto orden de funciones discretas.

Supuestos
La funcion y = f(x): R — R, no singular, continua, es conocida en forma
Discreta Analitica
f(x) se conoce en x;, con1=0,1,2,....n f(x) se conoce en todo X € [Xo;Xy].
Ay Ay
f(X) f(X)
T S S : ! '
x0T . A
k. | S ! ! A
SN S S B D S S S N N I SN
X0 Xi %n X0 Xj Xn
Hipétesis

Es posible calcular la derivada n-ésima de la y=f(x) evaluada en Xj como una suma:

D=dn(f,§x)) = ch'f(xk): ch'ykZET')_}

dx i k=ON k=0,N ’

Donde los coeficientes ¢, son valores particulares para cada regla de derivacion y los y,=f{x;) son los valores
de la funcién discreta.
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DERIVACION NUMERICA

Si f(x) esté dada en forma discreta es posible interpolar f(x) colocando un polinomio P,(x),
de grado n, por los (n+1) puntos datos.
Si f(x) esta dada en forma analitica se pueden "extraer"” esos (n+1) puntos, para la version discreta de

la funcidn f(x).
S ()

Es posible expresar: fx) = P,(x) + (n+1)! (X = X)X =X )enveee. (x—x,)
suma del Polinomio de Interpolacion mas la funcion Error de Interpolacion.
Yy
f(x)
T . / B ’I’DD(X)
XO\/ \/‘Xi Xn

Resulta posible

po ")

dx i k=O.N k=0,N
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DERIVACION NUMERICA

Si f(x) esta dada en forma discreta con (n+1) puntos, es posible interpolar f(x) colocando un
polinomio de grado n. A partir de

(n+1)
J(x) = Pu(x) + f ﬁ)(x—xo)(x—xl) ........ (x—x,)

Es posible obtener derivadas hasta de grado n, y evaluarlas en cualquier punto Xj, de la forma:

bH_d" (/) _d%guwwAmN xy

dx” . dx” v

] ’ f(x)

D:d%gun _“N@Am) P

dx" | ax" |, Py(x)
D= D, + &, |
Resultando -

d"(P
Dn:% = ch°f(xk) ch Vi =¢ 'y >
X i k=0.N k=0,N
[ S"(E)
o d"(s,(x)) (n+1)!

con el Error de Derivacion dado por . = T |

Pregunta: ;Qué cantidad de puntos se necesita para evaluar una derivada primera?, ;y para una
derivada segunda?
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DERIVADA PRIMERA

Si f(x) estd dada en forma discreta con 2 puntos (xy, ), (x;,y;) €s posible interpolar f(x)
colocando un polinomio de grado 1, usando polinomios de Newton, en la forma:

fP©)

f(x)=a,+a,-(x—x,)+ 2)! (x—x,)-(x—x;) Ay
La derivada primera de f(x) es
d(f(x) _ +f(z)(ff).d((x—xo%(x—xl))
dx (2)! dx =
d(f(x ) X,
%w+f(2)(f)-[(x—x1>+<x—xo>] :
Cuando se evalua la derivada primera de f(X) en xo y en x; se obtienen: 1_
Derivada Primera Adelante
(2) _ >
Wy SO 5 on =BT Aoy x
dx  |y_xo (2)! Ax
Derivada Primera Atras
(2) —
WD _ 0 LD ae com @ =BT acex
dx |y_x (2)! Ax

Derivada Primera es constante en el intervalo; y el Error es lineal.
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DERIVADA SEGUNDA

Si f(x) estd dada en forma discreta con 3 puntos (xy,vy), (x;,¥;) €s posible interpolar f(x)
colocando un polinomio de grado 2, usando polinomios de Newton, en la forma:

[
J(x)=a,+a,-(x—x))+a, (x—xy)-(x—x)+ 3)! (x—xp)-(x—x,)-(x—x;)
La derivada segunda de f(x) es \al
dz(f(x))zza +f(3)(é:).dz((x_xo)'(x_xl)'(x_xz))
dx? ) dx?
y2_Y1_y1_yo
24 _o X 7% X7 Xo 5 1 Yo=Y Yi— Yo
Con =72 X, — X, 2Ax  Ax Ax
Con lo que la derivadas segunda es

d”(f(x)) 1
2| Tz Yoty Ep()
A _ d”((x=xp)-(x—x)-(x—x,))
(3)! dx>
Derivada Primera es constante en el intervalo; y el Error es lineal.
(El error serd igual a cero en alguno de los puntos datos?

E,(x)=
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DERIVADA PRIMERA EN BASE A SERIE DE TAYLOR

Si f(x) estd dada en forma discreta con 2 puntos (x,vy), (Xs+1,Vs+1) €S posible considerar el
desarrollo de Serie de Taylor de y .. ;=f(x ,+;) alrededor de x;

en la forma: A
2 4 y

fr= foahfe s I g 2 ol)

de donde se puede despejar la derivada primera en x;

P](X)

£ 1)

yS—i-l

Xs Xs+1

v

Pl +nh)= £ ) n (e )+ PR 2{ '), (nh) ;' "(x,) , (nh) 4{. ") 4 o)
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DERIVADA SEGUNDA EN BASE A SERIE DE TAYLOR

Si f(x) estd dada en forma discreta con 3 puntos (X.;,Vs.1) (X5, V), (Xs+1,Y s+1) €S posible
considerar el desarrollo de Serie de Taylor de y ,.;=f(x ;+;) alrededor de x;
en la forma:

n’ ’ ntor d f
S =LoAh fi+——fl+—f+—— [ x)
! 3! 4! :
h2 3 h4 rv
fs—lzfs_hfs"‘z—!fs—?!fs-l-ét—!fs ..... )

y con ello se puede plantear en x, la derivada segunda de f(x) como

fr=la fo+ B Loy fal

P+ )= £ )+ nh (e )+ ) 2{ '(x,) , (nh) 3]7 "(x,) , (nh) i”' ") 4 o)
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SOLUCION NUMERCIA DE [ECUACIONES DIFERENCIALES CON VALORES DE
CONTORNO

Ecuaciones diferenciales: una clasificacion

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Orden Superior
Problema de Valores de Contorno
Obtencion de Sistemas de Ecuaciones Lineales No Homogeneos
Obtencion de Sistemas de Valores y vectores propios
Problema de Valores Iniciales

Ecuaciones Diferenciales a Derivadas Parciales

Ejemplos
Resumen
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SOLUCION NUMERCIA DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Se busca obtener una solucion aproximada en forma discreta

Clasificacion de EDO

Primer orden
Siempre son de valor inicial

d”c‘l(;) FA-u(t)=0, AeR,

u(ty) =U,,

La solucion discreta es tal que aproxima a la
solucion exacta del problema

Ur = u(ty)

(1)

‘\’\0 u(t)
U U2 U} t

v

t0

tl

t2

3

Dr. Ing. A.Mirasso Ec.Dif. con Valores de Contorno
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SOLUCION NUMERCIA DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Se busca obtener una solucion aproximada en forma discreta
Orden Superior

Pueden ser
de valores 1niciales de valores de contorno
d’u(t) g
;o T u) =0, d’u(x)
dt L — —+u(x)-x=0 en Qz{ng:OSxSI}
du(f) dx

ulty) =ty dr |, u(0) =0 u(l) =0

A u(t)

t1 ) t3

La solucion discreta es tal que aproxima a la solucion exacta del problema

U= u(ty) Uk = u(xy)
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DISCRETIZACION DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Se busca u(x) solucidon de
d’u(x)
B 2
X
u(0)=0
u(l)=0
se plantea encontrar una solucion aproximada en forma de funcion discreta, solo en algunos
puntos elegidos del dominio o, equidistantes entre si, identificados con su abscisa X;.

+u(x)—x=0 en Qz{ng:OSxSI}

Es decir, se busca U(X)=U, con k=0,N; funcion discreta que es una aproximacion de la funcion
continua u(x).

U(x) ‘ ’

Up i i U; ! X

Dr. Ing. A.Mirasso Ec.Dif. con Valores de Contorno Ao 2014 4 de 14



Facultad de Ingenieria, Universidad Nacional de Cuyo

Se busca la funcion discreta U(X,)=U, con k=0,N;
que es una aproximacion de la funcidn continua u(x).

A

p U(x) ‘
- u(x)+u(x)—x:O en Q:{xeR:Ostl}

dx?

u(0)=0 Us U

u(1) =0 ¢

S

X=0,25 =0,5 X=0,75 X=1

Se divide el dominio o en N segmentos iguales
En cada uno de los X, se puede plantear la ecuacion diferencial a resolver pero con una
aproximacion de la derivada segunda en forma de derivada numérica

1

2

U, -2-U,+U,_]+U,-X, =0 enX, con k=1,(N-1)

De estas ecuaciones se pueden plantear tantas como puntos interiores; es decir N-1 ecuaciones y
se tienen N+1 incdgnitas.

Ademas se tienen las dos ecuaciones correspondientes a las Condiciones de Contorno, que
agregan dos ecuaciones mas.

Asi se tienen N+1 ecuaciones con N+1 incognitas.
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d*u(x)
————+u(x)—x=0 en Qz{ng:OSxSI} Ux) ’
X :
u(0) =0 | i ’
u(l) =0 Us I L T I
¢ X=0,25 X=0,5 X=0.75 X=1 ]

Si se consideran 5 puntos en todo el dominio, que son 3 en el interior y uno en cada uno de los bordes, es posible plantear

en Xy se debe cumplir que: U,=0
en X; se debe cumplir que: —0’2%[U0 -2-U, +U2]+ U-X,=0
en X, se debe cumplir que: —0,2%[U1 -2-U, +U3]+ U,-X,=0
en X; se debe cumplir que: —é[U2 -2.U, +U4]+ U,-X,=0
en Xy se debe cumplir que: Uu,=0

O bien en forma de sistema de ecuaciones lineales

2 -1 0) (1 0 0)] (U [32+41 -16 0 7| (U] (025

-1 2 -1]+|0 1 o|[{U,i=| =16 32+1 =16 |-{U,+=1 0,5
o -1 2) (o o 1)||U, 0 -16 32+1| |U,| 0,75
U [0,03488525

La solucion aproximada resulta U, = 0,05632582
U, 0,05003676

1
0,25
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2
—du(x)+u(x)—x=0 en Qz{ng:OSxSI} U(x) ’ ’
u(0) =0 ; § ’
u(l)=0 Ul U, U, 0, U N
¢ X=025 X=0,5 X=0,75 X=1 ]
La solucion aproximada completa, que incluye las condiciones de borde es:
U, 0
U, 0,03488525
U, =40,05632582;
U, 0,05003676
U, 0 )
Justificar que con la solucion obtenida una aproximacion de la funcion derivada primera de esta solucion se puede calcular mediante:
Uy’ -3 4 -1 0 O] 0
Ul(l) -1 0 1 0 01({0,03488525
U, = L o S1 0 10 0,05632582
(2*0,25)
U 0 0 -1 0 1005003676
Uy’ 0 0 1 -4 3] 0
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Caso N=2
U,=0 enX,
—é[UO—2-U1+U2]+U1—X1=O en X, Ux) R
U =0 enX, |
Ui
O bien Yo : U]Q_X,
9.-U,-0,5=KX=0,5 X=1

La solucion aproximada es
U, =1/18 = 0,055555

Asi el error respecto de la solucion exacta en ese punto es

E, =~ 0,5-5"OS 6601035002
18 senh(1)
E(abs), = - (0,5 30,1 5 5enn(05)y g0,
18 senh(l) senh(1)
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Caso N=4

U,=0 enX,

~ L U, -2-U, + U+ U, - X, =0 en X,=0.25 U(x) 4
0,5 ¢
—%[Ul—z-U2+U3]+U2—X2=0 en X, =0,5
0,5 Uy
]
—W[U2 —2.U,+U,|+U,-X,=0 en X, =075 X=02 X=0.5 X=0.7 X=1

3

U,=0 enX,
O bien
33 —-16 O U, 0,25
-16 33 -16|-1U, 0,5
0 -16 33 U, 0,75

La solucidn aproximada es
U] [0,03488525
U, b =10,05632582
U,| 10,05003676

Asi el error respecto de la solucion exacta en ese punto es

E, =|U, - 0,5- 5O _ 4 000264735
senh(1
E(abs), =|U, — (0,5 W) /(0,5 — M) —0,47%
senh(1) senh(1)
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Caso N=8

U,=0 enX,=0
1

(1/8)?
1

1/8)?

[U,-2.U +U,]+U,-X,=0 en X,=1/8

U, -2-U,+U,]+U,-X,=0 en X, =2/8

[U,-2-U,+U,]+U, - X, =0 en X, =3/8

O bien
(129 -64 0 0 0 0 0o | [y, 1/8
—64 129 64 0 0 0 0 u,| |2/8
0 -64 129 —64 0 0 0 u,| [3/8
0 0 -64 129 —64 0 0 U,| |48
0 0 0 —64 129 -64 0 Nu, [ 1578
0 0 0 0 -64 129 —64 Ul |6/8
0O 0 0 0 0 -64 129 u,l |7/8

La solucidn aproximada es
U” = {0,0183367; 0,03500678; 0,04831759; 0,05652399; 0,05780107; 0,05021568; 0,03169615}

Asi el error respecto de la solucion exacta en ese punto es

E, =|U, —(0,5- 5" _ ¢ 657118 - 05
senh(1)
E(abs), =|U, —(0,5 _M) /0,5 _M) =0,12%
senh(1) senh(1)
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Evaluacion del Error

Al considerar el error para distintos niveles de disicretizacion; es decir, distinto niumero de
segmentos en que se divide el dominio, se tiene

B 3 _ senh(0,5) _ B _ senh(0,5) _ senh(0,5)
Ey={Uy,,—(05 senh(l) ) y E(abs)y =|Uy,, —(0,5 senh(l) )| /(0,5 senh(l) )
Cuyas evaluaciones se presentan en la siguiente Tabla
N Ax Uaprox(oas ) EN E (Clb S) N

2 0,5 0,05555556 0,001035002  1,83%
4 0,25 0,05632582 0,000264735 0,47%
8 0,125 0,05652399 6,65711E-05 0,12%
16 0,0625 0,05657389 1,66672E-05 0,03%

Si se asume una relacion exponencial entre E(abs) yy Ax, la aproximacion por minimos
cuadrados da:

E(abS)N — CAXP — e—2,6168 'AX1’9861

Que indica una relacion del orden de A« = Ax*> que es el error de truncamiento local de la
aproximacion de derivada segunda utilizado.
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DISCRETIZACION DE ECUACIONES DIFERENCIALES A DERIVADAS PARCIALES

Se busca u(x,t) solucion de

2 2
—12m+x2m:0 en Qz{ng:OSxSI}

o’ o’
u(0,t)=0 u(x,0) =sin(r - x)
ou
l,t :O —_— ,0 :3
u(l,1) Py (x,0)

Se plantea encontrar una solucion aproximada en forma de funcion discreta en la variable X,
aunque continua en la variable t. Se pretende encontrar las funciones Uy (t)=u(X;.t) con k=0,N,
en N+1 puntos elegidos del dominio x, identificados con su abscisa X;.

Cuando se consideran derivadas parciales
respecto a la variable x, para t constante, la
funcion a derivar es una funcion discreta'y
se puede hacer derivadas numéricas.

Cuando se consideran derivadas parciales
respecto a la variable t, para x constante, la
funcion a derivar es una funcion continua 'y
se puede hacer derivadas analiticas.

t
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Se busca u(x,?) solucion de
82u(x t) Lyl 0u(x,t)

=0 en Qz{ng:OSxSI}

o’ o’
u(0,¢)=0 u(x,0) =sin(rz - x) X
ou g
lat :O —_ ,0 :3
u(l,z) Py (x,0)

En cada uno de los X, se puede plantear la
ecuacion diferencial a resolver pero con

una aproximacion de la derivada segunda ¢
respecto a x en forma de derivada

numerica; y con la derivada respecto de la variable t en forma analitica evaluada en esa abscisa
Xk. Asi se puede escribir:

en X, se debe cumplir que: U,t)=0
en X; se debe cumplir que: 025 [U )-2-U,(t)+U,(0)]+ (X)) dzzlz(t) =0

en X; se debe cumplir que: 012252 U,(0)=2-U,(0) + Uy (0)]+ (X,)* - dzZi(t) =0
en Xj; se debe cumplir que: 012252 U, =2-U,(0)+U,0)]+(X,)* - ¢ Z 0

en X, se debe cumplir que: U,t)=0
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Se busca u(x,?) solucion de

2 2
_pdulet) 20D g g fxeR:0<x<1)

o’ o’
u(0,¢)=0 u(x,0) =sin(rz - x)
ou
lst :O —_ ,0 :3
u(l,z) Py (x,0)

Asi se puede escribir:

U (1)
2 -1 0(U,@®)) [025° 0 0 ar 0
12 5 d-U,(t)
-1 2 11U+ 0 0,50 0 N—5—1=10
0,25 5 dt
0 -1 2 ||U,(0 0 0 075 dU, (1) 0
dt’ |
dU, 0)
U,(0) sen(m-0,25) dc(l]t 3
con las condiciones iniciales{ U, (0) ¢ = < sen(x - 0,50) ¢ y dt2 (0); =<3
U,(0) sen(m-0,75) dU, 3
” 0)

Este sistema se puede resolver con métodos analiticos o con métodos numéricos.
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SOLUCION NUMERCIA DE ECUACIONES DIFERENCIALES CON VALORES INICIALES

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden
M¢étodo de Euler
Método de Runge Kutta de 2% Orden

Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden
Reduccion a Sistemas de primer orden

Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden
M¢etodo de Diferencia Central
Reduccion a Sistemas de primer orden

Ejemplos
Resumen
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ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN

Se busca obtener una solucion aproximada en forma discreta de la siguiente EDO

du(t) du(t) i
= f(t,u(?)) =—A4-u(?)
dt dt
u(ty) =U, u(t,) =U,
Forma genércia. Ejemplo i !
La solucion discreta es tal que aproxima a la solucion
exacta del problema ur= u(ty) | | t -
t0 t1 t2 t3'
Solucion en base a Serie de Taylor
: d At d’
en f, se conoce u; y sus derivadas u(t, +At) =u(t,)+ At'ju ER dt’; ----------
Meétodos basados en Derivacion Numérica
du(t) 1 du(?) 1
se consideran aproximaciones ;. ) T Ar (4, —u,)+O(Ar) dr |, Y (4., —u,)+O(Ar)
du(t) 1 2
=—wu,,,—u,_)+O(At
dt . At ( n+l n—1 ) ( )
Métodos basados en Integracion Numérica
ub b NP
se considera la integral definida I du = _[ ftu@)dt  ub—ua=> w,-f(t,,u)+O0(At")
ua a k=1
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ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN

Se busca obtener una solucion aproximada en 4
forma discreta de la siguiente EDO
du(?) du(?)
= f(t,u(?)) =—A-u(t) .
dt dt Uo |
u(t,) =U, u(t,)=U,
| t
Solucion en base a Serie de Taylor ‘0 . " e
du At d’u
u(t, +At)y=u(t,)+At-—| +————1| +..
dt|, 2 dr
k ty
du(t) d*u(t)|  of (t,u(t))  of (t,u(t)) dul
=f(t,ult )=/t u )= — 4 = 2 + . .
en tk se conoce uk y dt . f( k ( k)) f( k k) fk dt2 . at au dt ‘tk

Solucion de Primer Orden
u(t, + At) =u(t,)+At- f(t,,u,)+O(At?)

Solucion de Segundo Orden

du
di

u(t, + At) =u(t,)+ At - +O(AL)

.\ At? .(Gf(t,u(t)) L I (tu®) duj
2 ot ou dt

tk tk
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EDO DE PRIMER ORDEN-METODO DE EULER

Se busca obtener una solucion aproximada de la EDO

d”;f) = f(tu(0)
u(ty) =U,

Métodos basados en Derivacion Numérica

du(t) 1
EULER Adelante  considera que a | A (u,., —u,)+O(AD)
tn
du(t)
=j,.u,
ar |, f,,u,)
— U, =u, +At f(t,,u,)+O(At?)
_ EXPLICIT
t., =t +At CITO . t
du(t) 1 N g
EULER Atras considera que Jt = A_t(unﬂ —u,)+O(Ar) n in+1
tn+l
du(t)
dg = f(tn+1 > Z’ln+1 )
tn+1
2
- U, =U, T At - f(tn+l9un+1) + O(At )
t .=t +Al T IMPLICITO
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METODO DE EULER ATRAS -EJEMPLO

La Ecuacion diferencial ordinaria de primer orden

a(t) =2-t-y(t)> con y(0)=1 Un+1 ]

dt
2
tiene la solucion exacta Y ex (t ) =1/ (1 —1 )

Se busca obtener una solucion aproximada de la EDO
mediante el Método de EULER ATRAS

Dado (%, Vu),la nueva solucion (,,+7, V,u+1) se calcula con
ym+1 = ym + At f(tm+l9ym+1)
(=t +At

Identificar la funcidn f(z,y).
Obtener una solucion aproximada en el intervalo [0,1), con el método de Euler Atras y el paso At=0.25

v
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METODO DE EULER ADELANTE -EJEMPLO

La Ecuacion diferencial ordinaria de primer orden

M:2-1,‘-)/(1,‘) con y(0)=1

dt tiene la solucion

exacta yex(t) — 1/(1_t2)

Se busca obtener una solucion aproximada de la EDO
mediante el Método de EULER ADELANTE

Dado (¢, V),
la nueva solucion (Z,,47, Ym+1) se calcula con

ym+1 — ym + kl
(.=t +At
Identificar la funcion f{z,y).

Obtener una solucion aproximada en el intervalo [0,1], con el método de Euler adelante y el paso At=0.25:

Up+1 N

t |y k1=At *f(ty) | y(t+At) Yex(t) Error=abs(yex(t)-yn)
0 1

0,25

0,5

v

Dr. Ing. A.Mirasso Ec.Dif. con Valores de Contorno Ao 2014



Facultad de Ingenieria, Universidad Nacional de Cuyo

METODO DE EULER-EJEMPLO

La Ecuacion diferencial ordinaria de primer orden

dy(t)+y(t):£ con y(0)=4 (t)=6-€_t/2—2+t

dt 2 2 tiene la solucidn exacta y ex

Se busca obtener una solucion aproximada de la EDO
mediante el Método de EULER (ADELANTE)

Dado (¢, V), 7
la nueva solucion (tm+ b Vm+1 ) se calcula con

kl = At f(tmﬁym)

ym+1 = ym + kl ' \

tm+l = tm + At E v
Identificar la funcion f{z,y). in tn+1
Obtener una solucion aproximada en el intervalo [0,1], con el método de Euler adelante y el paso At=0.25:
t y k1=At *f(t,y) | y(t+At) Yex(t) Error=abs(yex(t)-yn)
0 4
0,25
0,5

0,75
1

v
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Método de EULER (ADELANTE) en MATLAB

function Euler 00

yv0=4; % Valores Iniciales
t0=0;
Dt=0.01; % incremento de tiempo

NDt=1000; % cantidad de Dt a realizar
% Dimensionamiento
t=zeros (NDt,1); % vector para tiempo

% vector para y(t)

dy(t) »y() _t
dt 2 2
con y(0)=4

y=zeros (NDt, 1) ;
% Inicializacidn

£(1)=t0; Conocido (tm,ym)

y(1)=y0;

% EULER k, = At f(tm,ym)

for J=1:NDt-1 _
k1=Dt* (= (1/2)*y(3) + (1/2)*t(3)); Vit =V Tk
y(3+1) = y(3)+kl; f o=t 4 A
£(3+1) = t(j)+Dt; el

end

% Graficacidn

figure (1)

plot(t,y(:,1),'b");

end

Dr. Ing. A.Mirasso Ec.Dif. con Valores de Contorno Ao 2014 8 de 20



Facultad de Ingenieria, Universidad Nacional de Cuyo

V4

METODO DE EULER-EJEMPLO

La Ecuacion diferencial ordinaria de primer orden

224t

e

=6

2]

D)

dv(t) |y

con -y (O) =4 tiene la solucion exacta y ex (t)

Con At=0.01 se obtienen las siguientes graficas

2

dt

Solucién de EDO

x 10°

I
—— —y aprox
y exacta
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EDO DE PRIMER ORDEN-METODO DE PUNTO MEDIO

Se busca obtener una solucion aproximada de la EDO

du(t)
= f(t,u(t
py St u(?))
u(to) =U,
Métodos basados en Derivacion Numérica
du(t)| 1

(un+1 - Z’ln—l) + O(Atz)

Punto Medio considera que dt ‘tn IA?

du(t)
dt

=f(t,.u,) A u(t)

u,, =u, +2At- f(t,,u,)+O(Ar)

n+l
t,=t +At
Método Multipaso m-1 m m+1

Orden del Error es 3

Dr. Ing. A.Mirasso Ec.Dif. con Valores de Contorno Ao 2014 10 de 20



Facultad de Ingenieria, Universidad Nacional de Cuyo

EDO DE PRIMER ORDEN-METODOS DE RUNGE KUTTA DE SEGUNDO ORDEN

Dado (tm, ym) 1
se busca calcular la nueva solucion (tm+ L Vm+ 1) y(x)

ym+1 = ym +At q)(tmﬂymﬂAt)
[ .=t +At
Siendo Y+

Yc

CD(tmaymaAt) =4 'f(tmaym)-l_az 'f(tGﬂyG)
te=(,+b )

Vo=, +hA-f,)

Se expande en Taylor

S y:)=1(,,y,)+

+ (blm)'%

o 2
bzAt. m T At
+(b,AL- f,) & +O(Ar7)

t

m

g
o

x bzAt° - _j
+a, - ( f)@}

At'cb(tmaymaAt):At' (al +a2)'f(tm9ym) +a, (blAt) +th2)

t

m
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EDO DE PRIMER ORDEN-METODOS DE RUNGE KUTTA DE SEGUNDO ORDEN

Dado (£, V)
se busca calcular la nueva solucion (Z,,+7, Viu+1)

Vou =, FAtO( v, ,Al)
t .=t +At
Siendo
N,y M)=a-f@,,y,)+a- V)
t.=(t,+b )

Vo=, +b,At- f,)

N0, A=A (@ +a2>-f<rm,ym)+a2-<blAr>%

+ON)

2-b2At- m_j
t+a( f)ay

m

94
ot

Im

A

0
Vit =V AL (@, +ay) f(2,,,)+ a, -(blAt2)~ t+a, -(b2A12 fm)a

+O(A?)

tm

t

m

Se compara con la soluciéon por Serie de Taylor

u(t, + At) =u(t, )+ At- du

+O(AF)

A7 .(8f(t,u(t)) L (Gu@) du)
2 ot ou  dt

1 t

Para que las dos Series sean iguales los coeficientes deben ser iguales
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EDO DE PRIMER ORDEN-METODOS DE RUNGE KUTTA DE SEGUNDO ORDEN

De comparar las series se obtiene que

a, +a,=1 a,=w#0 y(x)
a,-b=1/2 Obiena1:1_0)1 Vo
az-b2=1/2 b1:b2:_

2w ym+1 ]
Dado (Z,,, )se calcula
la nueva solucion (47, Yim+1)

Vo=V, +At O,y ,At) Ym
(.=t +Af
mediante

to=t +At/Q2w)

kl :At f(xm9ym)

k, = At f(tGayG)
ym+1 :ym +(l_0))k1+a)k2
t. =t +Al

que es equivalente ha obtener:

s = sl o] (14 2| (328 00,0000

1
=y, +—k
Yo =Vm 2w

20

Dr. Ing. A.Mirasso Ec.Dif. con Valores de Contorno Ao 2014 13 de 20



Facultad de Ingenieria, Universidad Nacional de Cuyo

EDO DE PRIMER ORDEN-METODOS DE RUNGE KUTTA DE SEGUNDO ORDEN

Dado (%, ym), la nueva solucion (Zy,47, Vim+1 )
se calcula con
k, = At f(xm’ym)
to =t, +At/(2w)

1
Yo = Vnm +%kl
ky,=At f(tg,v,)
Vi1 =V +(l_a))k1 +ok,
t,., =t +At
Método de EULER MODIFICADO con o=/ |
Dado (%, ym), la nueva solucion (%, ;, ym+1) se calcula con

k, = At f(tmaym)
t, =t +At/2 Y(t)
Ve =y, +k /2

k, = At f(tG’yG)

Vst =V Tk

t o=t +Al

7 N
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METODO DE EULER MODIFICADO

y(t)

Dado (,,, ¥/, la nueva solucion (¢,,+7, Vyu+1)
se calcula con =1
kl:Atf(tmaym) yg_
to=t, +At/2 yexm‘f
Yo=Y, thk /2 YVm+1
k, =At fltg,v,) -
Vst =V T,
t .=t +At
EJEMPLO
La Ecuacion diferencial ordinaria de primer orden
(o), y(0) _t B
dt i 2 - 5 con y(O) =4 tiene la solucion exacta yex (t) — 6 e — 2 +1

Se busca obtener una solucion aproximada de la EDOmediante el Método de EULER MODIFICADO
Obtener una solucion aproximada en el intervalo [0,1], con el método de Euler adelante y el paso At=0.25:
t y k1= tg= yg= k2= Y (t+At)=

At *f(t,y) t+ At/(2w) | ytk1/2w) | At *f(tg,yg) | y+(1-w)kl+w*k2

0 |4
0,25
0,5
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Método de EULER MODIFICADO en MATLAB

function Euler 00

y0=4; % Valores Iniciales dy(t) y(@) t

t0=0; 4 -

Dt=0.01; % incremento de tiempo dt 2 2

NDt=1000; % cantidad de Dt a realizar con y«D==4

% Dimensionamiento

t=zeros (NDt, 1) ; % vector para tiempo

y=zeros (NDt, 1) ; % vector para y(t)

% Inicializaciédn

t(1)=t0; kletf(tm9ym)

y (1) =y0; w=1

% EULER t, =t +At/2

for j=1:NDt-1 .
k1=Dt* (- (1/2)*y (J) + (1/2)*t(3)); Y6 =Y thil2

yg = y(3) + k1/(2%w); k, =At f(tg, )
tg = t(j) + Dt/ (2*w);

k2=Dt* (- (1/2) *yg + (1/2)*tqg); Vi1 =V + Kk,
v(J+1) = vy (3)+(1l-w)*kl+w*k2; ¢ —f 4+ At
t(j+1) = t(j)+Dt; el

end

% Graficacidn

figure (1)

plot(t,y(:,1),'0D");

end
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v

METODO DE EULER-MODIFICADO

La Ecuacion diferencial ordinaria de primer orden

6-¢''?—2+¢

con -y (O) =4 tiene la solucion exacta y ex (t)

)
2
Con At=0.01 se obtienen las siguientes graficas

2

dv(t) | p(0)
dt

x 107

—— —y aprox
y exacta

Solucién de EDO

17 de 20
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EDO DE PRIMER ORDEN-METODOS DE RUNGE KUTTA DE SEGUNDO ORDEN

Dado (,,, ¥), la nueva solucion (Z,,+7, Vyu+1) y(X)‘
se calcula con ]
k =At f(x,,y,) Yc
to =t, +At/(2w) Vit
1
Yo =Vm t %kl )
ky =AMt f(t,, ;) Ym
Vst = Vm +(l_a))kl +wk,
(., =t +At

Método de EULER MEJORADO con a=1/2
Dado (tm, ym) la nueva solucion (l‘m+ L Vm+I ) se calcula con

k=4t f(x,,,) Yoo |
to =t +At
Ve =V, tk szlfﬂ
ky = At f(tG’yG) Yo
Vst =V + (ki +h,)/2 Y,
t o=t +Al
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METODO DE EULER MEJORADO

Dado (,,, ¥/, la nueva solucion (¢,,+7, Vyu+1) y(t)
se calcula con w=1/2
k=AM f(x,,9,) Yurths
to =t +At VeXmsr
yG:ym+k1 ym+1_
ky=At f(t,,y,) .
ym+1:ym+(k1+k2)/2 !
e =1 A tm. éthrI I 4
EJEMPLO la EDO Ny : . >
dv() , v(0) _1 -
dt " 2 - 5 con y(O) =4 tiene la solucion exacta yex (t) — 6 € o 2 +1

Se busca obtener una solucion aproximada de la EDOmediante el Método de EULER MEJORADO
Obtener una solucion aproximada en el intervalo [0,1], con el método de Euler adelante y el paso At=0.25:

t y k1= Xg= yg= k2= Y (t+At)=
At *{(ty) t+ At/(2w) | ytkl/2w) | At *f(tg,yg) | y+H(1-w)kl+w*k2

0 -

0,25

0,5
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EDO DE PRIMER ORDEN-METODO DE LOS TRAPECIOS

Se busca obtener una solucion aproximada en forma discreta de la siguiente EDO

d”;(f) = £ (tu(r) I
”(to) = Uo

Métodos basados en Integracion Numérica u :
se considera la integral definida . %unﬂ i t
n+l tn+1 l : :

jd” = jf(f,u(t))dt -1 ]

u

v

u

n

At
t g =1, + - ((t,01,) + £ (2,.0,,)) + O(AF)
4 2 4
| I
M¢étodo Implicito de un paso
Solucion de ecuacion no lineal
Corrector iterativo de una Prediccion con algin método explicito
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SOLUCION NUMERCIA DE ECUACIONES DIFERENCIALES CON VALORES INICIALES

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden
M¢étodo de Euler
Método de Runge Kutta de 2% Orden

Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden
Reduccion a Sistemas de primer orden

Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden
M¢etodo de Diferencia Central
Reduccion a Sistemas de primer orden

Ejemplos
Resumen
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SISTEMAS DE EDO -CIRCUITOS ELECTRICOS

Circuito Butterworth para filtros pasa baja (Eronini Umez Eronini, Dinamica de Sistemas y Control, Thomson Learning, 2001).

Se trata de un circuito de tipo RLC; es decir, con resistencias R, % V %
inductancias L, y capacitares C. Las ecuaciones que describen el B ¢ D
comportamiento son las siguientes: — )
i, 5 1 ? C:
A I N0 S V) A 0 i) (VL Ve(t) im\ == )\ == SRy Vo
C ] = ——
di | _ 1/C, 0 -1/C, 0 Ve . 0
di, 0 /L, 0 -1/L, || i, 0 —e & o J
dcg 0 0 +1/C, -1/RGC, |V, 0
D
dt

Circuitos RL y RC (Zill,G. Cullen, M. Ecuaciones Diferenciales con Problemas de Valores de Frontera, Thomson Learning, 2002).
Se trata de circuitos de tipo RL; es decir, con resistencias R, inductancias L, y RC con resistencias y capacitores C. Cuando se consideran como

incognitas las corrientes, se tiene que las ecuaciones resultantes son las siguientes: i1 )
di, (t : .
LT (R R L) + R, i) = Veld) Ry 1i(Y) Wiyt
di, (¢ L, L
L-950 R0+ R i) = Velt) Ve(t)

I (1) = I (1) + I (?)

l}@£Q+RJAQ:Vd0

di, (1)

RC- +i,() i, () =0

I () = I (1) + I (?)
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SISTEMAS DE EDO-MODELOS DE DISPERSION

Modelo de Dispersion de antihistaminas.
(Borelli, R.; Colleman, C. Ecuaciones Diferenciales, Oxford University Press, 2002).
Durante los resfrios es tipico ingeniar sustancias para aliviar los malestares. Dichas sustancias, como la antihistaminas, se
presentan en el organismo como sustancias a eliminar. En principio las antihistaminas estan en el aparato digestivo, y desde
alli pasan a la sangre que las circula por todo el cuerpo y son eliminadas de la sangre en los rifiones.
Se considera con x(?) es la cantidad de antihistamina en el aparato digestivo en el instante de tiempo t; y con y(?) se
considera la cantidad de antihistamina en la sangre en el mismo instante de tiempo t.
Asiun modelo de intercambio de antihistaminas en el organismo esta dado por las siguientes dos consideraciones:

e [a tasa de cantidad de antihistaminas en el aparato digestivo es proporcional a la cantidad de antihistaminas en el

aparato digestivo. Con una cierta cantidad inicial de antihistaminas

dx(t) kix(t) k2 y(1)
PRI x(Y) (N
x(0) = x,

Al ser una tasa negativa, deja en manifiesto que el proceso es tal que la cantidad decrece.
e Latasa de cantidad de antihistaminas en sangre es proporcional a la cantidad de antihistaminas en sangre y a la
cantidad de antihistaminas que ingresan desde el aparato digestivo. Con una cierta cantidad inicial de antihistaminas

M =—k, - y(t)+ kl-x(¢)

dt
¥(0) =y,
Otra forma de expresar las ecuaciones diferenciales es en la siguiente forma matricial.
dx(t)
dr | _|=k 0 |[x(0) x(0)|  |x,
dO [ { ko= kj{y(t)} {y«))} ) {y}
dt
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Eliminacion de contaminante en un liquido

Considérese un proceso por el cual se busca eliminar un contaminante de un liquido que circula entre dos depositos depuradores. Se trata de dos
bloques o sistemas depuradores en los cuales la cantidad de contaminate en el primer bloque es x(z), mientras que en el segundo es y(?). En la
siguiente figura se muestra el diagrama de bloques del sistema en anélisis.

En el primer bloque solo salen k; x(2) cantidad de contaminante, que ingresan en el k; x( t) k> y( t)
segundo bloque. Pero también existe una retroalimentacion no deseada desde el segundo x (t) L (0 -
bloque que hace ingresar al primer bloque 43 y(?) contaminante. Desde el segundo bloque < Y

salen k y(t) cantidad de contaminantes residuales. Las cantidades que salen de un bloque ks Y (t)

se consideran negativas, mientras que las que ingresan, positivas. De esa manera es
posible hacer el balance de lo que entra y sale en cada bloque e igualarlo a la tasa de cantidad de sustancia contaminante en el tiempo de dicho

bloque.
PO k301 x() DO k(o) + k150 k- 5(0)
dt dt
x(0) = x, (0) =y,
Otra forma de expresar las ecuaciones diferenciales es en la siguiente forma matricial.
dx(t)
AR - I B
dy(t) ki =k, —ky [ ¥(1) »(0) Yo
dt

En este caso se debe resolver las dos incognitas en forma simultdnea con las dos ecuaciones.

Otros problemas descriptos por SISTEMAS de EDO son:
Flujos entre depositos;
Flujos en procesos quimicos;
Evolucion de poblaciones y/o especies
Evolucion de “Romeo y Julieta”
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SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN

Se busca obtener una solucion aproximada en forma discreta del siguiente SISTEMA de EDO

D 103, +4-3,(0)

dt 0)=5 1 . 1 .
dy con: yl( ) que tiene solucion exacta y(t) - l{ } e_z t N E{ } 8_8 t
2= 4.y (O)+0-y,(1) »,(0)=3" 312 3 11/2

dt
Aplicar el Método de Euler y obtener la siguiente aproximacion
t 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05
yl 5
y2 3

kl yl 0,01*(-10*5+4%*3)
y2 | 0,01%( -4*5+0%*3)

yl (nt+l) | 5+(-0,38)

y2 (nt1) | 3+(-0,2)

tn+1 0+0,1

n tm+1

Método de Euler: Dado (¢,,y,,)
k, = At f(tm’ym)
Vit =V Ky
. =t, +At

Dr. Ing. A.Mirasso Ec.Dif. con Valores de Contorno Ao 2014 5de 13

v



Facultad de Ingenieria, Universidad Nacional de Cuyo

SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN

Se busca obtener una solucion aproximada en forma discreta del siguiente SISTEMA de EDO

D 103, +4-3,(0)

dt »n(0)=5
dy , con: _ 2,
7;:—4-y1(r)+o-y2(z) ¥,(0)=3
Aplicar el Método de Euler Modificado (w=1) y obtener la siguiente aproximacion
t 0 0.0 0,02 1003 004 k=AM f(t,,,)
yl 5 4,635 |4,2977 t,=t, +At/(2w)
y2 3 2,8076 |2,6292 1
k1 yl |0,01%(-10*5+4%3)=-0,38 Y6 = Y +%k1
2 10,01%( -4*5+0*3)=-0,2
. ( ) kzzAtf(tGﬂyG)
tg 0+0,01/2=0,005 Yua =Vu+(-0)k + ok,
ygl 5-0,38/2=4,81 t,., =t +At
yg2 3-0,2/2=12,9

k2 yl | 0,01%(-10%4,81+4*2,9)= -0,365
y2 | 0,01%( -4*4,81+0%2,9)= -0,1924

tg 0+0,01
yl (n+1)|5-0,365= 4,635
y2 (n+1)]3-0,1924=2,8076
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o

%5 Datos

y1l0=5; % Valores Iniciales

yv20=3;

t0=0;

Dt=0.01; % incremento de tiempo
NDt=200; % cantidad de Dt a realizar

o

% Dimensionamiento

t=zeros (1,NDt); % vector fila para el tiempo
y=zeros (2,NDt) ; % Matriz para el vector solucidn y(t)
yg=zeros (2,1); % Vector columna auxiliar

ya=zeros(2,1);
kl=zeros (2,1);
k2=zeros (2,1);
% Inicializacién del primer estado solucidn

t(1)=t0;
y(1,1)=y10;
y(2,1)=y20;
% Euler % Euler Modificado
for j=1:NDt-1 for j=1:NDt-1

va=y (:,3)7 va=y(:,3);

ta=t (J); ta=t(J);

k1(1,1)= Dt* (-10*ya(l) + 4*vya(2)); k1(1,1)= Dt* (-10*ya(l) + 4*vya(2));

k1(2,1)= Dt*x (-4*ya(l)+0*ya(2)); k1(2,1)= Dt* (-4*ya(l)+0*ya(2));

y(:,3+1) = ya + kl1; Vg = vya + k1/(2);

t(3+1) = ta + Dt; tg = ta + Dt/ (2);
end

k2(1,1)= Dt* (-10*yg(l) + 4*yg(2));
figure (1) k2(2,1)= Dt* (-4*yg(1l)+0*yg(2));
plot(t,y(1l,:),'b");grid on
end y(:,3+1) = vya + k2;
t(j+1) = ta + Dt;
end

for i=1:NDt

yex (1)=(1/3) *exp (-2*t (1)) +(14/3) *exp (-8*t (1)) ; er (i) =abs(yex (i)-y(1,1));
end
normer=norm(er, inf)
figure (1)
plot(t,y(l,:),'b', t,yex(l,:),'r");grid on
end
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% Datos

y1l0=5; % Valores Iniciales

yv20=3;

t0=0;

Dt=0.01; % incremento de tiempo
NDt=200; % cantidad de Dt a realizar

o

3 Dimensionamiento

t=zeros (1,NDt) ;

y=zeros (2,NDt) ;
yg=zeros (2,1

ya=zeros(2,1);

kl=zeros (2,1);
k2=zeros (2,1);

% Inicializacién del primer estado solucidn

. o

o
o
)I °

% vector fila para el tiempo
Matriz para el vector solucién y(t)
Vector columna auxiliar

t(1)=t0;
y(1,1)=y10;
y(2,1)=y20;
% Euler % Euler Modificado % Euler y RK
for j=1:NDt-1 for j=1:NDt-1 for j=1:NDt-1

va=y (:,3); va=y (:,3); va=y(:,3);

ta=t (j); ta=t (j); ta=t (j);

kl=Dt*f sist 1(ya,ta) kl=Dt*f sist 1(ya,ta) kl=Dt*f sist 1 (ya,ta)

=P {0 et A4S yat2 s =P {105 ya il —+—4*yai2 if (w==0)

2 =bes A ya A+t ya {2 k2 =Dbes {4 yat+0tyat2t k2=zeros (2,1)

y(:,3+1) = ya + kl1; Vg = vya + k1/(2); else

t(j+1) = ta + Dt; tg = ta + Dt/ (2); Vg = ya + kl1/(2*w);
end k2=Dt*f sist 1(yg,tg); tg = ta + Dt/ (2*w);

k2 =P {105 yg{r—+—4*yg{2 )5 k2=Dt*f sist 1(yg,tg);
figure (1) k22 =Dbes {4 rpg I+ yg{2 end
plot(t,y(1l,:),'b");grid on y(:,3+1) = ya + k2; v(:,3+1) = vyva + (1-w)*kl+w* k2;
end t(j+1) = ta + Dt; t(j+1) = ta + Dt;
end end

end
function [fy]=f sist 1(z,x)

fy(1,1)=(-10*z (1) + 4*z(2));

fy(2,1)=(-4*z(1)+0*z (2));
end
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ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE SEGUNDO ORDEN
REDUCCION A SISTEMAS DE PRIMER ORDEN

Considérese la EDO de segundo orden del péndulo simple,

2
a0 g
+=0(t)=0 o(t,) =0
dtz L 0 0
do(t
TE):’BO ent=t,

donde 4(?) es la posicion angular medida respecto de la vertical; 6, la posicion inicial y £, la velocidad
inicial. Si se plantea un cambio de variables tal que

yl(t) =(9(l‘) yl(t) :yz(t) g

¥, (1) =% entonces j, :% con lo que la EDO es »>()+-0() =0
Se tiene

P(0) =y, () O 0-3() + 1-,(2)

5.0 =g/ Dy, 00 PP 5 () =~(g/L)- 3, (1) + 0-3,(0)

. 0(t) ()
con lo que ()= {9(1‘)} B {; (f)}

Fle oy — Y (1) _ 0-»(@) + 1-3,(0) N 9(0)}_{371(0)}_{‘90}
y J(7) {y'zm} {—(g/L)-ymz) + O-yz(o} con y(o)‘{e'm) o) s
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En un sistema masa resorte los desplazamientos son la solucion de la siguiente EDO de segundo orden:
Buscar u(t), para ¢ ¢ [0;+), tal que

2 0 0
md u(t)+c-du(t)Jrk-u(Z):p-sen(Q-t) con u( : =
dt’ dt u(0)| |0
Si se plantea un cambio de variables tal que
n(@)=u(?) (1)
: : 3%
y,(t)= _d’“;it) lo que implica que ;, =) (1)
y la EDO se puede escribir
dy, (1) ) . o . »(©0) O
m—dt +c-y,t)+k-y,(t)=p-sen(Q-t) con {yz (t)}_{O}
El problema original se puede reemplazar por
Buscar y,(¢), »,(t), para ¢ ¢ [0;+), tal que
dy, (1) _ _
0 =y,(0) con y;(0)=0 P {u(t)}_ { 0 } - {u(O)}_ {0}
dy;zt(t) — (p/ mYsen(Q-1)— (k) m)-u(®) 1, (0)=0 dt \v@)|  |(p/ m)sen(Qy-1) = (k / m)-u(r) v0)[ o

La solucion exacta de este problema es
{u(t)} p 1 {— (Q/ w)sen(w-t)+ sen(Q- t)} con

= o' =k/m t¢&[0;+)
v(t) Q- (—cos(w-t)+cos(€2-1))

Tk 1-(Qlw)
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En un sistema la incognita primaria es la solucion de la siguiente EDO de tercer orden:
Buscar u(t), para ¢ ¢ [0;+), tal que

3 2 U(O) A

3 d ugt) ra, d uz(t) ‘a, du(?) +a, -u(t) = b(t) con 11(0) =1 B
dt dt dt i

1(0) C

Si se plantea un cambio de variables tal que

" (l‘) = u(t) d

. DO _ 0
()= dt

2 dt  lo que implica que dy, (1)

d2u(t) #:)@U)

()= 2
dt
dy; (1)

y la EDO se puede escribir a3 +a,-y;(O)+a; -y, (0)+a, -y, (1) =b() con u(0)=4;u(0)=28; u(0)=C

dt

El problema original se puede reemplazar por:
Buscar y,(f), »,(t), ys(t)para t & [0;+OO),tal que

dy, (1)

——=1,(0) ( o

ddt y »,(0) A

ycj't(t):)@(t) con 1y 0\=!8!
0 C

%:_(az/a3)‘y3(t)_(a1/613)°y2(t)—(a0/a3)-y1(t)+b(t)/a3 \y3( )) L~
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Buscar ¥, (1), »,(t), y,(t) para t & [0;+), tal que

rd)ﬁ(t)\
dt 0 1 0 v, (1) 0 ¥,(0) A
<%$= 0 0 1 v, (0) ¢+ 0 con 3 y,(0)s={B
dy, (1) —(ay/ay) —(a,/ay) —(a,/a;) || y,(0) b(t)/ a, Vs (0) C
dt

Ejemplo: Pag. 149 de Zill,G. Cullen, M. Ecuaciones Diferenciales con Problemas de Valores de Frontera, Thomson Learning, 2002.
Buscar u(t) solucion de

3 2
d ua(t) o4 uz(t) L1y, du®)
dt dt dt
La solucién exacta es:

u, (t)=c e +c,-e” +c,-e —(11/2)—(1/2)¢

—6-u(t)=3-¢ con u(0)=4; u(0)=B i(0)=C
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SOLUCION NUMERCIA DE ECUACIONES DIFERENCIALES CON VALORES INICIALES

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden
M¢étodo de Euler
Método de Runge Kutta de 2% Orden

Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden
Reduccion a Sistemas de primer orden

Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden
M¢etodo de Diferencia Central
Reduccion a Sistemas de primer orden

Ejemplos
Resumen
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ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE SEGUNDO ORDEN
REDUCCION A SISTEMAS DE PRIMER ORDEN

En un sistema la incognita primaria es la solucion de la siguiente EDO de segundo orden:
Buscar u(?), para t ¢ [0;+), tal que
d u(t du(t u(0) 0
2#+ du(t) +48-u(t)=36-sen(5-t) con < . =
dt dt 4(0)[ 10
La solucion exacta de este problema es
u(t) _36 1 —(5/2)sen(2-t) + sen(5-t)
V(1) 48 1- (5/ 2) 5:(—cos(2-t)+cos(5-1))

Reducir a un sistema de EDO de primer orden de la forma:

ﬂgﬂ—fov>0 con 7(0)= 7,

g [0;+0)

expresar

?(f)={ } ¥(0) =Y, ={ } J?(?(t),t)={

y resolver con un método de Runge Kutta de segundo orden. Comparar con la solucidén exacta.
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REDUCCION A SISTEMAS DE PRIMER ORDEN

En un sistema no lineal la incognita primaria es la solucion de la siguiente EDO de segundo orden:
Buscar u(t), para ¢ ¢ [0;+), tal que

d*u(t)  du(?) u(0)) [0
m———+c- +k-(I+a-u(®))-ult)=p-sen(Q-t con =
2 % ( (1)) u(t) = p-sen(Q-1) [~ 1o
Reducir a un sistema de EDO de primer orden de la forma:
dy(t) - _ - .
D000 con 5(0)=7,

expresar

m:{ } 7(0) = 7, ={ } f@m,r):{

y resolver con un método de Runge Kutta de segundo orden. Comparar con la solucion exacta.
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REDUCCION A SISTEMAS DE PRIMER ORDEN

En un sistema la incognita primaria es la solucion de la siguiente EDO de tercer orden:
Buscar u(t), para t ¢ [0;+), tal que
d’u(t) 6. d’u(t) du(t)
dr’ dt’
La solucion exacta de este problema es
u, (t)=c e +c, e +c,-e —(11/2)—(1/2) ¢

Ejemplo: Pag. 149 de Zill,G. Cullen, M. Ecuaciones Diferenciales con Problemas de Valores de Frontera, Thomson Learning, 2002.
Buscar u(t) solucion de

+11-

—6-u(t)=3-t con u(0)=4; u(0)=B u(0)=C

Reducir a un sistema de EDO de primer orden de la forma:

ay(t) -, . - -
LD _FGann con 507,
cxpresar
=1 FO=3 = JO0.0= y

resolver con un método de Runge Kutta de segundo orden, eligiendo Dt y el coeficiente w. Comparar con la
solucion exacta.
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REDUCCION A SISTEMAS DE PRIMER ORDEN

En un sistema las incégnitas primarias son la solucion del siguiente sistema de EDO de segundo orden:

Buscar 6,(1), 0t) para t ¢ [0;+), tal que

d* ot o
16 12()+4(62+¢91)=5t do,
dt {el} {n/s} o {0,1}
2 = y S > =
_ do _
32800 g _ 30 (0], [-m/4 : 0.2
dt’ L dt )y
Reducir a un sistema de EDO de primer orden de la forma:
dy(t - _ -
DO _FG0.0 con 50 -,

Expresar

(1) = F(0) =3, = f(F(0),1) =

y resolver con un método de Runge Kutta de segundo orden. Comparar con la solucién exacta.

Dr. Ing. A.Mirasso Eec.Dif. con VValores de Contorno Ao 2014

5de 13



Facultad de Ingenieria, Universidad Nacional de Cuyo

REDUCCION A SISTEMAS DE PRIMER ORDEN

En un sistema las incégnitas primarias son la solucion del siguiente sistema de EDO de segundo orden:
Buscar x;(?), x»(t) x3(t) para ¢ ¢ [0;+), tal que

M % (¢)+Cx(t)+Kx (¢) = R(?),

1 0 olfx®) [4 0o Ol[x,®] [0 4 1](x®) 5e' +8e* +cost
0 —1 ORE,(@)p+|0 =1 ORX,(O)p+[4 2 0[Rx,(0)p=1 —8e* +4e
0 0 2[%@®] |0 0 3|x(@) 1 0 1||x0) —cost—3sent +e'
x, (0)] (1 x, (0) 1
con 3x,(0)r=32¢ x,(0)p =44
x;(0)) (1 x;(0)) (0

Reducir a un sistema de EDO de primer orden de la forma:

% = (), 1) con F(0) =7,

Expresar
¥(t) = 7(0) = ¥, = f(0),0) =

y resolver con un método de Runge Kutta de segundo orden. Comparar con la solucion exacta.
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SISTEMA DE EDO DE PRIMER ORDEN -MATILAB

% Datos

Dim= 2 % Dimensidén del Sistema de EDO

w= 1 % 0 es Euler; 1 es E-Modificado; *s es E-Mejorado
y0=[5; 31; % Valores Iniciales deben ser Dim

t0=0;

Dt=0.01; % incremento de tiempo
NDt=200; % cantidad de Dt a realizar

Q

% Dimensionamiento

t=zeros (1,NDt) ; % vector fila para el tiempo
y=zeros (Dim, NDt) ; % Matriz para el vector solucidn y(t)
yg=zeros (2,1); % Vector columna auxiliar

ya=zeros (Dim, 1) ;
kl=zeros (Dim, 1) ;
k2=zeros (2,1);

o)

% Inicializacidén del primer estado solucidn

t(1)=t0;
y(:,1)=y0;
% Euler y RK
for j=1:NDt-1
va=y (:,3) 7
ta=t (3);
kl=Dt*f sist 1(ya,ta)
if (w==0)
k2=zeros (Dim, 1)
else
Vg = ya + k1/(2*w);
tg = ta + Dt/ (2*w);
k2=Dt*f sist 1(yg,tg);
end
y(:,3+1) = vya + (l-w)*kl+w* k2;
t(5+1) = ta + Dt;
end
end
function [fy]=f sist 1(z,x) % deben ser Dim componentes

fy(l,1)=(-10*z (1) + 4*z(2));
fy(2,1)=(-4*z(1)+0*z(2));
end
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ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE SEGUNDO ORDEN
METODO DE DIFERENCIA CENTRAL

En un sistema la incognita primaria es la solucion de la siguiente EDO de segundo orden:
Buscar u(?), para t ¢ [0;+), tal que

d “u(t du t u(0) o
( ) ®) +k-u(t)=p-g() con 1 . =
dt’ dt 00y | B
En base a las reglas de derivadas centrales
d’u(t)
% }t = v (u, , —2-u, +u, )+O0(At")
du(t) 1
= +O(At’ !
dt . 2 ) At ( n+1) ( ) E
Se puede escribir la EDO en [, en la forma:
U, = b(t)) +Dy-u, +H, u, g !
tn-1 in n+1
Con - A A :

-1
GE:(mJF%CJ ; DE:GE-(Zm—AtZk); HE:GE'(%C—’”} bg(t)zAtz-GE-p-g(t)

Es necesario conocer dos estados solucion (u,,.;, u,) para calcular el nuevo estado u,,+1 en ¢+ ;.
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EJEMPLO
Buscar con el método de diferencia central la incognita u(?), para ¢ ¢ [0;+), tal que
d ul(t u(0) 0
65 dult) +400-u(t) =80-sen(5-1) con o | =
dt’ 1(0) 0
La solucién exacta de este problema es
u(f) = 1 A= (5/2.48)sen(2.48 1) + sen(5-1)}

400 1—(5/2.48)°
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METODO DE DIFERENCIA CENTRAL

Para un sistema EDO que en forma generalizada se puede escribir
M ii(t)+Cu(t)+ Ku(t) = R(?),

con valores iniciales conocidos u(0), u(0),y con i (0)que se puede obtener de satisfacer la ecuacion
diferencial vectorial en el instante inicial t=0.
Se aproximan la ii (#) y la @ (?) con derivadas numéricas centrales y se reemplazan en el sistema original.

MALtz(u(r—Az) —2u(f)+u(t+Ar))+ CzLAt(—u(t —Af)+u(t+At))+Ku(t) =R(?)
Es posible aproximar u(s+Ar), para cualquier t > t; en la forma:

u(t+At) = b,(t) +D,(AD)-u(r) +H, (ADu(t—Ar)

con
Ar ) At
GE:(M+7CJ ; DE=GE-(2M—At2K); HE:GE.(TC_M); b, (1) = At* -G, -R(7)

Se debe destacar que las matrices Gg y Hg, como asi también la matriz inversa que las define, se calcula s6lo
una vez al inicio del método.

Para el valor inicial de t (t=t0), primero se halla una aproximacion de u(#, —Az) mediante Serie de Taylor:

u(t, —At) = (u(to)—Atl'l(tO) +%Az2 ﬁ(to)j.
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EJEMPLO
Buscar con el método de diferencia central las incognitas x;(?), x,(2) x3(t) para ¢ & [0;+), tal que

MXx(#))+Cx(1)+Kx(¢) =R(?),

1 0 Of[X () 4 0 O0Of[x() 0 4 1|[x () 5e' +8e”" +cost
0 -1 ORX,(O)p+]0 =1 ORxX,(O)p+|4 2 ORx, ()= —~8e” +4e
0 0 2|%@) |0 0 3|x0@) 1 0 1||x0) —cost—3sent +e'
x, (0) 1) x, (0) 1
con 1x,(0)r=42 x,(0)p =44
x;(0)) (1) x;(0)) 0
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function Dif cen
clc,clear

% Datos

Dt=0.003; % incremento de tiempo
NDt=2500; % cantidad de Dt a realizar

dim=3; % cantidad de funciones incdgnitas

oe

Dimensionamiento
t=zeros (1,NDt) ;

y=zeros (dim, NDt) ;
yan=zeros (dim, 1) ;
y );
y );

o°
o°

vector fila para guardar el tiempo

Matriz para guardar el vector solucidn y(t)
Vector de solucidédn anterior

Vector de solucidédn actual

Vector de solucidn nueva

o\°
I
o\°

o°
o

o\
o\°

ac=zeros (dim, 1
nu=zeros (dim, 1

’

o
o©

’

M= [1 0 O

0 =120

0O 0 2];
C= 104 0 O

0 -120

0 0 31;
K= [0 4 1

4 2 0

1 0 1];

Q

% Valores Iniciales o actuales

tac=0;

vac= [1; 2; 1]

vac= [1; 4; 0]

fua (1,1)=5*%exp(tac)+8*exp (2*tac) +cos (tac);
fua(2,1)=-8*exp(2*tac)+4*exp(tac);

fua (3,1)=-cos(tac)-3*sin(tac) +exp (tac);

% Inicializacién
G=inv (M+ (Dt/2)

D=G* (2*M-Dt" 2*K)
H=G* ((Dt/2) *C-M)

yan=yac-Dt*vac+ ((Dt"2) /2) *inv (M) * (fua-K*yac-C*vac) ;

t(1l)=tac; % Almacenamiento para luego graficar
y(:,1)=yac;
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o

% Diferencia Central
for j=2:NDt
bac=fun ind(tac,G,Dt); % actualizacidén de término independiente

ynu=bac + D*yac + H*yan; % Calculo con Dif Central
tnu=tac+Dt;
t(j)=tnu; % Almacenamiento para luego graficar

y(:,J)=ynu;

yan=yac; % actualizacién de estado anterior
yac=ynu; % actualizacidén de estado actual
tac=tnu;

end

end

function [fy]=fun ind(x,G,Dt)

r(l,1)= 5*exp(x) +8*%exp (2*x) +cos (x);
r(2,1)=-8*exp (2*x)t4*exp (x) ;
r(3,1)=-cos (x) -3*sin (x) +exp(x);
fy=Dt"2*G*r;

end
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