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1 CRITERIOS DE CONVERGENCIA EN METODOS
ITERATIVOS

1.1 Para funciones escalares no lineales

El método de PUNTO FIJO busca un valor Xg € R tal que se cumple la siguiente
ecuacion no lineal

xs = g(xs)

La regla de recurrencia que genera la sucesion de valores aproximados es

Xi+1 = 9(Xk)

Al restar ambas igualdades, miembro a miembro se tiene

Xi+1 — Xs = g(xx) — g(xs)
En el primer miembro de la igualdad, se tiene “el error en la iteracion (k+1)”, que se lo
identifica como &, = (Xkx41 — Xs), entonces

€1 = 9 (k) — g(xs)
En el segundo miembro de la igualdad, se tiene una diferencia de ordenadas, y usando el

Teorema de Valor medio, es posible escribir que el incremento de ordenadas es igual al
incremento de abscisas por la pendiente evaluada en una abscisa ¢ interior al intervalo

_dg(x)
90a) = gs) === (= xs)
X
§
Pero €}, = (.X' k— X S), es el “el error en la iteracion (k)”, por lo que
N dg(x) .
k+1 dx k
§
Para que el error disminuya entre una iteracion y otra, se debe cumplir que
dg(x)
“dr 1
X
§

La sucesion de valores aproximados xj,, generados por la regla de recurrencia del método
de punto fijo, convergera a la solucion exacta xg de la ecuacion no lineal, cuando el valor
absoluto de la derivada de la funcion no lineal sea menor a 1, en el entorno al punto
solucion.

Dr. Ing. Anibal Mirasso Pagina 1
Convergencia de Métodos Iterativos Afio 2021



Universidad Nacional de Cuyo
Calculo Numérico y Computacion Facultad de Ingenieria

1.2 Para funciones vectoriales. Método de [acobi

Buscar la solucidon de un sistema de ecuaciones lineales
A-x=0b>
Se lo puede interpretar como buscar el cero de la funcion vectorial

f(x)=A-x—b=0

Al identificar que
A=D+B

siendo D una matriz diagonal, cuyos elementos no nulos son los elementos de la diagonal
principal de la matriz A; y la matriz B, es la matriz complementaria obtenida como B=A-D.

En el método de JACOBI, se obtiene que el sistema de ecuaciones lineales original que se
pretende resolver, se puede expresar en forma equivalente como una igualdad de tipo “punto
fijo” en la forma

x=T-x+c
siendo la matriz T = —D™1 - B, yel vector ¢ = —-D 1. Q

El vector solucion xg satisface la igualdad de tipo “punto fijo”

xs =T xs+¢C

A su vez, la dicha igualdad es la regla de recurrencia del método iterativo de JACOBI que
genera la sucesion de soluciones aproximadas, que se calculan en la forma

xk+1:T'ﬂ+£

Restando miembro a miembro las dos ltimas igualdades, se tiene que
(s = x5) = T+ (= x5)

Definiendo en la iteracion k-ésima el vector error &, como la diferencia (x; — xs)

entonces,

5k+1:T'5_k

Para que el vector error entre una iteracion y la siguiente sea cada vez mas pequeio, la matriz
T debe cumplir alguna condicion especial, y no puede ser una matriz arbitraria.

Al menos hay dos formas para analizar que propiedad debe cumplir la matriz T para que el
método iterativo de JACOBI converja a la solucion exacta del sistema de ecuaciones lineales
original:

Analisis de los autovalores de la matriz T

Norma infinito de la matriz T.
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Analisis de los autovalores de T

En el método iterativo de JACOBI el vector error entre dos iteraciones consecutivas cumple
con la igualdad

€k+1=T'€_k

De modo que
a=Té&
para la iteracion k-ésima el error en el método de JACOBI

k=T &1 =T ... T-T-T-g=TF- ¢,

Considerando que la matriz T, tiene autovectores v; asociados autovalores A;, en la forma
Ty =zl

Es posible agrupar los autovectores v; como columnas de una matriz P, y los autovalores

A, como elementos no nulos de una matriz diagonal A, y obtener la siguiente igualdad
matricial que agrupa todos los autovalores y autovectores de la matriz T

T-P=P-A
Si todos los autovectores v; son linealmente independientes, entonces la matriz P tiene

inversa, y es posible diag(;alizar a la matriz T en la forma
P1.-T-P=A

O alternativamente
T=P-A-P!

Al considerar esta igualdad en la potencia de la matriz T, se tiene

T*=T:-.....T-T-T

T* =P-A-P1-....P-AP1L-P-A-P1L-P-A-P?
T*=P-A- (P! .....P)-A-(P1-P)-A-(P1-P)-A-P!
TK =P-A.......A-A-A-P1

que resulta

TE=P-Ak- P!
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Es oportuno destacar que una matriz diagonal A, elevada a la potencia k, resulta en una
matriz diagonal A¥, cuyos elemento no nulos son las potencias k de los elementos no nulos
de la matriz diagonal A

Entonces el error en la iteracion k-ésima del método de JACOBI es

& =T" - g

g =P A P71 g

y sera cada vez mas pequeno, si todos los autovalores de la matriz T, son en valor absoluto
inferiores a uno.

En forma equivalente, si el mayor de los valores absolutos de los autovalores de T es menor
a uno, entonces el error en la iteracion k-ésima del método de JACOBI sera cada vez mas
pequeio y el método convergera a la solucion exacta.

El mayor de los valores absolutos de los autovalores de una matriz T es el denominado
“radio espectral de la matriz”

Norma infinito de la matriz T.

Como se tratd anteriormente, en el método iterativo de JACOBI el vector error entre dos
iteraciones consecutivas cumple con la igualdad

E+1 = T &

Para asegurar que el vector error sea cada vez mas pequeio, se puede considerar alguna
norma del vector error. Asi aplicando alguna norma en mabos miembros de la igualdad

anterior, se tiene
e | = 7~

Pero considerando la propiedad de la norma del producto, se tiene

|- e[| < il

€k

con lo que resulta en que la norma del vector error en la iteracion (k+1) es menor o igual al
producto de la norma de la matriz T por la norma del vector error en la iteracion (k)

|eia || < 0TIl

Para que norma del vector error en la iteracion (k+1) sea cada vez mas pequeiia, y en el limite
tienda a cero, y por ello el vector error tienda al vector nulo, se debe cumplir que

€k

€k+1

ITI <1
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En particular, es oportuno destacar que la norma infinito de una matriz cualquiera M es:

N
[IM||, = Max para todo i IM(i, )
j=1

Al considerar la definicion de la matriz T del método de JACOBI, se tiene

T=-D'B
siendo
A=D+B
Resulta siempre que cualquier elemento de la matriz T es:
0 sii=j
TG, j) =<—-AG) . .
—— L sii#
AGy ot
N A(. .)
ju— l,
IT|lc = Max para todo i Z —]
| AG D)
Jj=1; i*j
Si se busca que
Tl < 1
Entonces
N - 3
. . —AG,))
Max para todo i — <1
L LA D)
j=1; i#j

Considerando que el |A(i, i)|, valor absoluto del cada elemento diagonal de la matriz A, es
constante para la sumatoria en j, se tiene que

N
Max para todo i ﬁ| | z .|—A(i;j)| <1
J=1 i#]
Alternativamente se puede escribir que
N
Para todo i Z |—A®, )| ¢ < |A®, D]
j=1; i#j

Para que la norma infinito de la matriz T sea menor a uno, y asi el vector error tienda al
vector nulo, y por lo tanto el método de JACOBI converja a la solucion exacta del sistema
de ecuaciones lineales, el valor absoluto del elemento diagonal de cada fila, |A(i, )], debe
ser mayor que la suma de los valores absolutos de los demés elementos de la fila.

La matriz A con dicha propiedad se dice que es estrictamente diagonal dominante.
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