2.5 ([Linealizacion de sistemas dinamicos no lineales

En las secciones anteriores hemos visto como representar los sistemas lineales. En esta seccion
se estudia una manera de obtener una aproximacion lineal de un sistema no lineal. La primer
pregunta que uno se debe hacer es jcémo se representa un sistema no lineal?

Los objetivos son 1) obtener representaciones o soluciones lineales aproximadas de las funciones
o sistemas no lineales, 2) entender el comportamiento de un sistema no lineal al ser perturbado
alrededor de una solucién o punto de operaciéon nominal.

2.5.1 Representacién de sistemas mo lineales

Se considera un sistema dindmico no-lineal se puede representar por un conjunto de ecuaciones
diferenciales de la forma general en donde f y h son funciones que representan la dinamica del
sistema y la salida de este dados en términos de la variable de estado x y la entrada wu.

wt) = flx(t),ud) , x(t) = o (2.68)
y(t) = h(xz(t)) (2.69)

donde f es una funcion vectorial de n x 1 elementos, expresada en términos de un vector de
estado lo cual es una variable de estado de dimensién x € R™!. El ntdmero de estados n es
conocido como el orden del sistema. La solucién z(t) de la ecuacién (2.68) corresponde a una
curva en el espacio de estado donde ¢ varia de cero hasta infinito. Esta curva es conocida como
la trayectoria de estado.

2.5.2 Interpretacion grafica

Analogia entre una funcién no lineal de cierta curvatura cuya representacion lineal es la linea
recta que pasa tangente en uno de sus puntos y las ecuaciones que describen un sistema dinamico
no lineal cuya representacion lineal se obtiene a partir de las derivadas parciales de la misma
funcién con respecto a sus variables.

Considere que una determinada funcién f(t) es no lineal. Por lo tanto, esta se representa como
una grafica con ciertas curvaturas dependiendo de los términos que contenga.

El comportamiento no lineal de esta curva obedece a cada uno de los términos que contiene.
Suponiendo que se desea analizar la forma lineal en que se comporta esta curva, entonces se
debera realizar un analisis en un solo punto del espacio. Esto se puede describir graficamente
por medio de una linea tangente a ese punto, la cual describira linealmente a la funciéon. La
linea representa la derivada de la funcién analizada en cierto punto especifico, lo cual es la
representacion lineal de la curva en un punto especifico.

El anélisis en un sistema dinamico no lineal se realiza de manera similar. Las ecuaciones de los
sistemas no lineales se pueden entender de la misma forma que se describe este comportamiento
grafico de una curva. La interpretacion grafica de una linealizacién es encontrar la forma de la
linea tangente en un punto de la funcién de una curva. Este punto se tomara en cuenta como el
punto de operacién o el punto de equilibrio.

curva z(t) entonces la tangente en el punto de linealizacién t = t; es x(f;), y la linea que
describe el comportamiento del sistema en dicho punto es la tangente a dicho punto. En una
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vecindad alrededor de este punto se dice que la tangente no cambia, de igual manera sucedera
alrededor del punto de operacion para el cual se encuentra la linealizacion del sistema dinamico.
Poner una grafica describiendo esta interpretacién usando matlab.

A

Figura 2.1. Interpretacion gréafica

2.5.3 Representaciéon aproximada de una funcién no lineal

Sea f(x1,x3,...,7,) una funcién no lineal escalar de n variables de estado z.

En forma general, esta funcion no lineal se puede expresar como una representacién aproximada
lineal alrededor de un punto establecido mediante una expansion en series de Taylor de la siguiente
manera. Suponiendo que la funcién se quiere linealizar alrededor del punto zg, su expansion en
series de Taylor es:

(o +62) = f(ao) +

Sx? 4 -+ (2.70)
0 0

Algunas funciones no lineales tipicas son por ejemplo:

1. cuando una ecuacién contiene un término bilineal, el cual se define como aquel en donde
aparecen multiplicindose el vector de la variable de estado y el control 7 Nu.

2. cuando aparece un término cuadrdtico, expresado como z? Az el cual describe una repre-
sentaciéon de elevar al cuadrado una variable de estado vectorial, xinR™ y donde la ganancia
esta dada por la matriz A.

Asimismo, otras funciones no lineales pueden ser, términos donde aparezcan funciones trigonométricas,
exponenciales, productos de més de una variable de estado, entre otras muchas.
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2.5.4 Sistemas no lineales, puntos de equilibrio y puntos de operaciéon

Un punto de lequilibrio del sistema dinamico representa las condiciones de las variables del
sistema, en donde este se encuentra estatico. Por ejemplo, en el caso de una particula si se
encuentra en reposo sin alguna fuerza externa que representa una entrada, entonces se dice
que se encuentra en un punto de equilibrio. Entonces, un punto de equilibro estd dado en
= f(z%u’) =0.

2.5.5 (Linealizacién aproximada de un sistema no lineal

Mediante una expansién en series de Taylor se obtendra un modelo aproximado lineal del
sistema no lineal que se considera.
Considere el sistema

z(t) = flx(t),u(t)) , z(to) = xo (2.71)
y(t) = h(z(t)) (2.72)

en el cual los puntos de equilibrio dados por (X, U,Y’) son constantes.

A continuacién, se integra (2.71)-(2.72), y representa como una ecuacién integral en funcién
de z(t)

x(t) = :Uo—i-/f(:v(r),u(T)))dT (2.73)

y(t) = hizo+ / f(x(r), u(r)))dr) (2.74)

Asumiendo que el sistema opera en su punto de equilibrio, tenemos que x(t) = z(ty) = X,
u(t) =U, y(t) = h(X) =Y. El estado del sistema es constante ya que se encuentra en equilibrio.

Considerense ciertas perturbaciones en el estado de equilibrio del sistema de la siguiente man-
era

z(to) = xo + 0xg = X + 0x9 , u(t) =U + du(t) (2.75)

Estas perturbaciones hacen que tanto el estado del sistema x(t) como la salida y(t) tengan
cambios con respecto a los valores de equilibrio en que anteriormente operaban,

x(t) = X +dxg +/f(X + 6x0(7), U + du(T)))dr (2.76)
y(t) = h(X+ 5:::0(;)) (2.77)

A partir de lo que se definié en (2.75), y de los puntos de equilibrio (operacién) del sistema se
puede obtener el valor del estado perturbado de las ecuaciones anteriores como dz(t) = z(t) — X
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y en la salida obtenemos de manera similar dy(t) = y(¢) — Y, lo que resulta en

Sr(t) = Owo+ / FOX + 820(7), U + u(r)))dr (2.78)
Sy(t) = h(X +05x0(7)) ~ h(X) (2.79)

De ahi se realiza una aproximacion lineal de estas ecuaciones por medio del teorema de expan-
sion en series de Taylor para cada funcion f(-,-) en el punto de operacién o equilibrio (X, U)

FX +0x(t),U + dut)) = f(X,U)+ g—f Sz(t) + g Su(t) + O(n > 2) (2.80)
Tlxu) Ulxu)
WX +0x(t) = h(X)+ % 5z(t) + O(n > 2) (2.81)

en donde los términos de las derivadas parciales deben ser evaluados en el punto de equilibrio
(operacién) (X,U) y O(n > 2) son términos de orden superior n > 2. Por lo tanto, realizando
esto obtenemos los valores de los estados perturbados en las ecuaciones (2.78)-(2.79).

t

(5:1:0+/ <g—£

to

dx(t) + O(n > 2)> (2.83)

dz(t) + of

dz(t)
(X.0) ou

du(t) + O(n > 2)) dr (2.82)

(X.U)

i = (5

Los términos de orden superior de la serie de Taylor se truncan de lo cual se obtiene una
aproximacion lineal de los valores de dz(t) y dy(t).

t

su(t) = 5960—1—/(%
oy(t) = (%

6x(t)) (2.85)
X
Una vez que se realiza este procedimiento,

of
dx(t) + ==
(X.0) ou

5u(t)> dr (2.84)

(X,U)

t

Sa(t) = o+ / (Aéx(t)+B5u(t))dr (2.86)

Sy(t) = Cox(t) (2.87)

El sistema se puede representar en forma de ecuaciones de estado como era su forma original
derivando con respecto al tiempo

di(t) = Adx(t)+ Bou(t) , x(to) = dxg (2.88)
dy(t) = Coux(t) (2.89)
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de donde las matrices son

Oh

_8_xX

_of 5O

A — —
ox (X0 ou (X.0)

, C (2.90)

y la dimensiéon de cada matriz o vector de derivadas parciales que se requiera en cada caso
depende de las dimensiones de la variable z y de la variable w.

Otra forma:

Especificamente, si la dindmica de la planta estda dada por

i(t) = fi(z(t),u(t),t); xzeR", uweR™ (2.91)

Si aplicamos cierto control que llamaremos control nominal, el sistema dinamico se moverd y
generara una trayectoria de estado x,. El funcionamiento para este control u,, serd en un llamado
punto nominal, el cual también se conoce como su (punto de operacién.

Suponga que el término f(x,u) es una funcién no lineal, a partir de este modelo no lineal
normalmente no es posible obtener una representacién de las matrices {A, B,C, D}. A pesar
de esto, es posible obtener una representacién equivalente a partir de este sistema no lineal,
el cual sera linealizado en el punto nominal o en algun punto de equilibrio establecido para el
sistema. También se hace esta linealizacién para por ejemplo, poder representar el modelo como
una funcion de transferencia.

Un punto de equilibrio del sistema dindamico representa las condiciones de las variables del
sistema, en donde este se encuentra estatico. Por ejemplo, en el caso de una particula si se
encuentra en reposo sin alguna fuerza externa que representa una entrada, entonces se dice
que se encuentra en un punto de equilibrio. Entonces, un punto de equilibro estd dado en
= f(z%u") = 0.

Si queremos linealizar el sistema en la ecuacién (2.91) en algun punto nominal dado como
(U, x,). Tenemos el sistema expresado como #; = fi(x,u,t). Supongamos que inicialmente
el sistema esta en el punto nominal y ante ciertas perturbaciones pequenas estas variables se
expresan como

x(t) = 2°(t) + dx(t) (2.92)
u(t) = u’(t) + du(t) (2.93)
Por lo tanto, substituyendo en (2.91), tenemos que la ecuacién se puede escribir como
d
T = a(a:? +63) = fi(2° + 6z, u® + du) (2.94)

Para realizar la linealizacion analiticamente en este sistema expresado de forma general, debemos
realizar una expansién en series de Taylor de f(-,-) para expresar los términos que tienen las
perturbaciones de manera separada. La serie de Taylor se representa como la serie infinita
expresada a continuacién

f) =3 L0 (2.95)

Una expansién en series de Taylor representa este mismo concepto, aunque para el caso que
se hace la expansion los términos de orden superior se consideran despreciables por ser muy
pequeos.
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Entonces, la expansién en serie de Taylor de f(-,-) en el punto de operacién o nominal
20(t), u’(t)

dx + of du+ O(n > 2) (2.96)

d o)+ 0x;) ~ fi(a®, ul) + o,

T dt(

6x

en donde los términos de las derivadas parciales deben ser evaluados en el punto nominal (ug, o).
Por lo tanto, realizando esto obtenemos

ofi |9/ Ofi
AR . 2.97
ox {81)1 oz, ( )
Como sabemos que
d
L0 = fia®, ) (2.98)
por lo tanto, tenemos que
d af; af
—(6z; —1 2.99
dt(x) 8$0+8u0u (2.99)
Entonces para expresar el Sistema linealizado podemos escribir lo siguiente
i 8f1| B 8f1‘
0 0
p 8f2 | 3f2 ‘
0 0
%5:75 = ox + ou = A(t)ox + B(t)ou (2.100)
8fn | 6fn ‘
L 0 L 0

Las matrices A y B seran por lo tanto matrices de dimension A € R™" y B € R™"™,
Expandiendo los términos de las ecuaciones anteriores tenemos que

'%‘ %} %‘ '%| %‘ 8f1‘
Oxz1 10  Oxz210 0z, 10 Oup 10 Ouz 10 Oum 10
%’ %} %‘ %| %‘ %‘
Oxz1 10  Oxz210 Oz, 10 Oup 10 Ouz 10 Oum 10
At) = . ' ‘ ' , B(t) = . . . . (2.101)
L Oz110 Oz210 Ozxn 10 L Oui1 10 Ouz 10 Oum 10

Si la @cuacién de salida y = g(x,u) es no-lineal tambien y y(¢) = y° + dy, entonces

EOED

d 892 |0 892 ’0
%5:)3 = dr + du = C(t)dx + D(t)ou (2.102)

w,l L
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Por lo tanto, el sistema no-lineal (2.91) se puede expresar como un modelo linealizado de la

forma
2= Az+ Bv (2.103)

donde A € R™" y B € R™™ se representa como

(o (Y
()] (2) 2100

Tn,Un

Si el punto de operacién o nominal es un punto de@quilibrio) del sistema x°(t), u°(¢) son cero, en-
tonces las matrices de las ecuaciones diferenciales para obtener el grupo de matrices {A, B, C, D}
serd constante. (sistema lineal e invariante en el tiempo).

2.5.6 Ejemplos

Ejemplo 2.5.1. El modelo de un sistema dinamico no lineal se describe por las siguientes
ecuaciones:

. 1

Encuentre el sistema linealizado asumiendo que el punto de equilibrio estd dado cuando u =
u, = 0, y las condiciones iniciales son 1, (0) = z2,(0) = 1.
El sistema agrupado en la forma matricial es escrito como sigue

i(t) = {”?1 } - { 2 } _ [ }283 } — f(w,u) (2.107)

donde las funciones f; y fo describen cada una de los argumentos de las ecuaciones del modelo.

Primero obtendremos los valores de equilibrio (operacién) del sistema en los que posteriormente
evaluaremos la linealizacion para obtener la aproximacién lineal del sistema.

Asumiendo el valor de equilibrio que se proporciona como informacién v = w,, = 0, podemos
obtener el punto de equilibrio de cada variable de estado como sigue:

Aplicando la forma de linealizar el sistema mediante la linealizacion aproximada, obtenemos
lo siguiente:

of oh

8f 01 | Ty, un 8m2‘g;mun 0 % 0 2
A=5: - = ’ = 2.108
e 01 l2nupn 02 l2n,un nUn
0 T
. Of of 0 2 0
2_%%%”%%%“_[0 O]Z+{—t+1}v (2.110)
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Ejemplo 2.5.2. Considere el sistema dindamico no lineal que describe un péndulo simple

0(t) + gsenﬁ(zf) =0

l (2.111)

1. Asigne ¢; =0 y ¢ = 6. Encuentre la ecuacién ¢ = f(q).
2. Encuentre un modelo lineal en el punto nominal 8 = 6,, = 0.

3. Verifique (b) usando la igualdad senf ~ .

Figura 2.2. Péndulo simple

Si sabemos que las variables del modelo dado son 6 y 0 podemos definir las variables de estado
de nuestro modelo como ¢; = 6, y g2 = 6.

Pero lo méas imporante en este sistema no lineal es cémo escribimos la relacién ¢ = f(q)?

Primero, definimos el vector como es dado

i = { @ } (2.112)
a2
de la definicion anterior, sabemos que ¢; = 9, y por lo tanto ¢ = go.
Entonces si ¢o = 6, ¢y estd definido por ¢o = 6. De esta manera, de la ecuacién (2.111)
despejamos
b= —%sene (2.113)
de esta forma, substituyendo las variables en las ecuaciones tenemos que
. q2 fi(q)
— g = = 2.114
f(Q) ¢ [ —%senql } [ fz((J) } ( )

esta es la funcion no lineal por lo tanto debemos linealizarlo ya que se nos pide encontrar un
modelo lineal para 6 = 0.

De acuerdo al método de linealizacién, debemnos derivar parcialmente con respecto a cada
una de las variables usadas para encontrar la matriz A linealizada

of of
of ol 5l 0 1
gl | ar ap | | —Zcosq O (2.115)
o | 52], 52l ! 0
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Para obtener finalmente la linealizacion debemos evaluar esta matriz en los valores nominales
de las variables de nuestro sistema dindmico. Sabemos que estas son 6 y 6. Recordemos que al
evaluar en un punto nominal, este puede representar ya sea algun punto de equilibrio o un punto
de operacion del sistema dinamico que estamos considerando.

Pero para entender a qué nos referimos es importante saber qué representan esta variable
fisicamente. La variable 6 representa el angulo con respecto a la posicion vertical del péndulo
colgado. Por lo tanto, si # = 0, esto representa que el péndulo estd en una posicion estatica.
Debemos evaluar esta matriz en los valores de # = 0 y como 0 representa la derivada de esto,
asimismo es 6 = 0.

Al evaluar (2.115) en estos valores nominales, tenemos que el modelo es

o
Y -2.0

Oz:{ 0 1]2 (2.116)

Podemos verificar lo anterior directamente del modelo del sistema usando la igualdad senf ~ 6.
Por lo tanto, considerando esto la ecuacién

é—i—%senézo = {9'+%9=0 (2.117)

Ademas, si g1 =0,y ¢ = 6 tenemos que esto es equivalente a lo que se hizo antes

9 _n . s _ P of 1 0 1

2.6 Transformaciones de la representacién del sistema dinamico

Las representaciones de espacio de estado no son unicas ya que hay libertad para escoger cual
es el vector de variables de estado que estamos tomando en cuenta. Por lo regular, la seleccion
de las variables de estado se hace en forma arbitraria, y no es tan importante el orden.

En realidad, es posible de un modelo dado poder hacer una transformacién a otro modelo
equivalente en funcién de sus propiedades de entrada-salida.

2.6.1 Transformacion entre una funcion de transferencia y la ecuacion
de estado

Supongamos que inicialmente tenemos una funcién de transferencia dada por la expresién
general
(2.119)

La expresion anterior estd en el dominio de Laplace. Dicha representacion puede ser escrita
como una ecuacién en funcién de las variables de entrada U(s) y las variables de salida del
sistema Y'(.S) de la siguiente manera.

Esta a su vez, puede ser transformada al dominio del tiempo

Esta ecuacién diferencial es la que representa la dindmica del sistema.
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