UNIDAD 1

1. Nociones basicas de Loégica

La logica simbolica es una herramienta usada en todas las areas de la Mateméatica que
permite expresar razonamientos de manera precisa y estructurada mediante simbolos y reglas
bien definidas. Proporciona un lenguaje formal para analizar la validez de argumentos y esta-
blecer la base de conceptos matematicos. Al eliminar la ambigiiedad del lenguaje natural, la
logica simbolica facilita la construccion de demostraciones rigurosas y el analisis de estructuras
abstractas.

El origen de la légica como disciplina formal comienza con la filosofia clasica de la Anti-
gua Grecia, con Aristételes (384-322 a.C.). El desarrollé un sistema para analizar argumentos
basados en premisas y conclusiones. Aunque este enfoque estaba limitado a algunas formas
especificas de razonamiento verbal.

El salto hacia la logica simboélica moderna ocurrié en el siglo XIX, principalmente gracias a
George Boole (1815-1864), quien introdujo un enfoque algebraico para representar proposiciones
logicas y asi marco el inicio de la l6gica matematica que se convirtio en la base de muchas areas
en Matematica y de la computacion moderna.

Posteriormente, Gottlob Frege (1848-1925) profundizo el uso de la logica simbolica para
formalizar el razonamiento matematico, introduciendo un lenguaje l6gico mas sofisticado que
inclufa los cuantificadores universales y existenciales. A principios del siglo XX, los trabajos
de Bertrand Russell, Alfred North Whitehead y David Hilbert impulsaron la formalizacion
completa de las matematicas, consolidando a la logica simboélica como un campo central de
estudio.

Por otro lado, el desarrollo de la teoria de la computacion en el siglo XX, gracias a pioneros
como Alan Turing y Alonzo Church, demostr6 como la logica simbolica puede servir como base
para modelar y analizar sistemas computacionales.

Actualmente, la 16gica simboélica ademas de constituir el lenguaje universal de la Matemati-
ca, es esencial en la informatica, la inteligencia artificial, la lingiiistica y la filosofia. Comprender
sus fundamentos permite desarrollar habilidades analiticas aplicables a estas disciplinas.

Los temas principales que abordaremos en este texto son:

= Proposiciones y conectores logicos. Analisis de valor de verdad de proposiciones.
= [mplicacion logica y equivalencia logica.

» Uso de cuantificadores

1.1. Proposiciones y conectivos logicos

En el desarrollo de cualquier teoria, se hacen afirmaciones en forma de oraciones. A esas
afirmaciones se las llama proposiciones. Pero no cualquier afirmacion resulta ser una proposicion.
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Definiciéon 1.1

Una proposiciéon es un enunciado afirmativo que puede ser calificado como verdadero o
falso, pero no ambos a la vez.

Notacién: para nombrar las proposiciones se usa, en general, letras mintsculas del alfa-
beto latino como: p, ¢, r. Ademas, su valor de verdad suele indicarse como v(p) =V 6 v(p) = F.

Ejemplo 1.1 Los siguientes enunciados son proposiciones:

p: El dominio de la funcién seno es R.
¢ 24+3=7
r: Algebra es un curso obligatorio para el primer semestre de las carreras de Ingenieria.

Por otro lado, no son proposiciones, oraciones como:
s ;Cuanto tiempo queda? s ;Fall6 la compilaciéon? s jCuidado con el perro!

Claramente, a estas oraciones no se les puede asignar un valor de verdad (ni verdadero, ni
falso), a lo sumo son preguntas que pueden responderse, pero no son proposiciones.

Las proposiciones r del ejemplo anterior, son proposiones simples (o primitivas
b )
ya que no pueden ser descompuestas en otras proposiciones més sencillas.

1.2. Conectivos l6gicos

Es posible formar nuevas proposiciones, a partir de otras, mediante el uso de conectivos. En el
estudio de la logica simbdlica se analiza el valor de verdad de estas nuevas proposiciones llamadas
compuestas, independientemente del contenido de las mismas. Los principales conectivos con
los que se forman nuevas proposiciones son:

» NEGACION: La negacion de una proposiciéon p se denota como —p, p o ~ p. Colo-
quialmente se lee de muchas maneras, como por ejemplo: "no es cierto que p", pero en
realidad depende mucho de lo que enuncie la proposicion. El valor de verdad de la nueva
proposicion obtenida al negar p es exactamente su contrario, es decir:

p|™p
VI F
FlV

En el ejemplo, —p podria expresarse como: El dominio de la funcién seno no es R; su valor
de verdad serfa falso ya que v(p) = V; mientras que si se niega la proposicion ¢, en ese
caso —q puede leerse como "2+ 3 es distinto de 7 ", o simbolizarse como 2+ 3 # 7, siendo

v(—q) =V.

» CONJUNCION: La conjuncion de dos proposiciones p y ¢ se denota como p A ¢ y se
lee "py q". El valor de verdad de la proposicién compuesta obtenida de esta manera
es verdadera sb6lo cuando ambas proposiciones son verdaderas.
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En el ejemplo, la proposiciéon p A g seria: El dominio de la funcién senoes Ry 243 = T7;
su valor de verdad serfa falso ya que v(p) =V pero v(q) = F.

» DISYUNCION: La disyuncién de dos proposiciones p y ¢ se denota como pV q y se
lee "p o ¢ ". El valor de verdad de la nueva proposicién que se obtiene de esta manera es
falsa en el tinico caso en que las dos proposiciones sean falsas.

pvyg
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En el ejemplo, la proposiciéon p V q seria: El dominio de la funcién senoes R o243 = T7;
su valor de verdad seria verdadero ya que v(p) =V, aunque v(q) = F.

Observacion: Este conectivo no se corresponde exactamente a la "o "que usamnos co-
loquialmente, sino que es como el "y/o "; por esto es que este conectivo suele llamarse

disyuncién inclusiva, ya que incluye el caso en que ambas proposiciones son verdaderas.

» DISYUNCION EXCLUYENTE: La disyuncién excluyente de dos proposiciones p y
q se denota como p Y q y se lee "o p o g ", entre otras formas coloquiales. El valor de
verdad de la nueva proposicion que se obtiene de esta manera es falsa en el tinico caso en
que las dos proposiciones sean falsas.

i~
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VEEEEEEER En el ejemplo, la proposicion p V ¢ seria: El dominio de la funcién seno es
R 0 2+ 3 = 7; su valor de verdad seria verdadero ya que v(p) =V, aunque v(q) = F.

Observacion: Este conectivo no se corresponde exactamente a la "o "que usamnos co-
loquialmente, sino que es como el "y/o "; por esto es que este conectivo suele llamarse

disyuncién inclusiva, ya que incluye el caso en que ambas proposiciones son verdaderas.

» IMPLICACION: La implicacién o condicional de dos proposiciones p y ¢ se denota como
p — ¢. En esta nueva proposicion p recibe el nombre de antecedente (o hipotesis) y
q el de consecuente (o conclusion). Usualmente se lee como: "Si p entonces ¢ ". El
valor de verdad de una implicacion es falsa s6lo cuando el antecedente es verdadero y el
consecuente falso.

pPlqg|p—4g
Vivi Vv
VIF| F
FlVi Vv
F|\F| V

Otras formas que aparecen para expresar esta proposicion coloquialmente son:
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e p implica ¢ e gsip
e Sip,q e p solosiq

Con las proposiciones del ejemplo p — ¢ seria: Si el dominio de la funcién seno es R,
entonces 2+ 3 = 7; su valor de verdad seria falso ya que v(p) = V mientras que v(q) = F.

Cada implicacion tiene otras implicaciones asociadas, en el sentido de que se pueden
escribir a partir de ella. Dichas implicaciones, cuya relevancia se analizara luego, son:

IMPLICACION IMPLICACIONES ASOCIADAS
q—p reciproca
b -p — q contraria
—q — P contrarreciproca

= DOBLE IMPLICACION: La doble implicacién, o bicondicional, entre proposiciones
p vy q se denota como p < ¢. Coloquialmente se lee: "p si y s6lo si ¢ ". El valor de
verdad de la proposiciéon compuesta resultante es verdadera cuando los valores de verdad
de las proposiciones involucradas son iguales, es decir, ambas verdaderas o ambas falsas.

Pl1q|pyq
Vivi VvV
VIF| F
FlV| F
FlF| V

Si se consideran las proposiciones del ejemplo, p <> ¢ quedaria: El dominio de la funcion
seno es R si y sélo si 2+ 3 = 7; su valor de verdad seria falso ya que los valores de verdad
de las dos proposiciones son diferentes, v(p) =V y v(q) = F.

El analisis de valores de verdad de las proposiciones compuestas se hace a través de tablas
como las ya introducidas. En ellas se consideran todas las proposiciones involucradas y sus
valores de verdad, abarcando todos los casos posibles. Como se desprende de los ejemplos
anteriores, si s6lo tenemos una proposicion la tabla tiene dos renglones, si son dos tiene 4 y, en
general, si la proposiciéon compuesta tiene n proposicions, la tabla requerira 2" renglones para
abarcar todos las posibilidades.

Para evitar el uso excesivo de paréntesis o corchetes en las proposiciones compuestas, se
establece una jerarquia entre conectivos. De este modo para analizar la proposicion primero
se realiza la de menor jerarquia y se va ascendiendo hasta realizar el de mayor jerarquia,
también llamado conectivo principal. Si esta jerarquia no corresponde al orden convenido,
se utilizan paréntesis (del mismo modo que en operaciones combinadas con ntimeros se cambia
la prevalencia de la adicion respecto de la multiplicacion). En orden creciente, la jerarquia de
los conectivos es:

1. negacion (=)

2. conjuncion (A)

3. disyuncién (V)

4. disyuncién excluyente (V)

5. implicacion (—)
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6. doble implicacion (<)

Ejemplo 1.2 La proposiciéon ¢ A —u — s requiere, para el anélisis de sus valores de verdad, una

tabla de 8 renglones. Se descompone la proposicion de modo que pueda ser analizada por partes
segun el orden de prioridad que tienen los conectivos. El conectivo principal de esta proposicion
es la implicacion, cuyo antecedente es g A —u y cuyo valor de verdad debe ser determinado antes
del de la implicacién. Completando entonces la tabla, de izquierda a derecha, queda:

qglu|s|ujgN-u|lgN-u—s qglul|s|ulgAN-u|lgN-u—s
Viviv VIiVIV|F F V
VIV IF VIVIF|F F V
VIF|V VIF|V |V V V
VIF|F VIF|F|V V F
F\VIV F\V |V | F F V
FIVI|F FIVI|IF|F F V
FIF|V FIF VIV F V
F|F|F FIF|F |V F V

En cambio, si se quiere construir la tabla de verdad de ¢ A (—u — s), debe tenerse en cuenta
que el conectivo principal es la conjunciéon, que se hace entre ¢ y la implicacion —u — s. Se
puede comprobar a través de una tabla, que los valores de verdad de estas proposiciones son
diferentes, de lo que se desprende que las proposiciones enuncian cosas distintas.

1.3. Implicacién légica y equivalencia logica

El analisis del valor de verdad de las proposiciones compuestas adquiere su mayor relevancia
cuando el resultado final tiene ciertas particularidades. Esto se resume en la siguiente definicion:

Definicién 1.2

Sea P una proposiciéon compuesta, se dice que:

= P es tautologia si es verdadera para todas las asignaciones de valores de verdad de
las proposiciones simples que la componen.

= P es contradiccion si es falsa para todas las asignaciones de valores de verdad de
las proposiciones simples que la componen.

= P es una contingencia si su valor de verdad cambia segin cuéles sean los de las
proposiciones simples que la forman.

En particular, son de interés las tautologias que tienen como conectivo principal la impli-
cacion o bicondicional. Si una implicacién resulta ser una tautologia, se la llama implicaciéon
légica y se indica cambiando el simbolo — por =; asimismo, si una doble implicaciéon es tau-
tologia, se la llama equivalencia légica y se indica cambiando <+ por & o =.

El interés radica en que la estructura logica de las propiedades y teoremas responde a proposi-
ciones que tienen como conectivo principal implicacién o doble implicacion.

Ejemplo 1.3 Al realizar la tabla de verdad de la proposicion (p — q) <> (—pV q), se puede
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ver que es una tautologia:

plag|-p|pVag|lp—=q|p—q) < (-pVa)
VIVI|IF V V Vv
VIFIF| F F 1%
FlV|Vv] v 1% 1%
FIFIV| Vv 1% 1%

Para sintetizar la informaciéon de la tabla se escribe:

(p—=q) <= (—pVq) o también (p—q)=(—pVq).

Observacion: El hecho de que estas proposiciones sean equivalentes, permite sustituir una
por otra en un argumento sin que cambie el sentido ni la validez del mismo.

Ejemplo 1.4 La proposicion [(p — ¢) A =q] — —p también resulta una tautologia:

plaglpl-qglp=a|=>9Aq|[lp—q) A-gq = —p
VIVIF | F| V F %
VIF|F|V| F F 1%
FIV|VI|F| V F 1%
FIFIV| V]| V 1% 1%

Este resultado se resume reescribiendo la implicacion del siguiente modo:

[(p = @) A —q] = —p.

Observacion: Una implicacion logica describe un argumento valido, que sera de especial
interés en desarrollar las habilidades necesarias para demostrar teoremas matematicos. En gene-
ral, un argumento comienza con conjunciéon de proposiciones llamadas premisas o hipétesis
que constituye el anteedente de una implicacién cuyo consecuente es una proposicion llamada
conclusién del argumento. Su expresion general es:

(pr Ap2 Aps A=+ App) — g, (1)

siendo p1, p2, 3, ..., P, Sus hipotesis y ¢ la conclusion a la que se pretende llegar a partir de
ellas.

Demostrarlo consiste en mostrar que ésta es una implicacién légica. Es decir, mostrar
que la implicacion siempre es verdadera; por ende, se debera descartar que en algtin caso la
conjuncion de las hipotesis sea verdadera (para esto, cada una de ellas debe serlo) y la conclusion
sea falsa.

Hay diversos métodos para demostrar que un teorema es un razonamiento valido. El més
simple consiste en examinar y relacionar las hipotesis para mostrar que, si cada py, p2, ps, ..., Dn
es verdadera, como consecuencia de ello la proposiciéon ¢ también es verdadera. Por otro lado,
si alguna de las pq, po, ps3, ..., pn es falsa, entonces, sin importar qué valor de verdad tenga g,
la implicacion (1) es verdadera. Claramente estos casos nunca modifican el hecho de que la
implicacion sea (o no sea) tautologia, por ello carecen de importancia.

Hay otros métodos de demostraciéon que consisten en probar formas equivalentes a la impli-
cacion (1).

Otra aplicacion importante de las equivalencias logicas es que permiten encontrar expresio-
nes simplificadas de una proposiciéon compuesta y equivalente a la dada. Este procedimiento
produce mejoras en el disetio de circuitos eléctricos o electronicos, haciéndolos mas sencillos (en
el sentido de que reduce costos y optimiza el espacio que se requiere para implementarlos).

Se le adjuntan tablas de las méas usuales.
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EQUIVALENCIAS LOGICAS
pVqg=qVp
PAG=qADp leyes conmutativas
P q=q<>p
V(gvr)=(pVqVr .
leyes asociativas
ANgAr)=(pAg Ar Y
V(gAr)=({pVa ApVr) L
leyes distributivas
pPA@VT)=(pAgV(pAT) Y
pvV-p=1 tautologia'
pA-p=0 contradiccion®
pVO=p . .
pAl=p leyes de identidad
p—q=—pVgq implicacién
p—q=—q—>p contrarreciproca
perqg=@—=q) AN(g—Dp) bicondicional
p—>q=pA—-q—0 reduccién al absurdo
=(pVq)=-pA—q
leyes de De Morgan
S(pAq)=-pV g Y &
—(p— Q) PN g negacion de implicacion
—(—p) = doble negacion

IMPLICACIONES LOGICAS

p=pVgq adicion

PAGg=Dp simplificacién

pA(p—q) =q modus ponens

(p—q) N—=q= —p modus tollens
p=9N(@—=1)=(p—T) silogismo hipotético
(pVa)A—-p=g silogismo disyuntivo

pe g N(ger)=(per) transitiva del bicondicional

Ejemplo 1.5 Dadas la proposicion compuesta (p V ¢) A =(=p A q). jEs posible simplificarla?

Es decir, jse puede encontrar un enunciado mas simple légicamente equivalente al dado?
Aqui se tiene que:

(pVa)A=(=pAq)

< (pVq) A (=—pV—q) ley de De Morgan

<~ (pVq) A(pV —q) doble negacion

< pV(qgA—q) distributiva de V sobre A
<~ pVvo contradiccion

— p ley de identidad

Por lo tanto, vemos que:  (pV¢) A= (—=pAq) <= p; asi que podemos expresar la proposicion
compuesta original mediante el enunciado mas simple y logicamente equivalente p.

1La proposicion designada con 1 es una proposicién siempre verdadera, también suele designarse con ¢.
2La proposicién designada con 0 es una proposicion siempre falsa, también suele designarse con f.
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1.4. Uso de cuantificadores

Enunciados como "z es un ntimero primo", no es una proposiciéon ya que no se puede de-
terminar su valor de verdad. El sujeto de este enunciado es variable. Sin embargo, cuando se
asigna un valor a la variable que interviene se convierte en proposicion:

e 3 es un ntmero primo e (64 es un nimero primo.

Esto es, si x se fija en el valor 3 se obtiene una proposicién verdadera, mientras que fijarlo
en 64, produce una proposicion falsa. Por esto, el enunciado inicial, no es proposicién ya que
tendra distinto valor de verdad segtin qué se asigne a la variable x. Este tipo de enunciados son
llamados funciones proposicionales y se definen como:

Un enunciado es una funcién proposicional si
1) contiene una o mas variables, y
2) no es una proposicion, pero

3) se convierte en una proposicién cuando las variables que contiene se reemplazan
por alguna opcién permitida.

Observacion: las funciones proposicionales de las que habla la definicién corresponden a
enunciados simples (a los que no es posible descomponer en otros mas sencillos), pero también
pueden ser compuestos (que son enunciados simples vinculados con conectivos y/o negaciones).
Se usara la notacion de funciones usual para las funciones proposicionales; el ejemplo dado
anteriormente que corresponde a una funcién proposicional de s6lo una variable, se simbolizara
como:

p(z) : z es un nimero primo.

Como funciones que son, deben tener un dominio de aplicacién, aqui llamado universo
de discurso. Es decir, un conjunto que contiene las opciones permitidas para las variables. El
tercer elemento de la definicion, en nuestro ejemplo, tiene como universo de discurso al conjunto
de los numeros naturales (N), para cuyos valores la expresion tiene sentido. De ninguna manera
podria ser su universo de discurso el conjunto de los nimeros racionales o el de los tipos de
fruta que crecen en zonas tropicales, ya que se obtendria proposiciones sin sentido alguno.

Si se retoma con el analisis de veracidad de las proposiciones que se forman cuando se fija
el valor de z, se puede ver que p(2),p(3) o p(11), entre otras, son proposiciones verdaderas;
mientras que p(14),p(51) resultan falsas. Por lo tanto, se puede construir una proposicion
verdaderas si se agrega una cuantificacién sobre la variable:

» Para algin z, p(z).
» Existe algun « tal que p(z).

» Existe al menos un x tal que p(x).

Una forma de cuantificar la variable es el cuantificador existencial. La proposicion
que se forma se simboliza con:

dz : p(x). o dreX:px).*

2Si del contexto no se desprende cudl es el universo de discurso, puede usar esta notaciéon mas rigurosa.
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Por otro lado, si se considera la proposicion ¢(x) : 2z es un nimero par, resulta ser que es
verdadera para cualquier valor natural (o inclusive entero) que se asigne a z. Esto muestra la
necesidad de introducir otro tipo de cuantificador que permita expresar esta situaciéon con mas
precision.

El modo de indicar que un enunciado comprende a todos los sujetos posibles del universo
de discurso es el cuantificador universal y la proposicion asi formada se simboliza con:

Va1 q(x) o VreX:qx).,

2Si del contexto no se desprende cuél es el universo de discurso, puede usar esta notacion mas rigurosa.

Algunas formas de leer una proposicion cuantificada de este modo son:

» Para todo z, ¢(z).
» Cualquier x cumple ¢(z).

» Todo x verifica ¢(z).

El valor de verdad de estas proposiciones cuantificadas ya no depende de un tnico sujeto,
sino del cuantificador usado y de la funcién proposicional que éste alcance. Se sintetiza el analisis
en la siguiente tabla.

Proposiciéon | ;Cuando es verdadera? {Cuando es falsa?

Jz : p(z) Para algin @ (al menos uno) en el | Para todo @ en el universo, p(a)
universo, p(a) es verdadera. es falsa.

Vo q(x) Para cada a del universo, ¢(a) es | Existe al menos un a en el univer-
verdadera. so tal que g(a) es falsa.

Una implicacion logica importante es la que se enuncia en la siguiente propiedad.

Propiedad 1.1

Dada una funciéon proposicional p(x) con universo U, se verifica que:

[Va - p(x)] = [3z : p(z)]

Esta propiedad es muy tutil, ya que nos permite aplicar un resultado probado para un
determinado universo de discurso, a uno mas acotado.

Finalmente se desarrolla el siguiente ejemplo para mostrar algunas formas de relacionar
cuantificadores con los conectivos logicos y como analizar la validez de las proposiciones asi
formadas.

Ejemplo 1.6 Dadas las funciones proposicionales, cuyo universo es el conjunto de los reales (R):

px) x>0 r(z): 2> —3r—4=0

q(z):2* >0 s(z) 2> —3>0.

Entonces, las siguientes proposiciones son verdaderas:
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1. 3z [p(x) A r(x)]

Es cierto porque el niimero 4, por ejemplo, es real y hace verdadera tanto p(4) como r(4).

2. Va [p(x) — q(x)]
Para estudiar el valor de verdad de esta proposicion, nos conviene separar en casos:
» Si x toma un valor real negativo a, entonces p(a) es falso, por lo que p(a) — ¢(a) es
verdadero independientemente del valor de verdad de g(a).
» Si 2 toma un valor real no negativo b (esto es, positivo 6 0), tanto p(b) como ¢(b)

son verdaderos, al igual que p(b) — ¢(b).

Por lo tanto, p(x) — ¢(z) es verdadero para todas las sustituciones de x tomadas del
universo de todos los numeros reales, y la proposicion cuantificada YV [p(x) — ¢(x)] es
verdadera.

La proposiciéon (2) se puede expresar coloquialmente con cualquiera de las siguientes

formas:

a) Para todo ntimero real x, si x > 0, entonces z% > 0.
b) Todo nimero real no negativo tiene un cuadrado no negativo.

¢
d

El cuadrado de cualquier nimero real no negativo es un ntimero real no negativo.

Todos los niimeros reales no negativos tienen cuadrados no negativos.

Mientras que las afirmaciones que se enlistan a continuacion, son falsas.

3. Va[q(x) — s(z)]

Si se quiere mostrar que la afirmacion es falsa, solo es necesario exhibir un contraejem-
plo, es decir, un valor de = para el cual ¢(x) — s(z) sea falso, ya que eso echa por tierra la
posibilidad de que la implicacién sea verdadera para todo x. Reemplazando x por 1, se vé
que ¢(1) es verdadero y s(1) es falso, por lo tanto ¢(1) — s(1) es falso, y en consecuencia
la afirmacion (cuantificada) Vz [¢(z) — s(z)] es falsa. De hecho, x = 1 no produce el
tinico contraejemplo: cada namero real a entre —v/3 y /3 haré que q(a) sea verdadero y
s(a) falso, pero para mostrar la falsedad de una proposicion cuantificada universalmente,
basta con encontrar sélo un caso que no lo cumpla.

La afirmacion (3) puede traducirse en cualquiera de las siguientes:

a) Para cada numero real z, si * > 0, entonces 72 — 3 > 0.

b) Para todo niimero real x cuyo cuadrado sea no negativo entonces 2% — 3 es positivo.

4. Yz [r(z) V s(z)]

Aqui hay muchos valores para x, como 1, 3, —% y 0, que producen contraejemplos. Sin
embargo, al cambiar los cuantificadores, encontramos que la afirmacion 3z [r(x) V s(x)]
es verdadera (por lo menos lo es para x = —5).

5. Vzx [r(x) — p(z)]

El niimero real —1 es una soluciéon de la ecuacion z? — 3z — 4 = 0, por lo que r(—1)
es verdadero mientras que p(—1) es falso. Por lo tanto, la eleccion de —1 proporciona el
contraejemplo que necesitamos para mostrar que esta afirmacion (cuantificada) es falsa.
A diferencia de la proposicién anterior, ésta posee un tnico contraejemplo, ya que el otro
valor real que haria verdadero el antecedente es x = 4, pero para él r(4) — p(4) es
verdadera.
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1.4.1. Negacion de proposiciones cuantificadas

Los teoremas enuncian propiedades que tienen los objetos matematicos (ntumeros, funciones,
matrices, vectores, rectas, etc) y son enunciados ligados a proposiciones cuantificadas que con-
tienen un condicional o bicondicional como conectivo principal. Tener claro el modo de negar
conectivos y cuantificadores es una herramienta importante para interpretar los teoremas.

Las negaciones de cada proposiciéon cuantificada vienen dadas por las siguientes equivalen-
cias:

—(3z: P(x)) = Vz:-P(x) (2)
-(Vz: P(z)) = 3Fx:-P(x) (3)

El siguiente ejemplo muestra el uso de las equivalencias dadas para negar distintas propo-
siciones cuantificadas y compuestas.

Ejemplo 1.7

1. Para dar una forma equivalente a la negacion de Va [p(xz) — ¢(z)] se usan diferentes
equivalencias.

= (Ve [p(x) — q(2)])
= dz: = [p(z) = q(2)] (3)

= dz : [p(x) A —~q(x)] negacion de implicacion

2. Se busca la negacion de Vx [p(x) <> q(z)].

= (Vz [p(z) < q(x)])

= Ju: - [p(x) < q(z)] (3)

=V ([p(x) = q(@)] A [g(z) = p(z)]) bicondicional

= Vz : = [p(z) — q(@)] V = [g(z) = p(z)] ley de De Morgan

= Vaz : [p(z) A ~q(2)] V [g(z) A ~p()] negacién de implicacion

3. Se niega, a continuacion, la proposicion 3z [—p(x) V q(z)].

= (Fz[p(z) V q(2)])

=V : 2 [op(e) Vg(e)] (2)
= Vo : ~p(z) A —g(x) ley de De Morgan
= Vz : p(x) A ~q(x) doble negacion
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1.4.2. Cuantificadores anidados

Muchos teoremas o propiedades involucran mas de una variable y como consecuencia de ello,
més de un cuantificador que tendran una relaciéon determinada por el orden en que aparecen
en la proposicion. Se dice entonces que estas proposiciones tienen cuantificadores anidados. No
se pretende hacer un estudio exhaustivo de ellos, pero si analizar algunos ejemplos.

Ejemplo 1.8 Se establece p(m,n): m <n, con m, n € N

= YmVn : p(m,n)
Se puede leer como: Todo natural m es menor o igual que cualquier otro natural n.

Es una proposicion falsa. Basta con considerar m = 5 que aunque sea menor o igual que
muchos (de hecho infinitos) ntimeros naturales, hay algunos que no cumplen esa condicion
como n = 3, con lo cual no se verifica que lo cumplan todos los n posibles.

» Ym3n : p(m,n)

Coloquialmente se lee como: Para cada natural m es posible encontrar al menos un natural
n que sea menor o a lo sumo igual que él.

Es verdadera, ya que cualquiera sea el nimero natural m que se elija, sera posible enontrar
por lo menos otro natural n que sea mayor o igual que el primer elegido; como minimo él
mismo (m = n) y también existe siempre el siguiente de m que lo verifica (n = m + 1).

» Imdn: p(m,n)

Una forma de leerla seria: Existe al menos un natural menor o igual que algin otro
natural.

Es una proposicion verdadera y como los dos cuantificadores que posee para sus variables
son del tipo existencial, su veracidad se justifica encontrando un valor para m y otro para
n que asi lo demuestren (podrian ser, por ejemplo m = 15 y n = 20). El lector advertira
rapidamente que proposiciones de este tipo carecen de relevancia.

= ImVn : p(m,n)

Se puede leer como: hay al menos un nimero natural (m) que es menor o igual que
cualquier otro natural (n).

Resulta ser una proposicion verdadera y para demostrarlo hay que encontrar un candidato
m y verificar que cumple la condiciéon con todo n posible. Aqui el 1 que es un namero
natural que cumple 1 < n, para todos los valores naturales posibles que tome n.

Observaciones:

= Las proposiciones que se obtienen al cambiar el orden de los cuantificadores, no son
equivalentes entre si (en nuestro ejemplo anterior serian la primera y la cuarta). Lo son
si ambos cuantificadores son del mismo tipo, los dos existenciales o los dos universales.

= Para el estudio de propiedades mateméaticas no suelen usarse los simbolos légicos, sino
mas bien sus expresiones coloquiales. Si se usaran simbolos se hace con una notacién
simplificada, por ejemplo:
Vmdn:m <mn,

como expresion equivalente a la segunda proposicion del ejemplo anterior y entendiendo
que el universo es conocido.
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