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1. Determinantes

El determinante es un nimero real (o complejo) que se atribuye a matrices cuadradas y que
se obtiene a partir de sus elementos. Este ntimero nos permite por ejemplo, saber si la matriz a
la que se le calcul6 el determinante admite matriz inversa o no. En la resoluciéon de sistemas de
ecuaciones lineales, los determinantes permiten a través de la regla de Cramer, resolver ciertos
sistemas de ecuaciones. El determinante de una matriz asociada a una transformacion lineal
mide el factor de escala de areas o volimenes, es decir, si al aplicar la transformacion lineal a una
figura o cuerpo segun si la funcion esta definida en el plano o en el espacio, el determinante de
la matriz asociada mide cuanto cambia el area o el volumen de la region transformada. También
permite determinar si la figura o cuerpo por efecto de la transformacion lineal conserva o no su
orientacion.

1.1. Definiciones iniciales

1.1.1. Determinante de una matriz de orden 1

Definiciéon 1.1

Sea A una matriz de orden 1,

A= |:CL11]
Llamamos determinante de A y lo indicamos det(A), al valor ay; :
det(A) = a1
Ejemplo 1.1 El determinante de la matriz A = [ —7 | es
det(A) = -7

1.1.2. Determinante de una matriz de orden 2

Definicién 1.2

Sea A una matriz de orden 2,

A= |:a11 a12:|

Q21 A22

Llamamos determinante de A y lo indicamos det(A) o |A|, al nimero que se obtiene
mediante la siguiente férmula:

ay; a
|A| =1 4 = 11 * Q22 — A21 * G712
a21 A2
Ejemplo 1.2
El determinante de la matriz A = [ g :; } es

det(A) =5 (=3) — (~1)-2 = —13

\)
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1.1.3. Determinante de una matriz de orden 3

Definicién 1.3

aix G2 013
Sea A = |ay; a9 as3| una matriz de orden 3.

az1 a3z 0ass
Se llama determinante de A al ntumero:
|A| =a11 - agy - asz + ayg - ags - as) + ag1 - asz - aiz
— 13 - Q22 * G31 — G12 * G21 * G433 — A11 * (23 * 432
Se lo puede designar como
11 Q12 as

det(A) = |A| = |aa1 az a3

a31 daz2 G33

7T 4 -1
Ejemplo 1.3 El determinante de la matriz A= |—1 0 2| es:
-3 5

Al =T7-0-544-2-24(=1)-(=1)-(=3) = (=1)-0-2—4-(=1)-5-7-2-(=3)

1Al =75

1.2. Determinante de una matriz de orden n

Antes de dar la definicion de determinante de una matriz de orden n, es necesario definir
algunos conceptos previos como menor complementario y cofactor.

1.2.1. Menor complementario o menor

Definicién 1.4

Sea A = [a;;] una matriz de orden n. Se llama menor complementario del elemento a;; (o
menor de a;;) y se anota M;; al determinante de la submatriz de orden (n —1) x (n —1)
que se obtiene al eliminar la fila ¢ y la columna j de A.

-4 3 0
Ejemplo 1.4 Dada la matriz A = 2 5 —1]|. El menor complementario de as3 se
1 -2 3

indica M3 y es el determinante de la submatriz de A que se obtiene eliminando la fila 2 y la
columna 3 de la matriz A.

—

=(—4)-(-2)~1-3=5

3
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El menor complementario de as; se indica Mjz; y es el determinante de la submatriz de A que
se obtiene eliminando la fila 3 y la columna 1 de la matriz A.

=3.(-1)=5-0=—3

30
M31:‘5 —1‘

1.2.2. Cofactor

Definicién 1.5

Sea A = [a;;] una matriz de orden n. Se llama cofactor del elemento a;; y se anota C;; al
nimero que se obtiene mediante la expresion

C’i' = (—1>Z+JMW

-4 3 0
Ejemplo 1.5 Dada la matriz A = 2 5 —1]. El cofactor de a3 se indica Cs3 y es:
1 -2

023 - (-1)2+3.M23

Co3 = —5

El cofactor del elemento a3y se indica C3; y es:

C3 = -3
0 21
Ejemplo 1.6 Los menores y cofactores de la matriz A = |3 —1 2| son
4 01
-1 2
M = 01 =-1 — 011 = (—1>1+1.M11 =M;;=-1
3 2
M12 - 4 - —5 — 012 = (—1)1+2.M12 - —M12 - 5
1
3 -1
M13 = =4 — 013 = (—1>1+3.M13 = M13 =4
4 0
2 1
M21 = =2 — 021 = (—1)2+1 M21 = —M21 = -2
0 1
01
Myy = 41 =—4 — Oy = (—1)2+2 My = My = —4
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0 2

M23 = 40 =38 — 023 = (—1)2+3.M23 = —Mgg = -8

2 1 a1

M31 = 1 9 =5 — 031 = (—1) + .M31 = M31 =35
0 1

M32 = 3 9 = -3 — 032 = (—1)3+2.M32 = —M32 =3
0 2

M33 = 5 1 =—6 — 033 = (—1>3+3.M33 = M33 = —0

Nota: Observa que si la suma ¢ + j es PAR el menor complementario y el cofactor del
elemento a;; coinciden, en cambio si la suma 7 + j es IMPAR el menor complementario y el
cofactor del elemento a;; son valores opuestos.

1.2.3. Determinante de una matriz de orden n

Definicién 1.6

Sea A = [a;;] una matriz de orden n, con n > 2. Se llama determinante de A, a la suma de
los productos de los elementos de una fila o columna de A por sus respectivos cofactores.

= Desarrollando por la fila i:

det(A) = a; - Cin+aip-Cip+ a3 - Ciz+ - + ain - C
k=1

= Desarrollando por la columna j:

det(A) = alj . Clj -+ (lgj . ng + (lgj . ng + -0 1 Clnj . an

det(A) = Z agj - ij
k=1

Ejemplo 1.7
0 2 1
1. Queremos encontrar el niimero que sea el determinante de la matriz A = |3 —1 2
4 01

Comenzamo por elegir una fila o columna, en este caso trabajaremos con la fila 1. De esta
manera, el determinante de A sera:

det(A) = CLH.CH + CL12.012 + CL13.013
Los cofactores Cy1; C15 y Ci3 fueron calculados en el ejemplo 1.6. De donde:
Cii=1 Cpu=5yC3z=4

det(A)=0-(-1)+2-5+1-4
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det(A) = 14

Nota: Si se desarrolla el determinante por otra fila o columna deberia dar siempre el
mismo valor.

2. Se quiere calcular el determinante de la matriz A =

wW O = =
=N =N
O OO W
N W N O

Para ello elegimos una fila o columna, en este caso conviene elegir la que contenga més ceros
ya que agiliza los calculos. Trabajaremos entonces con la columna 3
det(A) = a13.C13 + a3.Co3 + a33.C33 + a43.Cy3

Como ass; ass y ayss son iguales a 0. El determinante queda:
det(A) :3.013

2
3

—1
=3.(-1)'"3. | 0
3 —2

> N —

=3-(4+9+0—-12-0+12=9

O sea, det(A) =39

2. Propiedades de los determinantes

Propiedad 2.1

1. Si una matriz de orden n tiene una linea (fila o columna) de ceros, su determinante
es cero.

2. Siuna matriz de orden n, tiene dos lineas (filas o columnas) iguales, su determinante
es cero.

3. Si una matriz de orden n tiene dos lineas (filas o columnas) proporcionales, su
determinante es cero.

Ejemplo 2.1 El siguiente determinante tiene la tercer columna toda de ceros, si lo desa-
rrollamos por la tercer columna tenemos:

1 -5 0
3 0 0]=0.C13+4+0.Co3+0.C53 =0
7 -1 0

Ejemplo 2.2 El siguiente determinante tiene la primera y tercera fila iguales, desarrollan-
dolo por la segunda fila.
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L3 2 3 2 13
4 0 1] =4.(-1)" + 04 1.(=1)**3 =—-40+10=0
L3 9 3 2 13

Ejemplo 2.3 El siguiente determinante tiene la tercer fila igual a 3 veces la primer fila. Si
lo desarrollamos por la columna 3 tenemos:

2 10 -7 2 1 -7 2 1 -7
13 0 —4 5

=—4.(-1).|-6 =3 21| —2.(-1).|13 0 5

—6 =3 0 21 0 8 6 -6 -3 21
0 8 —2 6

— 4.(—36 + 336 + 36 — 336) + 2.(—30 + 273 + 30) = 0

Propiedad 2.2

Sean A y B dos matrices de orden n.

4. Si B es la matriz obtenida a partir de A permutando dos filas (o dos columnas) de
la misma, entonces

det(B) = —det(A).

5. Si B es la matriz que se obtiene multiplicando una fila (columna) de A por un
escalar no nulo &, entonces

det(B) = k - det(A).

6. Si B es la matriz que se obtiene de sumarle a una fila (columna) de la matriz A,
un multiplo no nulo de otra fila (columna) de A, entonces

det(B) = det(A).

Ejemplo 2.4
a b c
Sabiendo que el determinante de la matriz A = |d e f| es det(A) = 4. Calcule los
g h 1
determinantes de las siguientes matrices aplicando las propiedades mencionadas:
[(d e f
1. B=|a b c
g h i
[2a 20 2c
2.C=1d e f
g h
L3 3 3
a b c
3. D= d e f

g+5d h+5e i+5f
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Se aplican las propiedades de acuerdo a lo que requiere cada caso:

1. Teniendo en cuenta que la matriz B se obtiene a partir de la matriz A, permutando la
primera y segunda fila, segtin la propiedad 4 por cada permutacion de filas (o columnas)
el valor del determinante cambia de signo, de esta manera, el determinante de la matriz

B seré igual al determinante de A cambiado de signo, es decir: det(B) = —4.
d e f

det(B)=1la b ¢/ =—-4
g h 1

. La matriz C' se obtiene a partir de la matriz A multiplicando la primera fila de A por 2
y la tercera fila de A por 1/3. Segun la propiedad 5, el determinante de la matriz C' se
obtendra multiplicando el valor del determinante de A por 2 y por 1/3.

2a 2b 2c¢
det(C) = | d f|=2.5.det(A) = 2.

z
3

148
3’4_3

wle
S

. La matriz D se obtiene a partir de la matriz A sumandole a la tercera fila 5 veces la
segunda fila de A. Segun la propiedad 6 si se suma a una fila de una matriz un miltiplo
de otra el determinante no cambia de signo, por lo que el determinante de D sera igual
al determinante de A.

a b c
det(D)=| d e [ | =det(A) =4
g+5d h+bde i+5f

Propiedad 2.3

7. Si Ay B son matrices de orden n, det(A B) = det(A) - det(B).
8. Si A es una matriz de orden n y k es un escalar, entonces
det(k - A) = k" - det(A).

9. Si A es una matriz de orden n entonces det(AT) = det(A).

10. Si A es una matriz cuadrada inversible entonces

1

A=

Demostracion:
Vamos a demostrar la ultima propopiedad del enunciado anterior:
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Si A es una matriz cuadrada inversible entonces

1
~ det(A)’

det(A™1)

Por hipétesis, sabemos que A es una matriz de orden n inversible, es decir que existe otra
matriz del mismo orden, A~! tal que: AA™' =AtA=1,
De esta manera, como A.A7! = I,,, también se cumple la igualdad entre los determinantes:

det(A.A™") = det(1,)

Dado que A yA~! son matrices cuadradas del mismo orden, podemos aplicar la propiedad del

determinante de un producto de matrices; ademés se sabe que det(l,,) = 1, de donde:

det(A).det(A™!) = det(I,) = 1
O sea, det(A).det(A™!) = 1.

Teniendo en cuenta la propiedad de los ntimeros reales, para que el producto de los ntmeros
reales det(A) y det(A™!) sea 1, ninguno de ellos puede ser 0. De esta manera: det(A) # 0.
Luego, podemos despejar det(A™") con lo cual queda:

1
det(A™1) =
™) = Gera)
Asi queda demostrada la igualdad entre ambos ntmeros. [

Propiedad 2.4

11. Si A es matriz triangular, entonces
n
|A| = Q11 - G22 * A33 * Q44 - - - App = Haii
i=1

12. Si A, B y C son matrices de orden n que sélo difieren en la r-ésima linea (fila o
columna), siendo la r-ésima linea de C' la suma de las r-ésimas lineas de A y B,
entonces

det(C) = det(A) + det(B)

Sabemos que las matrices elementales se obtienen a partir de la matriz identidad, aplicando
operaciones elementales. Ademas, la matriz identidad tiene determinante 1 (por propiedad de
determinante de matrices diagonales).

De estas dos consideraciones y de lo enunciado en la propiedad anterior, se desprende el siguiente
corolario.

Corolario 2.1

Las matrices elementales tienen determinante no nulo.

Enunciaremos un teorema muy ttil a la hora de evaluar si una matriz cuadrada es, o no,
inversible.



UNCuyo - F.Ingenieria Algebra - 2025

Teorema 2.5

Una matriz cuadrada A es inversible si y solo si det(A) # 0.

Demostracion:

Dado que la propiedad enuncia una doble implicacién, debemos demostrar la implicaciéon a
derecha y la implicaciéon a la izquierda.
Comenzamos demostrando la implicacién a derecha, es decir:

Si A es una matriz inversible, entonces det(A) # 0.

Por hipétesis, A es una matriz inversible de orden n, es decir que existe A~! tal que:
AATT=AT1TA=1,.

De esta manera, como A.A™! = I, también seran iguales sus determianantes:
det(A.A™") = det(1,)
Dado que A yA~! son ambas de orden n, aplicamos la propiedad del determinante de un

producto de matrices.

det(A).det(A™Y) = det(I,) = 1,
o sea: det(A).det(A™1) = 1.

Teniendo en cuenta la propiedad de los nimeros reales, para que el producto de los ntimeros
reales det(A) y det(A™!) sea 1, ninguno de ellos puede ser 0. De esta manera:

det(A) #0

Con lo que queda demostrada la propiedad.
Ahora, se demuestra la implicaciéon a izquierda:

Si det(A) # 0, entonces A es una matriz inversible.

Sabemos que toda matriz es equivalente a una tunica matriz escalonada reducida. A la
escalonada reducida de A la llamaremos R. Sean Ey; Ey; Es; ...; E, las matrices elementales que
permiten obtener la matriz R a partir de la matriz A, entonces:

EkEg E2 E1 A:R

Como todas las matrices involucradas en la igualdad anterior de orden n, a la igualdad de
los determinantes se le puede aplicar la propiedad del determinante del producto entre ellas, o
sea:

det(R) =det(Eg ... Ey Ey A)
=det(Ey) ...det(Es) det(E;) det(A).

Teniendo en cuenta que todas las matrices elementales tienen determinante no nulo (Coro-
lario 2.1) y que , por hipotesis, det(A) # 0 se puede concluir que

det(R) # 0.

Pero R tiene el mismo orden que A, por lo tanto es cuadrada y si su determinante no es 0,
se puede concluir que no es otra mas que la matriz identidad I,,.
Luego, A es inversible, por ser equivalente a la matriz identidad. [ |

10
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3. Regla de Chio

Es un algoritmo que permite calcular determinantes de orden n reduciéndolo a otro de orden
n— 1.
El procedimiento puede reiterarse hasta lograr un determinante de orden 3 6 2, para los cuales
tenemos féormulas mas simples. Este método consiste en lograr mediante una combinacion de
propiedades de los determinantes que los elementos de una fila o columna sean ceros, excepto
uno de ellos, a ese elemento no nulo lo llamamos pivote. Luego se calcula el determinante
aplicando el método de cofactores a esa linea.

Ejemplo 3.1

Calcule el determinante de la siguiente matriz, usando la Regla de Chio.
2 0 -1 2
3 =2 2 =3

A=10 2 2 -2
2 3 0 -1

= Para aplicar este método conviene elegir, preferentemente, la columna con mas ceros. En
este caso elegiremos la tercera columna.

= Dentro de esa columna elegimos un elemento no nulo, preferentemente un 1 que lo consi-
deraremos como pivote. En este caso, aunque en la columna elegida hay un 1 elegiremos
el elemento agz = —2 para mostrar como lograr el 1 en el caso que no hubiese unos en la
fila o columna elegida.

= Como nuestro pivote asz no es 1, sino —2, dividiremos la fila del pivote por —2, de esta
manera lograremos que el pivote se convierta en 1.

Teniendo en cuenta que dividir por —2 es lo mismo que multiplicar por —1/2, por pro-
piedad de los determinantes, si multiplicamos una fila por —1/2; el valor del nuevo deter-
minante también queda multiplicado por ese escalar.

Es decir, el nuevo determinante quedoé dividido por 2 y cambiado de signo. Para compensar
esto debemos multiplicar al nuevo determinante por —2 (reciproco de —1/2). De esta
maner podremos mantener la igualdad.

2 0 -1 2 2 0 -1 2
3 -2 2 -3 3 -2 2 -3
|A|_0 2 -2 —2—_20—1 1 1
2 3 0 -1 2 3 0 -1

» El paso siguiente serd, lograr que los restantes elementos de la columna elegida (tercera
columna) se conviertan en 0.

= Para lograr un 0 en la posiciéon a;3 = —1 a la fila 1 le sumaremos la fila 3, es decir la fila
del pivote.
= Para lograr un 0 en la posiciéon asz = 2 a la fila 2 le restaremos dos veces la fila del pivote.

Teniendo en cuenta que cuando sumamos o restamos a una fila un miltiplo de otra fila
el determinante no cambia podemos escribir:

2 0 -1 2 2 -1 0 3
3 -2 2 -3 3 00 -5
|A|__20—1 1 1_20—11 1
2 3 0 -1 2 30 -1

11



UNCuyo - F.Ingenieria Algebra - 2025

Ahora, desarrollamos el determinante por la 3ra columna:

2 -1 0 3
300 =5 2 b3
|A] = —2 = 2. (1) M3 =23 0 —5
0 —1 1 1 9 3 _1
2 30 -1
= Reiteramos el procedimiento. Tomamos como pivote a;s = —1 y dividimos la fila 1 por
—1, para lograr que a;» = 1. Para mantener la igualdad multiplicamos el determinante
por —1.
2 -1 3 -2 1 -3 -2 1 -3
|Aj]=-2|3 0 —5|=-2(-1)] 3 0 =5|=2| 3 0 —5
2 3 -1 2 3 -1 2 3 -1

= Ahora, para conseguir que la columna del elemento a5 se anule, a la fila 3 le restamos 3
veces la fila 1.

-2 1 -3
Al=2.[3 0 =5
8 0 8

= Calculamos ahora el determinante desarrollando por la columna 2:

3 =5

_ _1\14+2

‘ =—-2(3-8—8-(=5)) = —2(24 +40) = —128

4. CaAlculo de la matriz inversa de A

4.1. Matriz cofactor

Definicion 4.1

Sea A = [a;;] una matriz de orden n, Se llama matriz cofactor de A y se indica Cof(A) a
la matriz que tiene por elementos los cofactores de los elementos de A.
[Cii Ciz Gy ... Cuy
Ca C Coz ... Oy
Cof(A) = |Cs1 Cs2 Cs3 ... Csy
: : Gy
_Cnl Cn2 Cn3 s Cnn_
0 2 1
Ejemplo 4.1 Para hallar la matriz cofactor de la matriz A = [3 —1 2
4 0 1

se usa lo desarrollado en el ejemplo 1.6 (pagina 4 de este apunte calculamos los cofactores
de esta matriz)

Chi=Mi=-1 Cia=-My=5 Ciz=DMz=4
Oy = =My = =2 Cop =My =—-4 Ci3=—My = -8
Cs31 = M3 =5 Csg = —Mszy =3 Cs3 = M3z = —6

12
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De esta manera, la matriz de cofactores de A es:

-1 5 4
Cof(A)=|-2 —4 -8
5 3 —6

4.2. Propiedad de la inversa de una matriz

Propiedad 4.1

1
det(A)

Si A es una matriz de orden n inversible, entonces det (A’l) =

Si A es una matriz de orden n inversible, entonces

1

A=
det(A)

[Cof(A)]"

Observacion: La transpuesta de la matriz de cofactores recibe el nombre de matriz ad-
junta de A. Asi, el teorema anterior se enuncia como:

Si A es una matriz de orden n inversible, entonces

L

5. Interpretacién geométrica de determinantes de orden 2
y 3

Sea la matriz A = [Z Z], cada una de sus filas puede verse como coordenadas de un

punto en el plano zy; esos puntos permiten definir dos vectores con origen en (0,0):
u = (a,b) v = (¢, d)

El valor del determinante de A en valor absoluto representa el area del paralelogramo
que tiene por lados los vectores u y v.
|Det(A)| = Area del paralelogramo de lados u y v

Ejemplo 5.1

. 1 . .
Sea la matriz A = {2 ﬂ , los puntos en el plano que pueden definirse con sus filas, permiten

construir los vectores:

u=(1,3) v=(21)
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-2 -1 0 1 2 3 4

De esta manera, el paralelogramo que tiene por lados los vectores u y v. puede verse en el
siguiente grafico:

-2 -1 0 1 2 3 4

El area del paralelogramo dibujado sera:

|det(A)|=[1-1—-2-3=5

a b c
Sea la matriz A = |d e f|, cada una de sus filas puede verse como coordenadas de un
g h 1

punto en el espacio xyz; esos puntos permiten definir tres vectores con origen en (0,0, 0):
u:(CL?b?C) V:(d7e7f) W:(g7h‘77/)

El valor del determinante de A en valor absoluto representa el volumen del paralelepipedo
que tiene por lados los vectores u; vy w.
|Det(A)| = Volumen del paralelepipedo de lados u; vy w

Ejemplo 5.2
1 0 2
Dada A= | 2 6 3|, los puntos en el plano que pueden definirse con sus filas, permiten
-2 =20

construir los vectores:

u=(1,0,2) v=(263) w=(-2-20)

14
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El paralelepipedo que tiene por lados dichos vectores es el que se muestra en la siguiente
grafica.

De esta manera, el volumen del paralelepipedo dibujado seréa:
1 0
det(A)=12 6

2
3| =22
-2 =20

| det(A)| = 22 ~» volumen del paralelepipedo

15



