Repaso de centroides
y momentos de inercia

ASPECTOS GENERALES DEL CAPITULO

Entre los temas que se analizan en el capitulo 12 se incluyen los centroides
y cdmo localizarlos (secciones 12.2 y 12.3), los momentos de inercia (sec-
cién 12.4), el teorema de los ejes paralelos (seccién 12.5), los momentos
polares de inercia (seccién 12.6), los productos de inercia (seccién 12.7),
la rotacion de ejes (seccion 12.8) y los ejes principales (seccion 12.9). Sélo
se consideraron areas planas. En este capitulo se incluyen muchos ejemplos
asi como problemas al final del mismo para su repaso.

En el apéndice D se proporciona una tabla de centroides y momentos
de inercia de una variedad de formas geométricas comunes para contar con
una referencia conveniente.
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CAPITULO 12 Repaso de centroides y momentos de inercia

12.1 INTRODUCCION

Este capitulo es un repaso de las definiciones y férmulas relativas a los
centroides y momentos de inercia de las dreas planas. La palabra “repaso”
es apropiada debido a que estos temas por lo general se estudian en cursos
anteriores, como en matemadticas y estdtica para ingenieros y, por tanto, la
mayoria de los lectores ya habran tenido contacto con el material. Sin em-
bargo, como los centroides y los momentos de inercia se usan de manera
continua en todos los capitulos anteriores, el lector los debe comprender
con claridad, ademas, las definiciones y férmulas esenciales deben resul-
tarle accesibles.

La terminologia empleada en este y en capitulos anteriores puede pa-
recer confusa para algunos lectores. Por ejemplo, el término “momento de
inercia” es obvio que es un nombre equivocado cuando se refiere a propie-
dades de un drea, ya que no se implica la masa. Incluso la palabra “drea” se
utiliza de manera inapropiada. Cuando decimos “drea plana”, en realidad
queremos decir “superficie plana”. Al hablar en sentido estricto, drea es
una medida del famaiio de una superficie y no es lo mismo que la propia
superficie. A pesar de sus deficiencias, la terminologia empleada en este
libro esta tan arraigada en la bibliografia de ingenieria que raras veces causa
confusion.

12.2 CENTROIDES DE AREAS PLANAS

Area plana de forma
arbitraria con centroide C.

La posicién del centroide de un drea plana es una propiedad geométrica
importante. Para obtener las férmulas para localizar los centroides nos re-
feriremos a la figura 12.1, que muestra un drea plana de forma irregular
con su centroide en el punto C. El sistema coordenado xy estd orientado de
manera arbitraria con su origen en cualquier punto O. El area de la figura
geométrica estd definida por la siguiente integral:

A= JdA (12.1)

en donde dA es un elemento diferencial de drea con coordenadas x y y (figu-
ra 12.1) y A es el drea total de la figura.

Los momentos estaticos del area con respecto a los ejes x y y se defi-
nen, respectivamente, como sigue:

0, = Jy dA 0, = fx dA (12.2a,b)

Entonces, los momentos estaticos representan las sumas de los productos
de las dreas diferenciales y sus coordenadas. Los momentos estaticos pue-
den ser positivos o negativos, dependiendo de la posicidn de los ejes xy.
Ademads, los momentos estdticos tienen unidades de longitud elevada a la
tercera potencia; por ejemplo, in® 0 mm?.

Las coordenadas X y y del centroide C (figura 12.1) son iguales a los
momentos estiticos divididos entre el area:
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Area con un eje de simetrfa.

Area con dos ejes de
simetria.
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Area simétrica con respecto

a un punto.

El centroide de perfiles de acero de patin ancho
se encuentra en la interseccion de 1os ejes de
simetria

SECCION 12.2 Centroides de dreas planas
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Si las fronteras del drea estdn definidas por expresiones matemdticas sim-
ples, podemos evaluar las integrales que aparecen en las ecuaciones (12.3a)
y (12.3b) en forma cerrada y de alli obtener férmulas para x y y. Las
férmulas que aparecen en el apéndice D se obtuvieron de esta manera. En gene-
ral, las coordenadas X y y pueden ser positivas o negativas, dependiendo de
la posicién del centroide con respecto a los ejes de referencia.

Si un drea es simétrica con respecto a un eje, el centroide debe encon-
trarse sobre dicho eje debido a que el momento estdtico con respecto a un
eje de simetria es igual a cero. Por ejemplo, el centroide del drea simétrica
simple que se muestra en la figura 12.2 debe estar sobre el eje x, que es el
eje de simetria. Por tanto, para localizar el centroide C s6lo se debe calcular
una coordenada.

Si un drea tiene dos ejes de simetria, como se ilustra en la figura 12.3,
la posicion del centroide se puede determinar por inspeccidn debido a que
se encuentra en la interseccion de los ejes de simetria.

Un drea del tipo mostrado en la figura 12.4 es simétrica con respecto
a un punto. No tiene ejes de simetria, pero existe un punto (denominado
centro de simetria) de manera que cada linea trazada por ese punto hace
contacto con el drea de una manera simétrica. El centroide de esa drea co-
incide con el centro de simetria y, por tanto, el centroide se puede localizar
por inspeccion.

Si un 4rea tiene fronteras irregulares no definidas mediante expresio-
nes matematicas simples, podemos ubicar el centroide al evaluar de manera
numérica las integrales en las ecuaciones (12.3a) y (12.3b). El procedimien-
to mds simple es dividir la figura geométrica en elementos finitos pequefios
y reemplazar las integraciones con sumatorias. Si denotamos el area de ele-
mento iésimo con AA; entonces las expresiones para las sumatorias son

X =

A=D>AA,  0.=D VA Q=D XAA (124abe)
i=1 i=1 i=1
en donde 7 es el nimero total de elementos, y; es la coordenada y del cen-
troide del elemento iésimo y X; es la coordenada x del centroide del elemen-
to ié€simo. Al reemplazar las integrales en las ecuaciones (12.3a) y (12.3b)
con las sumatorias correspondientes, obtenemos las siguientes férmulas
para las coordenadas del centroide:

NE
I

}i AA,' yi AAi
=@ _E 5% F (qhs5y
A ! A S
EAA,‘ ZAA,

i=1 i=1

La exactitud de los célculos para X y ¥ depende de la precisién con que se
ajusten los elementos seleccionados al drea real. Si se ajustan bien, los re-
sultados son exactos. Muchos programas de cémputo para localizar centroi-
des utilizan un esquema numérico similar al expresado por las ecuaciones
(12.5a) y (12.5b).
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Ejemplo 12.1
y Un semisegmento parabdlico OAB estd limitado por el eje x, el eje y y una curva
‘ A y=f(x) parabdlica que tiene su vértice en A (figura 12.5). La ecuacién de la curva es
dA 2
X
_ » y=r= h<1 - ?> (a)
h fe—— X —>|
c’ . y
y Il en donde b es la base y & es la altura del semisegmento.
2 lix Localice el centroide C del semisegmento.
O ———dba |
b !

Ejemplo 12.1. Centroide de
un semisegmento parabdlico.

Para determinar las coordenadas X y ¥ del centroide C (figura 12.5), utilizare-
mos las ecuaciones (12.3a) y (12.3b). Iniciamos seleccionando un elemento de drea
dA en la forma de una franja vertical delgada con ancho dx y altura y. El drea de este
elemento diferencial es

&
2

2
dA=ydx=h<l—b >dx (b)

Por tanto, el drea del semisegmento parabdlico es

b
A= fan= [ - 2 )= 228 ©

Observe que esta area es 2/3 del drea del rectangulo que la rodea.

El momento estético de un elemento de drea dA con respecto a un eje se obtiene
multiplicando el drea del elemento por la distancia desde su centroide hasta el eje.
Como las coordenadas x y y del centroide del elemento que se muestra en la figura
12.5 son x y y/2, respectivamente, los momentos estaticos del elemento con respecto
alos ejes x y y son

b
y h2< x2>2 4bh?
= [Zda=| =1 -5 ax= d
O fz foz )T s @
b 2 2
Qy:fdi=J;hx<l);2>dx=b4h (e)

en donde sustituimos el valor de dA de la ecuacion (b).
Ahora podemos determinar las coordenadas del centroide C:

__ 0, 3 __ 0. 2h
==t=== === fg) <mm
YT 8 YT A 5 *e)

Estos resultados concuerdan con las férmulas del apéndice D, caso 17.
Notas: el centroide C del semisegmento parabélico también se puede localizar
al tomar el elemento de drea dA como una franja horizontal con altura dy y ancho

y
= == h
x=>b P (h)

Esta expresion se obtiene al despejar x en la ecuacién (a) en términos de y.
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12.3 CENTROIDES DE AREAS COMPUESTAS

y

X k,
G

(b)

Centroide de un area

compuesta que consiste en dos partes.

En el trabajo de ingenieria rara vez necesitamos localizar los centroides por
integracion debido a que los centroides de figuras geométricas comunes
ya se conocen y estdn tabulados. Sin embargo, con frecuencia necesitamos
localizar los centroides de dreas compuestas de varias partes, cada una con
una forma geométrica familiar, como un rectangulo y un circulo. Ejemplos
de areas compuestas son las secciones transversales de vigas y columnas,
que es usual que consistan de elementos rectangulares (por ejemplo, consul-
te las figuras 12.2, 12.3y 12.4).

Las areas y los momentos estaticos de dreas compuestas se pueden
calcular al sumar las propiedades correspondientes de las partes constituti-
vas. Supongamos que un drea compuesta estd dividida en un total de n partes
y denotemos el drea de la parte i€sima con A,. Entonces, podemos obtener el
drea y los momentos estdticos mediante las siguientes sumatorias:

A=DA4A  0.=> %A  0,=>XA (12.6abc)

i=1 i=1 i=1

en donde x y y son las coordenadas del centroide de la parte i€sima.
Las coordenadas del centroide del drea compuesta son

> XA > VA
i=1

9 _ =
A

9 _

e = y=

A S
i=1

Dado que el drea compuesta estd representada exactamente por las n partes,
las ecuaciones anteriores dan resultados exactos para las coordenadas del
centroide.

Para ilustrar como se utilizan las ecuaciones (12.7a) y (12.7b), consi-
dere el drea en forma de L (o seccién angular) que se muestra en la figura
12.6a. Esta drea tiene dimensiones laterales b y c, y espesor t. El drea se
puede dividir en dos rectdngulos con dreas A, y A, con centroides C, y C,,
respectivamente (figura 12.6b). Las dreas y las coordenadas centroidales de
estas dos partes son

(12.7a,b)

_ t b
A, = +bt =— =—
! o 2 _ 2

A2:(C_t)t }2:

Por tanto, el drea y los momentos estdticos del drea compuesta (de las
ecuaciones 12.6a, by ¢) son

A:A1+A2:t(b+c_t)
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(b)

Areas compuestas con un
recorte y un orificio.

Los recortes en vigas se deben considerar en l0s
calculos del centroide y del momento de inercia

0, =yA; + A, é(bz +oct— 1)

0, = TA, + DA, = é(bt + 32—

Por tltimo, podemos obtener las coordenadas x yy del centroide C del area
compuesta (figura 12.6b) con las ecuaciones (12.7a) y (12.7b):

O b+t —t> __ O _bPra—r
A 2b+tc—1n A 2b+c—1

(12.8a,b)

X =

Se puede emplear un procedimiento similar para dreas mas complejas, como
se ilustra en el ejemplo 12.2.

Nota 1: cuando un drea compuesta estd dividida en s6lo dos partes, el
centroide C de toda el drea se encuentra sobre la linea que une los centroides
C, y G, de las dos partes (como se muestra en la figura 12.6b para el drea
en forma de L).

Nota 2: al utilizar las férmulas para dreas compuestas (ecuaciones 12.6
y 12.7), podemos manejar la ausencia de un drea mediante una resta. Este
procedimiento es ttil cuando hay recortes u orificios en la figura.

Por ejemplo, considere el drea que se muestra en la figura 12.7a. Pode-
mos analizar esta figura como un drea compuesta al restar las propiedades
del rectangulo interior efgh de las propiedades correspondientes del rec-
tangulo exterior abcd. (Desde otro punto de vista, podemos considerar el
rectangulo exterior como un ‘“drea positiva” y el rectangulo interior como
un “drea negativa”.)

De manera similar, si un drea tiene un orificio (figura 12.7b), podemos
restar las propiedades del 4rea del orificio de las del rectangulo exterior. (De
nuevo, se logra el mismo efecto si tratamos el rectangulo exterior como un

374

“drea positiva” y el orificio como un “drea negativa”.)
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Ejemplo 12.2

Ejemplo 12.2. Centroide de
un drea compuesta.

La seccion transversal de una viga de acero estd construida con una secciéon W 18
X 71 de patin ancho con una cubreplaca de 6 in X 1/2 in soldada al patin superior y
una seccién en canal C 10 X 30 soldada al patin inferior (figura 12.8).

Localice el centroide C del drea de la seccion transversal.

Placa de]
6in X 35 in ~ o

7 1
W18 X 71
V1
| T
Clery
V3
C 10 X 30

Denotemos las dreas de la cubreplaca, de la seccién de patin ancho y de la sec-
cién en canal A, A, y A;, respectivamente. Los centroides de estas tres dreas estdn
identificados C;, C, y C;, respectivamente, en la figura 12.8. Observe que el drea
compuesta tiene un eje de simetria y por lo tanto todos los centroides se encuentran
sobre ese eje. Las tres dreas parciales son

A, = (6in)(0.5in) = 3.0 in> A, = 20.8 in? A; = 8.82 in’

en donde las dreas A, y A; se obtienen de las tablas E.1 y E.3 del apéndice E.

Coloquemos el origen de los ejes x y y en el centroide C, de la seccién de patin
ancho. Entonces, las distancias desde el eje x hasta los centroides de las tres dreas
son las siguientes:

= _ 18.47 in n 0.5 in

N 2 , 9.485 in

Yo=0 5= 18'4% +0.649 in = 9.884 in

contintia
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en donde las dimensiones pertinentes de las secciones de patin ancho y en canal se
obtienen de las tablas E.1 y E.3.

El 4rea A y el momento estdtico Q, de toda la seccién transversal se obtienen
con las ecuaciones (12.6a) y (12.6b) como se muestra:

A= A=A +4,+ A,
i=1

i=

=3.0in2 + 20.8 in> + 8.82 in? = 32.62 in>

0, = ZEA[ =ViA1 + 4 + 1343
i=1

= (9.485 in)(3.0 in?) + 0 — (9.884 in)(8.82 in?) = —58.72 in>

Ahora podemos obtener la coordenada y hasta el centroide C del drea compuesta
con la ecuacion (12.7b):

0, -5872in’ .
S COWPINT g e
A 326207 n

=

Como Yy es positiva en la direccién positiva del eje y, el signo menos significa que el
centroide C del drea compuesta estd localizado debajo del eje x, como se muestra en
la figura 12.8. Por tanto, la distancia ¢ entre el eje x y el centroide C es

1.80 in <=

c

Observe que la posicion del eje de referencia (el eje x) es arbitraria; sin embargo, en
este ejemplo lo colocamos en el centroide de la seccion de patin ancho debido a que
simplifica ligeramente los célculos.
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12.4 MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS PLANAS

Area plana con forma

arbitraria.

y

- dA dy
]

h f—

> [y

X
h C
2
B —B
2 2

Momentos de inercia de un
rectangulo.

Los momentos de inercia de un drea plana (figura 12.9) con respecto a los
ejes x y y, respectivamente, estan definidos por las integrales

S S (12.90)

en donde x y y son las coordenadas del elemento diferencial de area dA.
Dado que el elemento dA se multiplica por el cuadrado de la distancia desde
el eje de referencia, los momentos de inercia también se denominan segun-
dos momentos de inercia. Ademds, vemos que los momentos de inercia de
las dreas (a diferencia de los momentos estdticos) siempre son cantidades
positivas.

Para ilustrar cémo se obtienen los momentos de inercia por integracion,
consideraremos un rectangulo con ancho b y altura i (figura 12.10). Los
ejes x y y tienen su origen en el centroide C. Por conveniencia, utilizamos un
elemento diferencial de drea dA en forma de una franja horizontal delgada
de ancho b y altura dy (por tanto, dA = b dy). Como todas las partes de la
franja elemental estdn a la misma distancia del eje x, podemos expresar el
momento de inercia /, con respecto al eje x de la siguiente manera:

5 h/2 ) bh3
I, = |ydA= ybdy=—- (a)
o 12

De manera similar, podemos utilizar un elemento de drea en forma de una
franja vertical con drea dA = h dx y obtener el momento de inercia con res-
pecto al eje y:

b/2 hb3
I, = f x’dA = f Chdx = — (b)

Si se selecciona un conjunto diferente de ejes, los momentos de inercia
tendran valores diferentes. Por ejemplo, considere el eje BB en la base del
rectangulo (figura 12.10). Si se selecciona este eje como la referencia, debe-
mos definir y como la distancia coordenada desde ese eje hasta el elemento
de area dA. Entonces los célculos para el momento de inercia son

h

bh?

Ipp = fysz = f yzbd)’ = T (c)
0

Observe que el momento de inercia con respecto al eje BB es mayor que el
momento de inercia con respecto al eje centroidal x. En general, el momen-
to de inercia aumenta conforme el eje de referencia se mueve paralelamente
a si mismo alejandose del centroide.

El momento de inercia de un area compuesta con respecto a cual-
quier eje particular es la suma de los momentos de inercia de sus partes
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ebla

— ]

(a)

T

C X hl

b
L] J

—b—

(b)

Areas compuestas.

con respecto a ese mismo eje. Un ejemplo es la seccién de caja hueca que

se muestra en la figura 12.11a, donde los ejes x y y son ejes de simetria en

el centroide C. El momento de inercia /, con respecto al eje x es igual a la

suma algebraica de los momentos de inercia de los rectingulos exterior

e interior (como ya se explicd, podemos considerar el rectdngulo interior
s

como un “drea negativa” y el rectdngulo exterior como un “drea positiva”).
Por tanto,

; b’ bk
* 12 12

(d)

Esta misma férmula se aplica a la seccién en canal que se muestra en la
figura 12.11b, donde podemos considerar el recorte como un “drea nega-
tiva”.

Para la seccién en caja hueca podemos usar una técnica similar para
obtener el momento de inercia /, con respecto al eje vertical. Sin embargo,
en el caso de la seccién en canal, la determinacién del momento de inercia
I, requiere utilizar el teorema de los ejes paralelos que se describe en la
seccién siguiente (seccién 12.5).

Las formulas para los momentos de inercia se dan en el apéndice D.
Para las formas que no se muestran, los momentos de inercia usualmente se
pueden obtener empleando las férmulas dadas junto con el teorema de los
ejes paralelos. Si un drea tiene una forma tan irregular que sus momentos de
inercia no se puedan obtener de esta manera, entonces podemos utilizar mé-
todos numéricos. El procedimiento es dividir el drea en elementos pequefios
de drea AA;, multiplicar cada 4rea por el cuadrado de su distancia desde el
eje de referencia y luego sumar los productos.

En ocasiones en mecdnica se encuentra una distancia conocida como radio
de giro. El radio de giro de un drea plana se define como la raiz cuadrada
del momento de inercia del 4rea dividida entre la propia area; por tanto,

il I
= \/; = \/; (12.10a,b)
A A

en donde r, y r, denotan los radios de giro con respecto a los ejes x y y, res-
pectivamente. Como el momento de inercia tiene unidades de longitud a la
cuarta potencia y el drea tiene unidades de longitud a la segunda potencia,
el radio de giro tiene unidades de longitud.

Si bien el radio de giro de un 4rea no tiene un significado fisico obvio,
lo podemos considerar como la distancia (desde el eje de referencia) a la
que toda el drea podria concentrarse y aun tener el mismo momento de
inercia que el drea original.
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Ejemplo 12.3

y
A y=f(x

J

S

s la

b \

Ejemplo 12.13. Momentos
de inercia de un semisegmento parabdlico.

Determine los momentos de inercia /, e [, para el semisegmento parabélico OAB que
se muestra en la figura 12.12. La ecuacién de la frontera parabdlica es

2
y=f(x)=h<1 —%) @

(Esta misma drea se considerd antes en el ejemplo 12.1.)

Para determinar los momentos de inercia por integracion, utilizaremos las
ecuaciones (12.9a) y (12.9b). El elemento diferencial de drea dA se selecciona como
una franja vertical de ancho dx y altura y, como se muestra en la figura 12.12. El
area de este elemento es

2
dA=ydx=h<1—’;—2>dx ()

Como cada punto en este elemento estd a la misma distancia desde el eje y, el mo-
mento de inercia del elemento con respecto al eje y es x’dA. Por tanto, el momento
de inercia de toda el drea con respecto al eje y se obtiene como se muestra:

b 2 3
1= fxsz - f xzh(l - %)d;;: 2?;) (@) <
0

Para obtener el momento de inercia con respecto al eje x, observamos que el
elemento diferencial de drea dA tiene un momento de inercia d/, con respecto al eje x
igual a

3
d, = é(dx)ys =S

como se obtuvo con la ecuacién (c). De aqui, el momento de inercia de toda el drea
con respecto al eje x es

b 3 b3 2\3 3
y h x|’ 16bh
L= | —dx=| —|1 —=]dx= h) <=m
’ J03 fo3< b2> 105 ®

Estos mismos resultados para I, e I, se pueden obtener empleando un elemento
en forma de una franja horizontal de area dA = x dy o utilizando un elemento rec-
tangular de drea dA = dx dy y realizando una integraciéon doble. Ademads, observe
que las férmulas anteriores para /, e /, concuerdan con las dadas en el caso 17 del
apéndice D. A
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12.5 TEOREMA DE LOS EJES PARALELOS PARA MOMENTOS DE INERCIA

Deduccioén del teorema de
los ejes paralelos.

En esta seccién deduciremos un teorema muy util relativo a momentos de
inercia de dreas planas, que se conoce como teorema de los ejes paralelos
y que proporciona la relacién entre el momento de inercia con respecto
al eje centroidal y el momento de inercia con respecto a cualquier eje
paralelo.

Para deducir el teorema, consideramos un area con forma arbitraria con
centroide C (figura 12.13). También, consideramos dos conjuntos de ejes
coordenados: (1) los ejes x,y. con origen en el centroide y (2) un conjunto
de ejes paralelos xy con origen en cualquier punto O. Las distancias entre
los dos conjuntos de ejes paralelos se denotan d, y d,. Ademas, identifica-
mos un elemento de drea dA con coordenadas x y y con respecto a los ejes
centroidales.

Con base en la definicién de momento de inercia, podemos escribir la
siguiente ecuacion para el momento de inercia /, con respecto al eje x:

Ixzf(erdl)szzfysz+2d1fydA+d%fdA (a)

La primera integral en el lado derecho es el momento de inercia I, con res-
pecto al eje x.. La segunda integral es el momento estdtico del drea con
respecto al eje x, (esta integral es igual a cero debido a que el eje x, pasa por
el centroide). La tercera integral es la propia area A. Por tanto, la ecuacion
anterior se reduce a

i = ]xc + Ad% (12.11a)

Al continuar de la misma manera para el momento de inercia con respecto
al eje y, obtenemos

L=1I_+ Ad3 (12.11b)

dy
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Momentos de inercia de un
rectangulo. (Repetida.)

Area plana con dos ejes
paralelos no centroidales (ejes 1-1y 2-2).

SECCION 12.5 Teorema de los ejes paralelos para momentos de inercia

Las ecuaciones (12.11a) y (12.11b) representan el teorema de los ejes pa-
ralelos para momentos de inercia:

El momento de inercia de un drea con respecto a cualquier eje en su plano es
igual al momento de inercia con respecto a un eje centroidal paralelo mds el
producto del drea y el cuadrado de la distancia entre los dos ejes.

Para ilustrar el uso del teorema, considere de nuevo el rectingulo que
se muestra en la figura 12.10. Como sabemos que el momento de inercia
con respecto al eje x, que pasa por el centroide, es igual a bh*/12 (consulte la
ecuacion a de la seccion 12.4), podemos determinar el momento de inercia
I con respecto a la base del rectdngulo empleando el teorema de los ejes
paralelos:

_ , b h\? _ bi?
Igp = I, + Ad 1 +bh<2> 3
Este resultado concuerda con el momento de inercia obtenido antes por
integracion (ecuacion c de la seccién 12.4).

Del teorema de los ejes paralelos observamos que el momento de iner-
cia aumenta cuando el eje se mueve paralelamente a si mismo alejandose
del centroide. Por tanto, el momento de inercia con respecto a un eje cen-
troidal es el momento de inercia menor de un drea (para una direccién dada
del eje).

Al utilizar el teorema de los ejes paralelos es esencial recordar que uno
de los dos ejes paralelos debe ser un eje centroidal. Si es necesario encon-
trar el momento de inercia /, con respecto a un eje no centroidal 2-2 (figura
12.14) cuando se conoce el momento de inercia /, con respecto a otro eje no
centroidal (y paralelo) 1-1, debemos aplicar el teorema de los ejes paralelos
dos veces. Primero, determinamos el momento de inercia centroidal 7, a
partir del momento de inercia conocido /;:

I, =1, — Ad} (b)

Luego encontramos el momento de inercia I, a partir del momento de iner-
cia centroidal:

L=1,_+Ad3 =1 +A(d5 —d?) (12.12)

Esta ecuacién muestra de nuevo que el momento de inercia aumenta al in-
crementarse la distancia desde el centroide del drea.
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Ejemplo 12.4

Ejemplo 12.4. Teorema de
los ejes paralelos.

El semisegmento parabdlico OAB que se muestra en la figura 12.15 tiene base b y
altura h. Utilice el teorema de los ejes paralelos para determinar los momentos de
inercia [, e I, conrespecto a los ejes centroidales x,y y,.

<

Podemos utilizar el teorema de los ejes paralelos (en vez de integracién) para
determinar los momentos de inercia centroidales dado que ya conocemos el drea A,
las coordenadas centroidales x y y y los momentos de inercia I, € I, con respecto
a los ejes x y y. Estas cantidades se obtuvieron antes en los ejemplos 12.1 y 12.3.
También se dan en el caso 17 del apéndice D y se repiten aqui:

3 3
A 2h o 36 o2k _6bE_ 2hb
105 Y15

Para obtener el momento de inercia con respecto al eje x,, utilizamos la ecua-
cion (b) y escribimos el teorema de los ejes paralelos como sigue:

105 3

I, =1,—Ay> = = (12.13a) <=m

16bh>  2bh ( %>2 _ 8bi
175

De manera similar, obtenemos el momento de inercia con respecto al eje y,:

3 2 3
I, =1,— Ax*= 2hb —M<£> — L (12.13b) <=m

e Y 15 3 \8 480

De esta manera hemos determinado los momentos de inercia centroidales del semi-
segmento.




SECCION 12.5 Teorema de los ejes paralelos para momentos de inercia

Ejemplo 12.5

y Determine el momento de inercia /. con respecto al eje horizontal C-C que pasa por
Placa de { el centroide C de la seccidn transversal de la viga que se muestra en la figura 12.16.
6in. X 3 in C (La posicion del centroide C se determiné antes en el ejemplo 12.2 de la seccién
%%7 12.3.)

Nota: de la teoria de vigas (capitulo 5), sabemos que el eje C-C es el eje neutro
por flexion de esta viga, y por tanto el momento de inercia /, se debe determinar a
V1 fin de calcular los esfuerzos y las deflexiones de esta viga.

W18X71—j

G

c Determinaremos el momento de inercia /, con respecto al eje C-C aplicando el teo-
rema de los ejes paralelos a cada parte individual del drea compuesta. El area se
divide naturalmente en tres partes: (1) la cubreplaca, (2) la seccion de patin ancho y
(3) la seccidn en canal. Las dreas y distancias centroidales siguientes se obtuvieron
C 10 X 30 antes en el ejemplo 12.2:

—f o fe—
=

G\ A=30in> A,=208in> A =882in’

y1 = 9.485 in y2=0 y;=9.884in ¢ =1.80in
Ejemplo 12.5. Momento de
inercia de un drea compuesta. Los momentos de inercia de las tres partes con respecto a ejes horizontales a través
de sus propios centroides C,, C, y C; son como sigue:

3
j b1

L 9 sN3 .4
12 B (6.0 in)(0.5 in) 0.063 in

I, = 1170 in* I; = 3.94in*

Los momentos de inercia I, e I; se obtienen de las tablas E.1 y E.3, respectivamente,
del apéndice E.

Ahora podemos usar el teorema de los ejes paralelos para calcular los mo-
mentos de inercia con respecto al eje C-C para cada una de las tres partes del drea
compuesta:

(L), =1, + A;(y; +¢)* =0.063 in* + (3.0 in?)(11.28 in)* = 382 in*
(), = L, + A>c? = 1170 in* + (20.8 in?)(1.80 in)> = 1240 in*

(I); = I + A5(y5 — ©)*> = 3.94 in* + (8.82 in?)(8.084 in)> = 580 in*

La suma de estos momentos de inercia individuales da el momento de inercia de
toda el drea de la seccion transversal con respecto a su eje centroidal C-C:

I, = (I); + (1), + (I.); = 2200 in* =

Este ejemplo muestra como calcular momentos de inercia de dreas compuestas em-
pleando el teorema de los ejes paralelos.




CAPITULO 12 Repaso de centroides y momentos de inercia

12.6 MOMENTOS POLARES DE INERCIA

Area plana con forma
arbitraria.

Xe

Deduccién del teorema de
los ejes paralelos. (Repetida.)

Los momentos de inercia analizados en la seccién anterior se definen con
respecto a ejes que se encuentran en el plano de la propia area, como los
ejes x y y en la figura 12.17. Ahora consideraremos un eje perpendicular
al plano del drea y que interseque el plano en el origen O. El momento de
inercia con respecto a este eje perpendicular se denomina momento polar
de inercia y se denota con el simbolo /.

El momento polar de inercia con respecto a un eje en el punto O per-
pendicular al plano de la figura se define por la integral

Ip=fp2dA (12.14)

en donde p es la distancia desde el punto O hasta el elemento diferencial de
area dA (figura 12.17). Esta integral tiene forma similar a las de los momen-
tos de inercia I, e I, (consulte las ecuaciones 12.9a'y 12.9b).

Puesto que p? = x*> + y%, donde x y y son las coordenadas rectangulares
del elemento dA, obtenemos la siguiente expresion para I,

Ip= f pdA = f (% + yH)dA = f x’dA + f y2dA

Asi, obtenemos la relacién importante:

I=1+1I (12.15)

Esta ecuacion muestra que el momento polar de inercia con respecto a un
eje perpendicular al plano de la figura en cualquier punto O es igual a la
suma de los momentos de inercia con respecto a dos ejes perpendiculares
cualesquiera x y y que pasen por ese mismo punto y que se encuentren en
el plano de la figura.

Por conveniencia, es usual referirnos a I, simplemente como el mo-
mento polar de inercia con respecto al punto O, sin mencionar que el eje es
perpendicular al plano de la figura. Ademas, para distinguirlos de los momen-
tos polares de inercia, en ocasiones nos referimos a /, e I, como momentos
rectangulares de inercia. '

Los momentos polares de inercia con respecto a varios puntos en el pla-
no de un drea estan relacionados por el teorema de los ejes paralelos para
momentos polares de inercia. Podemos deducir este teorema refiriéndo-
nos de nuevo a la figura 12.13. Denotemos los momentos polares de inercia
con respecto al origen Oy al centroide C con (/) € (Ip)., respectivamente.
Entonces, al emplear la ecuacién (12.15), podemos escribir las siguientes
ecuaciones:

(IP)O = Ix + Iy (IP)C = Ixc + ch (a)

Ahora refiérase al teorema de los ejes paralelos deducidos en la seccion
12.5 para momentos rectangulares de inercia (ecuaciones 12.11ay 12.11b).
Al sumar estas dos ecuaciones, obtenemos

L+1,=1_+1, +Ad}+d3)



de un circulo.

Momento polar de inercia

SECCION 12.6 Momentos polares de inercia

Sustituimos en las ecuaciones (a) y observando también que d* = di + d3
(figura 12.13), obtenemos

(Ip)o = Up)c + Ad* (12.16)

Esta ecuacién representa el teorema de los ejes paralelos para momentos
polares de inercia:

El momento polar de inercia de un drea con respecto a cualquier punto O en su
plano es igual al momento polar de inercia con respecto al centroide C mads el
producto del drea y el cuadrado de la distancia entre los puntos Oy C.

Para ilustrar la determinacion de los momentos polares de inercia y el
uso del teorema de los ejes paralelos, considere un circulo con radio r (figu-
ra 12.18). Tomemos un elemento diferencial de area dA en forma de un ani-
llo delgado con radio p y espesor dp (por tanto, dA = 2np dp). Como cada
punto en el elemento estd a la misma distancia p desde el centro del circulo,
el momento polar de inercia de todo el circulo con respecto al centro es

7Tr4

Up)c = fpsz = f 2mpidp = (12.17)
0

Este resultado aparece en el caso 9 del apéndice D.

El momento polar de inercia del circulo con respecto a cualquier punto B
en su circunferencia (figura 12.18) se puede obtener con el teorema de los
ejes paralelos:

4 4
(U = (Up)c + Ad* = =+ 72 = 3% (12.18)

Por cierto, observe que el momento polar de inercia tiene su valor menor
cuando el punto de referencia es el centroide del drea.

Un circulo es un caso especial en que el momento polar de inercia se
puede determinar por integraciéon. Sin embargo, la mayor parte de las for-
mas encontradas en el trabajo de ingenieria no se prestan para esta técnica,
por lo que es usual que los momentos polares de inercia se obtengan su-
mando los momentos rectangulares de inercia para dos ejes perpendiculares
(ecuacién 12.15).
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12.7 PRODUCTOS DE INERCIA

Area plana con forma
arbitraria.

(0]

El producto de inercia es
cero cuando alguno de los ejes es el de
simetria.

Area plana con forma
arbitraria.

El producto de inercia de un area plana se define con respecto a un conjunto
de ejes perpendiculares que se encuentran en el plano del drea. Entonces,
con referencia al drea que se muestra en la figura 12.19, definimos el pro-
ducto de inercia con respecto a los ejes x y y como sigue:

L= fxy " (12.19)

De acuerdo con esta definicion observamos que cada elemento diferencial
de drea dA se multiplica por el producto de sus coordenadas. Como con-
secuencia, los productos de inercia pueden ser positivos, negativos o cero
dependiendo de la posicion de los ejes xy con respecto al area.

Si el 4rea se encuentra por completo en el primer cuadrante de los ejes
(como en la figura 12.19), entonces el producto de inercia es positivo de-
bido a que cada elemento dA tiene coordenadas x y y positivas. Si el area
se encuentra por completo en el segundo cuadrante, el producto de inercia
es negativo dado que cada elemento tiene una coordenada y positiva y una
coordenada x negativa. De manera similar, las dreas que estén por completo
dentro del tercero y cuarto cuadrantes tienen productos de inercia positivos
y negativos, respectivamente. Cuando el drea se encuentra en mas de un
cuadrante, el signo del producto de inercia depende de la distribucién del
area dentro de los cuadrantes.

Un caso especial se origina cuando uno de los ejes es un eje de sime-
tria del drea. Por ejemplo, considere el drea que se muestra en la figura
12.20, que es simétrica con respecto al eje y. Para cada elemento dA con co-
ordenadas x y y existe un elemento dA igual y simétricamente ubicado con
la misma coordenada y pero con una coordenada x con signo opuesto. Por
tanto, los productos xy dA se cancelan entre si y la integral en la ecuacion
(12.19) desaparece. Por tanto, el producto de inercia de un drea es cero con
respecto a cualquier par de ejes en el cual al menos uno de ellos es un eje
de simetria del drea.

Como ejemplos de la regla anterior, el producto de inercia I, es igual
a cero para las dreas que se muestran en las figuras 12.10, 12.11, 12.16 y
12.18. Por el contrario, el producto de inercia /,, tiene un valor positivo
diferente de cero para el area que se muestra en la figura 12.15. (Estas ob-
servaciones son validas para productos de inercia con respecto a los ejes xy
particulares que se muestran en la las figuras. Si los ejes se desplazan a otra
posicion, el producto de inercia puede cambiar.)

Los productos de inercia de un drea con respecto a conjuntos de ejes
paralelos estdn relacionados por un teorema de los ejes paralelos que es
andlogo a los teoremas correspondientes para momentos rectangulares de
inercia y momentos polares de inercia. Para obtener este teorema, consi-
dere el drea que se muestra en la figura 12.21, que tiene centroide C'y ejes
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Teorema de los ejes
paralelos para productos de inercia.

SECCION 12.7 Productos de inercia

centroidales x.y.. El producto de inercia /., con respecto a cualquier otro
conjunto de ejes, paralelos a los ejes x..y,, es

Ixy :f(x —+ d2)(y + dl)dA Zny dA + d]JiX dA + dzJ;i dA + d]d2fdA

en donde d, y d, son las coordenadas del centroide C con respecto a los ejes
xy (por tanto, d, y d, pueden ser valores positivos 0 negativos).

La primera integral en la dltima expresion es el producto de inercia
I, con respecto a los ejes centroidales; la segunda y tercera integrales
x('yc_ i .
son iguales a cero debido a que son los momentos estaticos del area con
respecto a los ejes centroidales y la dltima integral es el drea A. Por tanto, la
ecuacidn anterior se reduce a

Ly=1., +Add, (12.20)

b cY

Esta ecuacidn representa el teorema de los ejes paralelos para productos
de inercia:

El producto de inercia de un drea con respecto a cualquier par de ejes en su
plano es igual al producto de inercia con respecto a ejes centroidales paralelos
mads el producto del drea y las coordenadas del centroide con respecto al par
de ejes.

Para demostrar el uso de este teorema de los ejes paralelos, determine-
mos el producto de inercia de un rectdngulo con respecto a los ejes xy que
tienen su origen en el punto O en la esquina inferior izquierda del rectdngu-
lo (figura 12.22). El producto de inercia con respecto a los ejes x,y, es cero
debido a la simetria. Ademads, las coordenadas del centroide con respecto a
los ejes xy son

h b
d==  d==
) 22

Sustituimos en la ecuacién (12.20) y obtenemos

272
o=+ Ay =0+ 5 2)(2) =22 a0

Este producto de inercia es positivo debido a que toda el drea se encuentra
en el primer cuadrante. Si los ejes xy se trasladan en sentido horizontal de
manera que el origen se mueva al punto B en la esquina inferior derecha del
rectdngulo (figura 12.22), toda el drea se encuentra en el segundo cuadrante
y el producto de inercia serd —b*h*/4.

El ejemplo siguiente también ilustra el uso del teorema de los ejes pa-
ralelos para productos de inercia.
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Ejemplo 12.6

Ejemplo 12.6. Producto de
inercia de una seccién Z.

Determine el producto de inercia /,, de la seccién Z que se muestra en la figura 12-23.
La seccién tiene ancho b, altura i y espesor constante 7.

i ——
T | Ay |k
ﬁv 2

[ ——

Para obtener el producto de inercia con respecto a los ejes xy que pasan por el
centroide, dividimos el drea en tres partes y utilizamos el teorema de los ejes parale-
los. Las partes son las siguientes: (1) un rectangulo de ancho b — ¢ y espesor ¢ en el
patin superior, (2) un rectdngulo similar en el patin inferior y (3) un rectingulo del
alma con altura & y espesor .

El producto de inercia del rectdngulo del alma con respecto a los ejes xy es cero
(por la simetria). El producto de inercia (/,,), del rectdngulo del patin superior (con
respecto a los ejes xy) se determina empleando el teorema de los ejes paralelos:

U = Ly, + Adidy (a)

endonde [, , es el producto de inercia del rectangulo con respecto a su propio cen-
troide, A es el drea del rectdngulo, d, es la coordenada y del centroide del rectangulo
y d, es la coordenada x del centroide del rectdngulo. Por tanto,

I

h b
=0 A=G-D0  di=g- dh=

L
2
Al sustituir en la ecuacién (a), obtenemos el producto de inercia del rectangulo en

el patin superior:

Ui =L, + Adidy = 0 + (b — r)(t)(% - é)@ =& n6-»

El producto de inercia del rectdngulo en el patin inferior es el mismo. Por tanto, el
producto de inercia de toda la seccién Z es el doble de (7,),, 0

I = %(h —nb -1 (12.22) <=m

Observe que este producto de inercia es positivo debido a que los patines se encuen-
tran en el primero y segundo cuadrantes.




SECCION 12.8 Rotacidn de ejes

12.8 ROTACION DE EJES

Rotacién de ejes.

Los momentos de inercia de un drea plana dependen de la posicién del
origen y de la orientacion de los ejes de referencia. Para un origen dado, los
momentos de inercia y el producto de inercia varian conforme se giran los ejes
con respecto a ese origen. La forma en que varian y las magnitudes de los
valores maximo y minimo se analizan en esta y en la siguiente seccién.

Consideremos el area plana que se muestra en la figura 12.24 y supon-
gamos que los ejes xy son un par de ejes de referencia ubicados de manera
arbitraria. Los momentos y productos de inercia con respecto a dichos ejes
son

en donde x y y son las coordenadas de un elemento diferencial de area dA.

Los ejes x; y y, tienen el mismo origen que los ejes xy pero estan gi-
rados un dngulo # en sentido contrario al de las manecillas del reloj con
respecto a esos ejes. Los momentos y el producto de inercia con respecto
a los ejes x;y, se denotan I, I, e I, , respectivamente. Para obtener
estas cantidades necesitamos las coordenadas del elemento de drea dA con
respecto a los ejes x,y,. Estas coordenadas se pueden expresar en términos
de las coordenadas xy y del angulo 6 por geometria, como sigue:

X; =xcos 6+ ysené yi=ycos 8 —xsenf  (12.23ab)

Entonces el momento de inercia con respecto al eje x, es

I, = fy%dA = f(y cos @ —x sen 6)*dA
= coszﬁfﬁdA + senzﬁfxsz — 2 sen 6 cos 0fxy dA
0, con las ecuaciones (a), (b) y (c),
I, = I, cos’ 0 + I sen” @ — 21, sen 6 cos 6 (12.24)
Ahora introducimos las siguientes identidades trigonométricas:

cos?f = %(1 + cos 26) sen20=%(1 —cos 26)

2sen 6 cos 6 =sen26
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Entonces la ecuacion (12.24) se convierte en

L+1, I —1
L=~ L4+ 3 * cos 260 — I, sen 20 (12.25)
De manera similar podemos obtener el producto de inercia con respecto a
los ejes x,y;:

L, = Jxlyl dA = f(x cos O + y sen 6)(y cos 8 — xsen 0)dA

= (I, — I,)sen @ cos 0 + Ixy(cos2 6 — sen’ 6) (12.26)

De nuevo empleando identidades trigonométricas, obtenemos

1
L ———= sen 20 + I, cos 26 (12.27)

w1

Las ecuaciones (12.25) y (12.27) dan el momento de inercia I, y el
producto de inercia /,,,, con respecto a los ejes girados en términos de los
momentos y el producto de inercia para los ejes originales. Estas ecuaciones
se denominan ecuaciones de transformacion para momentos y produc-
tos de inercia.

Observe que estas ecuaciones de transformacién tienen la misma forma
que las ecuaciones de transformacion para esfuerzo plano (ecuaciones 7.4a
y 7.4b de la seccion 7.2). Al comparar los dos conjuntos de ecuaciones, ob-
servamos que /I, corresponde a o, , I, corresponde a —7, . , I, corres-

ponde a o, I, corresponde a o e I, corresponde a —7,,. Por tanto, también

podemos analizar momentos y productos de inercia con el circulo de Mohr
(consulte la seccién 7.4).

El momento de inercia /,, se puede obtener mediante el mismo procedi-
miento que utilizamos para determinar /., e I, ,,. Sin embargo, un proce-
dimiento mds simple es reemplazar 6 con 6 + 90° en la ecuacién (12.25).
El resultado es

L+, I, -1,
W=y T T cos 20 + I, sen 20 (12.28)

Esta ecuacién muestra como varia el momento de inercia Iylconforme se
giran los ejes con respecto al origen.

Una ecuacion til relacionada con los momentos de inercia se obtiene
sumando /., y I, (ecuaciones 12.25 y 12.28). El resultado es

I (12.29)

211

+ 1

Y1

=I.+1

y

Esta ecuacion indica que la suma de los momentos de inercia con respecto a
un par de ejes permanece constante conforme se giran los ejes con respecto
al origen. Esta suma es el momento polar de inercia del drea con respecto al
origen. Observe que la ecuacién (12.29) es andloga a la ecuacion (7.6) para
esfuerzos y a la ecuacion (7.72) para deformaciones.
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12.9 EJES PRINCIPALES Y MOMENTOS DE INERCIA PRINCIPALES

Las ecuaciones de transformacién para momentos y productos de inercia
(ecuaciones 12.25, 12.27 y 12.28) muestran cémo varian los momentos y
productos de inercia conforme varia el dngulo de rotacién 6. De interés
especial son los valores maximo y minimo del momento de inercia. Estos
valores se conocen como momentos de inercia principales y los ejes co-
rrespondientes se conocen como ejes principales.

Para determinar los valores del dngulo 6 que hacen al momento de inercia
I, un mdximo o un minimo, derivamos con respecto a 6 la expresién en el
lado derecho de la ecuacion (12.25) e igualamos el resultado a cero:

(I, — I,)sen 20 + 21, cos 260 = 0 (a)
Despejamos 6 de esta ecuacién y obtenemos

2y (12.30)

tan20p=—1 7
X y

en donde 6, denota el dngulo que define un eje principal. Este mismo resul-
tado se obtiene si efectuamos la derivada de I, (ecuacion 12.28).

La ecuacién (12.30) produce dos valores del dngulo 26, en el intervalo
de 0 a 360°, estos valores difieren en 180°. Los valores correspondientes de Op
difieren en 90° y definen los dos ejes principales perpendiculares. Uno de
estos ejes corresponde al momento de inercia maximo y el otro corresponde
al momento de inercia minimo.

Ahora examinemos la variacion en el producto de inercia I,
me 6 varfa (consulte la ecuacién 12.27). Si 6 = 0, obtenemos I, ,, = I,
como se esperaba. Si § = 90°, obtenemos leyl = —I,, Por tanto, durante
una rotacion de 90° el producto de inercia cambia de signo, lo cual significa
que para una orientacion intermedia de los ejes, el producto de inercia debe
ser igual a cero. Para determinar esta orientacion, igualamos a cero Ix] yi
(ecuacion 12.27):

confor-

(I, — I,)sen 20 + 2I,, cos 20 = 0

Esta ecuacion es igual que la ecuacion (a), que define el dngulo 6, con res-
pecto a los ejes principales. Por tanto, concluimos que el producto de iner-
cia es cero para los ejes principales.

En la seccién 12.7 demostramos que el producto de inercia de un drea
con respecto a un par de ejes es igual a cero si al menos uno de los ejes es
de simetria. Se deduce que si un area tiene un eje de simetria, ese eje y cual-
quier eje perpendicular a €l constituyen un conjunto de ejes principales.

Las observaciones anteriores se pueden resumir asi: (1) los ejes princi-
pales que pasan por un origen O son un par de ejes ortogonales para los cua-
les los momentos de inercia son un maximo y un minimo; (2) la orientacién
de los ejes principales estd dada por el dngulo 6, obtenido con la ecuacion
(12.30); (3) el producto de inercia es cero para ejes principales y (4) un eje
de simetria siempre es un eje principal.
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S

A

Rectangulo para el cual
cada eje (en el plano del drea) que pasa por
el punto O es un eje principal.

(b)

Ejemplos de dreas para
las cuales cada eje centroidal es un eje
principal y el centroide C es un punto
principal.

Ahora consideremos un par de ejes con origen en un punto dado O. Si existe
un par diferente de ejes principales que pase por ese mismo punto, entonces
cada par de ejes en ese punto es un conjunto de ejes principales. Ademads, el
momento de inercia debe ser constante conforme se varia el dngulo 6.

La conclusién anterior se deduce de la naturaleza de la ecuacién de
transformacién para le (ecuacion 12.25). Dado que esta ecuacion contiene
funciones trigonométricas del dngulo 26, hay un valor mdximo y un va-
lor minimo de I, conforme 26 varia a lo largo de un intervalo de 360° (o
conforme 0 varia a lo largo de un intervalo de 180°). Si existe un segundo
méximo, entonces la tinica posibilidad es que /, permanezca constante, lo
cual significa que cada par de ejes es un conjunto de ejes principales y todos
los momentos de inercia son iguales.

Un punto ubicado de manera que cada eje que pase por €l sea un eje
principal y de aqui que los momentos de inercia sean iguales para todos los
ejes en el punto se denomina punto principal.

Una ilustracion de esta situacion es el rectangulo de ancho 2b y altura b
que se muestra en la figura 12.25. Los ejes xy, con origen en el punto O, son
ejes principales del rectangulo debido a que el eje y es un eje de simetria.
Los ejes x'y’, con el mismo origen, también son ejes principales porque el
producto de inercia /.., es igual a cero (debido a que los tridngulos estdn
simétricamente ubicados con respecto a los ejes x" y y’). Se deduce que
cada par de ejes que pasa por O es un conjunto de ejes principales y cada
momento de inercia es el mismo (e igual a 2b*/3). Por tanto, el punto O es
un punto principal para el rectdngulo. (Un segundo punto principal estd
ubicado donde el eje y interseca el lado superior del rectdngulo.)

Un corolario ttil de los conceptos descritos en los cuatro parrafos ante-
riores se aplica a los ejes que pasan por el centroide de un drea. Considere
un drea con dos pares diferentes de ejes centroidales de manera que al me-
nos un eje en cada par es un eje de simetria. En otras palabras, existen dos
ejes de simetria diferentes que no son perpendiculares entre si. Entonces se
deduce que el centroide es un punto principal.

En la figura 12.26 se muestran dos ejemplos, un cuadrado y un tridn-
gulo equildtero. En cada caso los ejes xy son ejes centroidales principales
debido a que su origen estd en el centroide C y al menos uno de ellos es un
eje de simetria. Ademads, un segundo par de ejes centroidales (los ejes x'y")
tiene al menos un eje de simetria. Se infiere que tanto los ejes xy como los
ejes x'y’ son principales. Por tanto, cada eje que pasa por el centroide C es
un eje principal y cada uno de ellos tiene el mismo momento de inercia.

Si un 4rea tiene tres ejes de simetria diferentes, aun si dos de ellos son
perpendiculares, las condiciones descritas en el parrafo anterior se cumplen
automadticamente. Por tanto, si un drea tiene tres o mds ejes de simetria,
el centroide es un punto principal y cada eje que pasa por el centroide es
un eje principal y tiene el mismo momento de inercia. Estas condiciones
se cumplen para un circulo, para todos los poligonos regulares (tridngulo
equildtero, cuadrado, pentdgono regular, hexdgono regular, etcétera) y para
muchas otras formas simétricas.

En general, cada drea plana tiene dos puntos principales. Estos son
equidistantes con respecto al centroide sobre el eje centroidal principal que
tiene el momento de inercia principal mayor. Un caso especial ocurre cuan-
do los dos momentos de inercia centroidales principales son iguales; enton-
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geométrica de la ecuacion (12.30).

SECCION 12.9 Ejes principales y momentos de inercia principales

ces los dos puntos principales coinciden en el centroide, que se convierte en
el Unico punto principal.

Ahora determinemos los momentos de inercia principales suponiendo que
I, I, e I, se conocen. Un método es determinar los dos valores de 6, (que
difieren en 90°) con la ecuacién (12.30) y luego sustituir estos valores enla
ecuacion (12.25) para [, - Los dos valores resultantes son los momentos de
inercia principales, denotados con /; e I,. La ventaja de este método es que
sabemos cudl de los dos dngulos principales 6, corresponde a cada momen-
to de inercia principal.

También es posible obtener férmulas generales para los momentos de
inercia principales. Observamos en la ecuacién (12.30) y en la figura 12.27

(que es una representacién geométrica de la ecuacién 12.30) que

1 I -1
cos 26, = ——= sen 26, = —= (12.31a,b)
v 2R r R

en donde

<1—1> 5
R = 5 +12 (12.32)

es la hipotenusa del tridngulo. Al evaluar R, siempre tomamos la raiz cua-
drada positiva.

Ahora sustituimos las expresiones para cos 26,y sen 26, (de las ecua-
ciones 12.31a y b) en la ecuacién (12.25) para I, y obtenemos el mayor
algebraicamente de los dos momentos de inercia principales, denotado con
el simbolo /,:

I]:Ix;rl“r (1 ;1> + 12 (12.33a)

El momento de inercia principal menor, denotado con /,, se puede obtener
con la ecuacién

Il+12:lx+1y

(consulte la ecuacién 12.29). Al sustituir la expresion para /; en esta ecua-
cion y despejando I,, obtenemos

_L+L <i> + 12 (12.33b)
2 2

Las ecuaciones (12.33a) y (12.33b) proporcionan una forma conveniente
para calcular los momentos de inercia principales.

El ejemplo siguiente ilustra el método para localizar los ejes principa-
les y determinar los momentos de inercia principales.
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Ejemplo 12.7

\

1
N
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T
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U /
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Ejemplo 12.7. Ejes
principales y momentos de inercia
principales para una seccién Z.

T[

Determine las orientaciones de los ejes centroidales principales y las magnitudes de
los momentos de inercia centroidales principales para el drea de la seccidn transver-
sal de la seccién Z que se muestra en la figura 12.28. Utilice los datos numéricos
siguientes: altura 2 = 200 mm, ancho b = 90 mm y espesor constante 7 = 15 mm.

Utilicemos los ejes xy (figura 12.28) como los ejes de referencia que pasan por
el centroide C. Los momentos y el producto de inercia con respecto a estos ejes se
pueden obtener al dividir el drea en tres rectdngulos y emplear los teoremas de los
ejes paralelos. Los resultados de esos célculos son:

[,=2929 X 10°mm* [, =5.667 X 10°mm* [, = —9.366 X 10° mm*

Al sustituir estos valores en la ecuacién para el dngulo 6, (ecuacién 12.30), obte-
nemos

I,

tan 26, = — = 0.7930 26, = 38.4°y 218.4°

x — ly

Por tanto, los dos valores de 6, son
0, = 19.2°y 109.2°

Al utilizar estos valores de 6, en la ecuacion de transformacién para Iy, (ecuacion
12.25), obtenemos I, = 32.6 X 10° mm*y 2.4 X 10° mm*, respectivamente. Es-
tos mismos valores se obtienen si sustituimos en las ecuaciones (12.33a) y (12.33b).
Entonces, los momentos de inercia principales y los dngulos con respecto a los ejes
principales correspondientes son

I, =326 X 10°mm* 6, =19.2° <=
L=24X10mm* 6, =109.2° <=

Los ejes principales se muestran en la figura 12.28 como los ejes x,y;.
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Los problemas de la seccion 12.2 se deben resolver por inte-
gracion.

12.2.1 Determine las distancias Xy y al centroide C de un
tridangulo rectangulo con base b y altura & (consulte el caso 6,
apéndice D).

12.2.2 Determine la distancia y al centroide C de un trape-
zoide con bases a 'y b, y altura h (consulte el caso 8, apéndi-
ce D).

12.2.3 Determine la distancia y al centroide C de un semi-
circulo con radio r (consulte el caso 10, apéndice D).

12.2.4 Determine las distancias xy y al centroide C de un
timpano parabdlico con base b y altura i (consulte el caso 18,
apéndice D).

12.2.5 Determine las distancias xy y al centroide C de un
semisegmento de grado n-ésimo con base b y altura & (consul-
te el caso 19, apéndice D).

Los problemas de la seccion 12.3 se deben resolver emplean-
do las formulas para dreas compuestas.

12.3.1 Determine la distancia Yy al centroide C de un trape-
zoide con bases a y b, y altura & (consulte el caso 8, apéndi-
ce D) al dividir el trapezoide en dos tridngulos.

12.3.2 Se quita la cuarta parte de un cuadrado con lado a
(consulte la figura). ;Cudles son las coordenadas xy y del
centroide C del drea restante?

(IR

(IR

12.3.3 Calcule la distancia y al centroide C de la seccién en
canal que se muestra en la figurasia = 6in,b = linyc =
2in.

+
e

(SRS
TR

12.3.4 ;Cudl debe ser la relacion entre las dimensiones a, by
¢ de la seccion en canal que se muestra en la figura a fin de que
el centroide C se encuentre sobre la linea BB?

12.3.5 En la figura se muestra la seccion transversal de una
viga construida con una seccion W 24 X 162 de patin ancho y
una cubreplaca de 8 in X 3/4 in soldada al patin superior.

Determine la distancia y desde la base de la viga hasta el
centroide C del drea de la seccion transversal.

3
Placade 8 in X 4 in

W24 X 162

-

~l
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12.3.6 Determine la distancia y al centroide C del drea com-
puesta que se muestra en la figura.

y
180 mm 180 mm
i ‘ 15 mm—y M ‘ 30 mm
30 mm_ | | l
5 90 mm

—> —30 mm

12.3.7 Determine las coordenadas x y y del centroide C del
area en forma de L que se muestra en la figura.

— [«—0.51in

c

.

0.5in

|

Ol x T X
<—4in*>‘

12.3.8 Determine las coordenadas x y y del centroide C del
drea que se muestra en la figura.

y
170 mm ‘
280 mm S(TLHTH so%nﬂm —
%0 O O 80151) mm
mm mm
0 X
80 80
mm mm
«— 300 mm ——

Los problemas 12.4.1 a 12.4.4 se deben resolver por integra-
cion.

12.4.1 Determine el momento de inercia /, del tridngulo con
base b y altura & con respecto a su base (consulte el caso 4,
apéndice D).

12.4.2 Determine el momento de inercia I, de un trapezoide
con bases a y b, y altura h con respecto a su base (consulte el
caso 8, apéndice D).

12.4.3 Determine el momento de inercia I, de un timpano pa-
rabdlico con base b y altura h con respecto a su base (consulte
el caso 18, apéndice D).

12.4.4 Determine el momento de inercia /, de un circulo con
radio r con respecto al didmetro (consulte el caso 9, apén-
dice D).

Los problemas 12.4.5 a 12.4.9 se deben resolver considerando
el drea como un drea compuesta.

12.4.5 Determine el momento de inercia /; de un rectdngulo
con longitudes en sus lados b y & con respecto a una diagonal
del rectangulo (consulte el caso 2, apéndice D).



12.4.6 Calcule el momento de inercia I, para el drea circular
compuesta que se muestra en la figura. El origen de los ejes
estd en el centro de los circulos concéntricos y los tres didme-
tros son 20, 40 y 60 mm.

12.4.7 Calcule los momentos de inercia /, e /, con respecto a
los ejes x y y para el drea en forma de L que se muestra en la
figura para el problema 12.3.7.

12.4.8 Un drea semicircular con radio de 150 mm tiene un
recorte rectangular con dimensiones de 50 mm X 100 mm
(consulte la figura).

Calcule los momentos de inercia I, e /, con respecto a los
ejes x y y. Ademds, calcule los radios de gifo correspondientes
rX y r\"

0 J:mm
50 | 50 .
mm| mm

150 mm —>«—150 mm

12.4.9 Calcule los momentos de inercia I; e I, de una sec-
cion W 16 X 100 de patin ancho, empleando las dimensiones
transversales dadas en la tabla E.1, apéndice E. (No tome en
cuenta las areas transversales de los filetes.) Ademas, calcule
los radios de giro correspondientes r, y r,, respectivamente.

CAPiTULO 12 Problemas

12.5.1 Calcule el momento de inercia /, de una seccién W 12
X 50 de patin ancho con respecto a su base. (Utilice datos de
la tabla E.1, apéndice E).

12.5.2 Determine el momento de inercia I, con respecto a un
eje que pasa por el centroide C y es paralelo al eje x para la
figura geométrica descrita en el problema 12.3.2.

12.5.3 Para la seccién en canal descrita en el problema
12.3.3, calcule el momento de inercia /, con respecto a un eje
que pasa por el centroide C'y es parale16 al eje x.

12.5.4 El momento de inercia con respecto al eje 1-1 del
triangulo escaleno que se muestra en la figura es 90 X 10°

m*. Calcule su momento de inercia I, con respecto al eje
2-2.

7%—40mm*4 ]%mml
2

12.5.5 Para la seccidn transversal de la viga descrita en el
problema 12.3.5, calcule los momentos de inercia centroidales
I, Y I, con respecto a los ejes que pasan por el centroide C de
manera que el eje x, sea paralelo al eje x y el eje y, coincida
con el eje y.

12.5.6 Calcule el momento de inercia I, con respecto a
un eje que pasa por el centroide C'y paralelo al eje x para el
drea compuesta que se muestra en la figura para el problema
12.3.6.

12.5.7 Calcule los momentos de inercia centroidales I, e Iy
con respecto a ejes que pasan por el centroide C'y son parale—
los alos ejes x y y, respectivamente, para el drea en forma de L
que se muestra en la figura para el problema 12.3.7.



CAPITULO 12 Repaso de centroides y momentos de inercia

12.5.8 La seccion transversal de la viga de patin ancho que
se muestra en la figura tiene una altura total de 250 mm y un
espesor constante de 15 mm.

Determine el ancho del patin b si se requiere que los mo-
mentos de inercia centroidales I, e [, tengan una razén de 3
a 1, respectivamente.

— 1
N

250 mm C

15 mm

12.6.1 Determine el momento polar de inercia I, de un tridn-
gulo isdsceles con base b y altura & con respecto a su vértice
(consulte el caso 5, apéndice D).

12.6.2 Determine el momento polar de inercia (/). con res-
pecto al centroide C para un sector circular (consulte el caso
13, apéndice D).

12.6.3 Determine el momento polar de inercia I, para una
secciéon W 8 X 21 de patin ancho con respecto a una de sus
esquinas exteriores.

12.6.4 Obtenga una férmula para el momento polar de iner-
cia /, con respecto al punto medio de la hipotenusa para un
tridangulo rectangulo con base b y altura & (consulte el caso 6,
apéndice D).

12.6.5 Determine el momento polar de inercia (/) con res-
pecto al centroide C para un timpano de un cuadrante circular
(consulte el caso 12, apéndice D).

12.7.1 Por integracién determine el producto de inercia I,,
para el semisegmento parabdlico que se muestra en la figura
12.5 (consulte también el caso 17 en el apéndice D).

12.7.2 Por integraci6n, determine el producto de inercia 7,
para el timpano del cuadrante circular que se muestra en el
caso 12, apéndice D).

12.7.3 Encuentre la relacion entre el radio r y la distancia b
para el drea compuesta que se muestra en la figura a fin de que
el producto de inercia I,, sea cero.

19} X
]

12.7.4 Obtenga una férmula para el producto de inercia 7,
del drea simétrica en forma de L que se muestra en la figura.

y

12.7.5 Calcule el producto de inercia I}, con respecto a los
ejes centroidales 1-1y 2-2 para una seccién angular L 6 X 6 X
1 in (consulte la tabla E.4, apéndice E). (No tome en cuenta las
areas transversales del filete ni de las esquinas redondeadas.)

12.7.6 Calcule el producto de inercia I, para el drea com-
puesta que se muestra en el problema 12.3.6.

12.7.7 Determine el producto de inercia I, , con respecto a
los ejes centroidales x, y y, paralelos a los ejes x y y, respec-
tivamente, para el drea en forma de L que se muestra en el
problema 12.3.7.



Los problemas de la seccion 12.8 se deben resolver emplean-
do las ecuaciones de transformacion para momentos y pro-
ductos de inercia.

12.8.1 Determine los momentos de inercia I, e I, y el pro-
ducto de inercia /., para un cuadrado con lados b, como se
muestra en la figura. (Observe que los ejes x,y, son ejes cen-
troidales girados un dngulo € con respecto a los ejes xy.)

12.8.2 Determine los momentos y el producto de inercia con
respecto a los ejes x,y, para el rectdngulo que se muestra en la
figura. (Observe que el eje x, es una diagonal del rectdangulo.)

M2 y

X1

=

12.8.3 Calcule el momento de inercia I, para una seccién W
12 X 50 de patin ancho con respecto a una diagonal que pasa

CAPiTULO 12 Problemas

por el centroide y dos esquinas exteriores de los patines. (Uti-
lice las dimensiones dadas en la tabla E.1.)

*12.8.4 Calcule los momentos de inercia /,, e I, y el pro-
ducto de inercia [, , con respecto a los ejes x,y, para el drea
en forma de L que se muestra en la figura si ¢ = 150 mm, b =

100 mm, = 15 mmy 6 = 30°.

y
V1

*12.8.5 Calcule los momentos de inercia I, e I, y el pro-
ducto de inercia I, ,, con respecto a los ejes x,y, para la sec-
cién Z que se muestra en la figurasib=3in, h=41in,t=0.5
iny 6 =60°.

LA
2
C X
h t
5 —> [<— l

1
R

*12.8.6 Resuelva el problema anterior si b = 80 mm, & = 120
mm, =12 mmy 6 = 30°.
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y
12.9.1 En la figura se muestra una elipse con eje mayor de M1
longitud 2a y eje menor de longitud 2b.
(a) Determine la distancia ¢ desde el centroide C de la h
elipse hasta los puntos principales P sobre el eje menor (eje y). %
(b) ¢Para qué razén a/b los puntos principales se encuen-
tran sobre la circunferencia de la elipse? 0
(c) ¢ Para qué razones se encuentran dentro de la elipse? o b *
y
12.9.4 Determine los dngulos 6, y 6,,, que definen las orien-
taciones de los ejes principales que pasan por el origen Oy los
pPt—— b momentos de inercia principales correspondientes /; e I, para
Ic b el drea con forma L descrita en el problema 12.8.4 (a = 150
C I T mm, b =100 mmy =15 mm).
c
plt b
y
V1
| a a B
!
a

12.9.2 Demuestre que los dos puntos P, y P,, ubicados como

L . 0 X
se muestran en la figura, son los puntos principales del tridn- o b
gulo rectangulo is6sceles.

12.9.5 Determine los dngulos 6, y 6,, que definen las orien-
taciones de los ejes principales que pasan por el centroide C

g y los momentos de inercia principales correspondientes /; e I,
b b P, para la seccién Z descrita en el problema 12.8.5 (b =3 in, h =
5 5 4inyt=0.51n).
b c *
6 2 1 Y1 Y
b b e
\ 2 2 \ T \
h ﬁt
2 X
T
C X
k N t
12.9.3 Determine los dngulos 6, y 6,, que definen las orien- 2 — i
taciones de los ejes principales a través del origen O para el —x
tridngulo rectdngulo que se muestra en la figurasi b =61iny ‘47 b *4 T

h =8 in. Ademads, calcule los momentos de inercia principales
correspondientes /, e I,.



12.9.6 Resuelva el problema anterior para la seccién Z des-
crita en el problema 12.8-6 (b =80 mm, A =120 mmy =12
mm).

2

ol

V1
It
L\

LA

2 %ﬂ
C X

h t

5 —> | l

]
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12.9.7 Determine los dngulos 6, y 6,, que definen las orien-
taciones de los ejes principales que pasan por el centroide C
para el tridngulo rectdngulo que se muestra en la figura si h =
2b. Ademads, determine los momentos de inercia centroidales
principales correspondientes /; e I,.

Y1 y

X

CAPiTULO 12 Problemas

*12.9.8 Determine los dngulos 6, 6,, que definen las
orientaciones de los ejes centroidales principales y los mo-
mentos de inercia principales correspondientes /, e I, para el
area en forma de L que se muestra en la figura si @ = 80 mm,
b=150mmy ¢=16 mm.

Y1

*12.9.9 Resuelva el problema anterior sia =3 in,b=61iny
t=5/8 in.





