
ANÁLISIS MATEMÁTICO II - 2026

Trabajo Práctico N°4 - PARTE A:
Campos vectoriales e integrales de línea

Consideraciones Generales: Selección de ejercicios de temas de la Unidad 4, Campos vectoriales,
integrales de línea e integrales de superficie. Parte A: Campos vectoriales, integrales de línea de campos
escalares y de campos vectoriales y Teorema de Green en el plano. Muchos ejercicios de este trabajo
práctico han sido tomados del libro “Cálculo de varias variables” de Thomas, decimosegunda edición, Ed.
Pearson.
Algunos de estos ejercicios deben ser resueltos por los estudiantes en clase con los Jefes de Trabajos
Prácticos y los restantes, fuera de clase. Para ello, los ejercicios se dividen en ejercicios obligatorios (o),
que se resolverán en clase; recomendados no obligatorios (r), que serán resueltos por los estudiantes fuera
de clase y opcionales (*), que cada estudiante puede elegir si lo resuelve o no. Pueden resolverse de
manera individual o grupal. No serán solicitados por los docentes.

Objetivos: al finalizar la unidad, el estudiante será capaz de:

Evaluar integrales de línea de campos escalares tanto en el plano como en el espacio, interpretando
sus aplicaciones físicas y geométricas en el cálculo de masas, centros de masa de alambres delgados
y áreas de superficies ortogonales ("paredes").

Aplicar el operador nabla para calcular analíticamente e interpretar la divergencia y el rotacional
de campos vectoriales, identificando de manera precisa la presencia de fuentes, sumideros, vórtices
y el carácter solenoidal de un campo.

Calcular integrales de línea de campos vectoriales (incluyendo integrales respecto a los ejes coor-
denados) para determinar el trabajo realizado por una fuerza, la circulación y el flujo saliente a
través de curvas planas.

Identificar campos vectoriales conservativos y formas diferenciales exactas mediante criterios de
componentes, determinando sus funciones potenciales y aplicando el Teorema Fundamental de
Integrales de Línea para evaluar integrales de manera independiente de la trayectoria.

Aplicar el Teorema de Green en sus dos formas (circulación y flujo) para simplificar el cálculo
de integrales de línea sobre trayectorias cerradas, y emplearlo como una herramienta eficaz en la
determinación de áreas de regiones planas complejas como lazos y astroides.

Modelar y resolver problemas interdisciplinares de la ingeniería y la física, integrando herramientas
de cálculo vectorial en el estudio de campos gravitatorios y la distribución de campos eléctricos
generados por cargas lineales o continuas.

Comunicar con solvencia técnica y lenguaje matemático preciso la resolución de problemas de
ingeniería, tanto de forma escrita como oral.

Expresiones de cálculo.

ˆ
C

f(x, y, z)ds =

ˆ b

a

f(r(t))∥r′(t)∥dt Integral de línea de campo escalar
ˆ
C

F(x, y, z) · dr =

ˆ b

a

F(r(t)) · r′(t)dt Integral de línea de campo vectorial

Repaso de Curvas
1. (o)Relacione la ecuaciones vectoriales con los gráficos dados:

a) r(t) = ti+ (1− t)j, 0 ≤ t ≤ 1.

b) r(t) = i+ j+ tk, −1 ≤ t ≤ 1.

c) r(t) = (2 cos t, 2 sen t, 0), 0 ≤ t ≤ 2π.

d) r(t) = ti, −1 ≤ t ≤ 1.

e) r(t) = ti+ tj+ tk, 0 ≤ t ≤ 2.

f ) r(t) = tj+ (2− 2t)k, 0 ≤ t ≤ 1.
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g) r(t) = (0, t2 − 1, 2t), −1 ≤ t ≤ 1.

h) r(t) = (2 cos t, 0, 2 sen t), 0 ≤ t ≤ π.

1. Integrales de línea de campos escalares

2. Calcule:

a) (o)
ˆ

C

(x+ y)ds, donde C es el segmento de recta r(t) = (t, 1− t, 0), 0 ≤ t ≤ 1.

b) (r)
ˆ

C

(xy + y + z)ds, donde C es el segmento de recta r(t) = (2t, t, 2− 2t), 0 ≤ t ≤ 1.

c) (r)
ˆ

C

xds, donde C es el segmento de recta r(t) = (t, t
2 ), 0 ≤ t ≤ 4.

d) (r) La integral de f(x, y, z) =
√
3

x2+y2+z2 sobre la curva dada por r(t) = (t, t, t), t ≥ 1.

e) (r) La integral de f(x, y, z) = x +
√
y − z2, sobre la trayectoria que va de (0, 0, 0) a (1, 1, 1), por

C = C1 ∪ C2, con C1: r1(t) = (t, t2, 0), 0 ≤ t ≤ 1 y C2: r2(t) = (1, 1, t), 0 ≤ t ≤ 1.

f ) (o)
ˆ

C

(x+
√
y)ds, donde C está dada en la figura.

g) (o) la integral de f(x, y, z) = −
√
x2 + z2, sobre la circunferencia C parametrizada por r(t) =

(0, a cos t, a sen t), 0 ≤ t ≤ 2π.

h) (r) la integral de línea de f(x, y) = yex
2

a lo largo de la curva r(t) = 4ti− 3tj, −1 ≤ t ≤ 2.

2



ANÁLISIS MATEMÁTICO II
Trabajo Práctico N°4 - PARTE A:

Campos vectoriales e integrales de línea

i) (r)
ˆ
C

f(x, y)ds donde f(x, y) =
√
y

x y C viene dada por r(t) = t3i+ t4j, 1
2 ≤ t ≤ 1.

j ) (o) la integral de f(x, y) = x2 − y sobre la parte de C dada por x2 + y2 = 4 en el primer cuadrante,
desde (0, 2) hasta (

√
2,
√
2).

k) (r) el área de uno de los lados de la “pared” que es ortogonal a la curva 2x + 3y = 6, 0 ≤ x ≤ 6, y
está sobre la curva y bajo la superficie f(x, y) = 4 + 3x+ 2y.

3. (r) Un alambre curvo de densidad δ(x, y, z) = 15
√
y + 2 está colocado sobre la curva C: r(t) = (t2−1)j+2tk,

−1 ≤ t ≤ 1.

a) Calcule la masa del alambre.

b) Calcule el centro de masa del alambre.

c) Represente el alambre y su centro de masa juntos.

4. (r) Encuentre la masa de un alambre delgado, colocado a lo largo de la curva r(t) = (
√
2t,

√
2t, 4 − t2),

0 ≤ t ≤ 1, si la densidad es δ = 3t.

5. (r) Sea f(x, y, z) = x− y2 − z2 una función que representa la densidad de un material en cada punto del
alambre fino cuyos puntos se encuentran sobre la curva dada por r(t) = (t + 1, cos t, sen t), 0 ≤ t ≤ π.
Calcule la masa del mismo.

2. Campos Vectoriales, Gradientes e Integrales de Línea de Cam-
pos Vectoriales

6. Represente gráficamente cada uno de los siguientes campos vectoriales en R2 y algunas líneas de flujo
en cada uno, si es posible. Además, calcule para cada uno de ellos la componente k del rotacional y la
divergencia. Indique, si es que hay, fuentes o sumideros.

a) (o) F(x, y) = (−y, x)

b) (o) F(x, y) = (x, y)

c) (r) F(x, y) = (0, x)

d) (r) F(x, y) = − x

x2 + y2
i− y

x2 + y2
j

e) (r) F(x, y) = − y√
x2 + y2

i+
x√

x2 + y2
j

7. Determine el campo gradiente generado por:

a) (o) f(x, y) = xy. Represente gráficamente el campo gradiente, algunas líneas de flujo del mismo y
algunas curvas de nivel de f .

b) (r) f(x, y, z) = (x2 + y2 + z2)−
1
2

c) (r) f(x, y, z) = ln
√
x2 + y2 + z2

d) (r) g(x, y, z) = ez − ln(x2 + y2)

e) (o) g(x, y, z) = xy + yz + xz

8. (o) Encuentre las integrales de línea de F desde (0, 0, 0) hasta (1, 1, 1) sobre cada una de las siguientes
trayectorias (vea la figura), donde F(x, y, z) viene dado por

F(x, y, z) = (y + z, z + x, x+ y)

F(x, y, z) = (xy, yz, xz)

a) La trayectoria es el segmento C1 que va de (0, 0, 0) a (1, 1, 1).

b) La trayectoria C2, dada por r2(t) = (t, t2, t4), 0 ≤ t ≤ 1.
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c) La trayectoria C3∪C4, donde C3 es el segmento de recta desde (0, 0, 0) hasta (1, 1, 0) y C4, el segmento
de recta desde (1, 1, 0) hasta (1, 1, 1).

9. (r) Dado el campo vectorial F de la figura 1 (abajo):

a) Si C es una circunferencia unitaria centrada en el origen recorrida en sentido antihorario, la integralˆ
C

F · dr ¿es positiva, negativa o nula? (Debe responder sin hacer cálculos).

b) Marque en el gráfico una curva suave C1 tal que
ˆ
C1

F · dr sea nula.

10. (o) Sea F dado por el gráfico de la figura 2 (abajo). Indique si cada una de las integrales de línea de F a
lo largo de C1 y C2 es positiva, nula o negativa.

11. (r) Calcule el trabajo realizado por:

a) F = (xy, y,−yz) a lo largo de r(t) = (t, t2, t), 0 ≤ t ≤ 1.

b) F = (z, x, y) a lo largo de r(t) = (sen t, cos t, t), 0 ≤ t ≤ 2π.

c) F(x, y) = (xy, y − x) en la trayectoria recta desde (1, 1) hasta (2, 3).

12. (o) Calcule la circulación y el flujo a través hacia fuera de las curvas C1 y C2, de los campos F1(x, y) = (x, y)
y F2(x, y) = (−y, x) si las curvas están dadas respectivamente por r1(t) = (cos t, sen t), 0 ≤ t ≤ 2π, y
r2(t) = (cos t, 4 sen t), 0 ≤ t ≤ 2π.

13. (r) Calcule el flujo del campo de velocidades F = (x+ y,−x2− y2) a lo largo de cada una de las siguientes
trayectorias desde (1, 0) hasta (−1, 0) en el plano xy:

a) la parte superior de la circunferencia x2 + y2 = 1;

b) el segmento de recta desde (1, 0) hasta (−1, 0);

c) el segmento de recta desde (1, 0) hasta (0,−1), seguido por el segmento de recta desde (0,−1) hasta
(−1, 0).
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14. (o) Obtenga la circulación del campo F = (y, x+ 2y) alrededor de cada una de las siguientes trayectorias
cerradas:

c) Use una trayectoria diferente a las de los incisos a y b, que sea cerrada y simple.

15. (r) Calcule la circulación de F = (2x, 2z, 2y) a lo largo de la curva C que es la unión de C1: r1(t) =
(cos t, sen t, t), 0 ≤ t ≤ π

2 , C2: r2(t) = (0, 1, (π2 )(1− t)), 0 ≤ t ≤ 1 y C3: r3(t) = (t, (1− t), 0), 0 ≤ t ≤ 1.

16. (r) Evalúe:
ˆ

C

(x− y)dx+ (x+ y)dy, sobre la trayectoria cerrada, en sentido contrario a las manecillas del

reloj, a lo largo del triángulo con vértices en (0, 0), (1, 0) y (0, 1).

17. (o) Evalúe:
ˆ

C

√
x+ y dx, sobre la trayectoria que muestra la figura:

18. (r) Calcule las siguientes integrales a lo largo de la curva C dada por r(t) = (cos t, sen t,− cos t), 0 ≤ t ≤ π.

a)
´
C
xz dx

b)
´
C
xz dy

c)
´
C
xz dz

3. Rotacional y Divergencia y sus propiedades

19. Halle el rotor y la divergencia para los siguientes campos vectoriales de R3. Indique si son conservativos
o no. En caso afirmativo, halle la función potencial. Además indique si son solenoidales o no.

a) (r) F = (y sen z, x sen z, xy cos z)

b) (o) F = −yi+ xj

c) (o) F = (y + z, x+ z, x+ y)
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20. Demuestre que si las derivadas parciales necesarias de los componentes del campo G = (M,N,P ) son
continuas, entonces ∇ · ∇ ×G = 0.

21. (r) Sean F1 y F2 campos vectoriales con componentes derivables y sean a y b constantes reales arbitrarias.
Verifique las siguientes identidades.

a) ∇ · (aF1 + bF2) = a∇ · F1 + b∇ · F2.

b) ∇× (aF1 + bF2) = a∇× F1 + b∇× F2.

c) ∇ · (F1 × F2) = F2 · ∇ × F1 − F1 · ∇ × F2.

22. (r) Sean F un campo vectorial diferenciable (sus componentes son diferenciables) y g una función escalar
diferenciable definida en R3. Verifique las identidades:

a) ∇ · (gF) = g∇ · F+∇g · F.

b) ∇× (gF) = g∇× F+∇g × F.

4. Independencia de la trayectoria, campos conservativos y fun-
ciones potenciales

23. (r) Encuentre una función potencial para cada uno de los siguientes campos vectoriales, si es posible; si
no lo es, justifique por qué:

a) F = ey+2z(i+ xj+ 2xk).

b) F =
y

1 + x2y2
i+

(
x

1 + x2y2
+

z√
1− y2z2

)
j+

(
y√

1− y2z2
+

1

z

)
k.

24. (r) Sea F = ∇f , con f(x, y) = x3y2, y sea C la trayectoria en el plano xy, que consiste en el segmento de
recta desde (−1, 1) hasta (0, 0), seguido del segmento de recta desde (0, 0) hasta (1, 1). Evalúe

´
C
F · dr

de dos maneras:

a) Encuentre parametrizaciones para los segmentos que forman a C y evalúe la integral.

b) Use f como una función potencial para F.

25. (r) Determine el trabajo realizado por F = (x2 + y, y2 + x, zez) para las siguientes trayectorias desde
(1, 0, 0) hasta (1, 0, 1):

a) El segmento de recta x = 1 , y = 0, 0 ≤ z ≤ 1.

b) La hélice r(t) = (cos t, sen t, ( t
2π )), 0 ≤ t ≤ 2π.

c) El eje x desde (1, 0, 0) hasta (0, 0, 0), seguido de la parábola z = x2, y = 0 desde (0, 0, 0) hasta
(1, 0, 1).

26. (o) Se define una forma diferencial en R3 como una expresión M(x, y, z)dx+N(x, y, z)dy+P (x, y, z)dz.
Una forma diferencial exacta es una forma diferencial que resulta de la diferenciación total de un campo
escalar, es decir, si existe un campo escalar f(x, y, z) tal que df = Mdx + Ndy + Pdz. Similarmente se
define una forma diferencial exacta en R3. Compruebe que el integrando es una forma diferencial exacta
y calcule la integral.

ˆ (1,2,3)

(0,0,0)

2xy dx+ (x2 − z2) dy − 2yz dz.

27. (o) Sea el campo vectorial F(x, y, z) = (3x2, z2

y , 2z ln y).

a) Dé el dominio de definición D de F (el mayor posible, en el sentido de la inclusión). Verifique que se
trata de una región abierta, conexa y simplemente conexa.

b) Mediante el criterio de componentes, compruebe que 3x2 dx+ z2

y dy+2z ln y dz es una forma diferencial
exacta en D.

c) Encuentre una función potencial para F.
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d) Evalúe la integral de línea de F desde el punto (1, 1, 1) hasta el punto (1, 2, 3), por algún camino.
Especifique qué camino eligió.

28. (r) Demuestre que el valor de la integral
ˆ B

A

z2 dx+ 2y dy + 2xz dz no depende de la trayectoria desde A

hasta B, con A y B, puntos en R3.

29. (r)

a) Calcule el flujo del campo vectorial F(x, y, z) = (−y, x, z) a lo largo de la curva C que es la intersección
del cilindro x2 + y2 = 4 y el plano x+ y + z = 1.

b) Indique, justificando su respuesta, si el campo vectorial F es o no conservativo.

c) Halle la divergencia de F en el punto (0, 0, 0) e interprete.

30. (r) Determine el trabajo realizado por F : R3 → R3 dado por

F(x, y, z) = (x2 + y)i+ (y2 + x)j+ zezk

para la trayectoria recta que va desde el punto (1, 0, 0) hasta el punto (1, 0, 1). Indique si puede asegurar
que el trabajo no cambiará si se considera cualquier trayectoria que una los mismos puntos.

5. Teorema de Green

31. Verifique el teorema de Green, incluyendo las hipótesis, para el campo vectorial F, con dominio en el disco
R dado por x2 + y2 ≤ a2 y su circunferencia frontera C, dada por r(t) = (a cos t, a sen t), 0 ≤ t ≤ 2π, con
a > 0, en cada caso:

a) (o) F = (−y, x).

b) (r) F = (−x2y, xy2).

32. (r) Utilice el teorema de Green para calcular la circulación en sentido antihorario y el flujo hacia fuera
para cada uno de los siguientes campos F y curvas C.

a) F = (x2 + 4y, x+ y2); C, frontera del cuadrado acotado por las rectas x = 0, x = 1, y = 0 e y = 1.

b) F = (xy + y2, x− y); C, dada en la figura 1.

c) F = (x+ 3y)i+ (2x− y)j; C, es la elipse dada en la figura 2.

33. (r) Calcule la circulación en contra de las manecillas del reloj y el flujo hacia fuera del campo F = (xy, y2)
alrededor y sobre la frontera de la región encerrada por las curvas y = x2 y y = x, en el primer cuadrante.

34. (r) Determine el trabajo realizado por la fuerza F = (2xy3, 4x2y2) al mover una vez una partícula en
sentido antihorario, a lo largo de curva C que es la frontera de la región en el primer cuadrante encerrada
por el eje x, la recta x = 1 y la curva y = x3.

35. (o) Aplicando el Teorema de Green calcule:
˛
C

(y2dx+x2dy), donde C es la frontera del triángulo delimitado

por x = 0 , x+ y = 1 e y = 0, orientada negativamente.
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36. Aplicación del Teorema de Green al cálculo de áreas: recuerde que si una curva suave por partes, cerrada,
simple y positivamente orientada en el plano, C, encierra una región plana R, el área de R se puede hallar

como
1

2

˛
C

x dy − y dx (entre otras fórmulas).

a) (o) ¿En qué casos es útil el Teorema de Green para calcular áreas de regiones planas?

b) (o) La curva r(t) = (t2 − t + 2, t3 − 3t), t ∈ R se corta
a sí misma en el punto (4, 2). Halle el área que el lazo
encierra.

c) (r) La curva r(t) = (t3−4t, t2−3), t ∈ R
se corta a sí misma en el punto (0, 1).
Halle el área que el lazo encierra.

d) (r) La función vectorial dada por

r(t) = (t2 − 2t, t3 − 2t2 − 3t), t ∈ R,

forma un lazo (solo uno, que puede verse en la imagen). Calcule el
área de la región encerrada por el mismo, justificando su procedi-
miento.

e) (r) Halle el área de la región encerrada por la elipse parametrizada por r(t) = (a cos t, b sen t), 0 ≤
t ≤ 2π.

f ) (r) Halle el área de la región encerrada por la astroide r(t) = (cos3 t)i+ (sen3 t)j, 0 ≤ t ≤ 2π.

37. (r) Sea C la frontera de una región R. Use el Teorema de Green para calcular cada una de las siguientes
integrales, indicando qué condiciones deben cumplirse para poder aplicarlo.

8



ANÁLISIS MATEMÁTICO II
Trabajo Práctico N°4 - PARTE A:

Campos vectoriales e integrales de línea

a)
¸
C
f(x) dx+ g(y) dy.

b)
¸
C
ky dx+ hx dy, k y h son constantes.

38. (r) Sea A el área y x̄ la abscisa del centroide de la placa plana que se encuentra en la región R acotada
por cierta curva suave por partes C, simple, cerrada y positivamente orientada, en el plano xy. Demuestre
que

1

2

˛
C

x2dy = −
˛
C

xy dx =
1

3

˛
C

x2dy − xy dx = Ax̄.

39. (*) Suponiendo que todas las derivadas necesarias existen y son continuas, demuestre que si f(x, y) satisface
la ecuación de Laplace

∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
= 0,

entonces ˛
C

∂f

∂y
dx− ∂f

∂x
dy = 0

para todas las curvas cerradas C, a las cuales se aplica el teorema de Green.

40. (r) Dados el campo escalar f(x, y) = ln(x2 + y2) y el campo vectorial F = ∇f , indique justificando cada
respuesta:

a) cuáles son los dominios de f y F.

b) Calcule la integral
ˆ
C

∇f · T ds donde C es la circunferencia de ecuación x2 + y2 = 4 recorrida en

sentido positivo.

c) Indique si F es o no conservativo en su dominio.

41. (*) El teorema de Green se cumple para una región R con un número finito de agujeros, siempre que
las curvas de la frontera sean simples cerradas y suaves, y que integremos sobre cada componente de la
frontera en la dirección en que R se mantiene a izquierda mientras avanzamos.

a) Sean f(x, y) = ln(x2+y2) y C la circunferencia x2+y2 = a2, donde a > 0 y la orientación es positiva.
Evalúe la integral de flujo ˛

C

∇f · n ds.

b) Sea K una curva arbitraria suave, simple, cerrada y positivamente orientada en el plano, que no pase
por el punto (0, 0). Utilice el teorema de Green para demostrar que

˛
K

∇f · n ds

tiene dos posibles valores, dependiendo de que (0, 0) esté adentro o afuera de K.

6. Aplicaciones

42. (r) Demuestre que el trabajo realizado por un campo de fuerza constante F = (a, b, c) al mover una
partícula a lo largo de cualquier trayectoria desde A hasta B es W = F ·AB .

43. (r)
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a) Encuentre una función potencial para el campo gravitacional

F = −GmM
xi+ yj+ zk

(x2 + y2 + z2)3/2

(G, m y M son constantes).

b) Sean P1 y P2 puntos que se encuentran a distancias s1 y s2 desde el origen. Demuestre que el trabajo
realizado por el campo gravitacional del inciso anterior, para mover una partícula desde P1 hasta P2,
es

GmM

(
1

s2
− 1

s1

)
.

44. (r) En algunas ramas de las ciencias naturales, como climatología, mecánica de fluidos, magnetismo,
es usual encontrarse con campos vectoriales que representen fuentes de energía, sumideros, vórtices, y
combinaciones de los anteriores. Es por ello que resulta de gran interés contar con modelos matemáticos
que permitan estudiar estos fenómenos de manera adecuada.

Para modelar una fuente bidimensional consideramos un campo vectorial que a cada punto del plano le
asigne el vector posición de dicho punto, es decir:

F1(x, y) = xi+ yj.

Para modelar un vórtice en sentido anti horario, tomamos un campo que a cada punto del plano le asigne
su vector posición, pero rotado 90° en sentido anti horario:

F2(x, y) = −yi+ xj.

a) Calcule la circulación del campo fuente F1 a lo largo de la curva C1, que es el cuarto de circunferencia
con centro en el origen y radio r = 2 en el primer cuadrante (en sentido anti horario). Interprete el
resultado.

b) Calcule la circulación del vórtice F2 a lo largo de la curva C2, que es el segmento de recta en el
primer cuadrante entre las circunferencias de radios r = 1 y r = 4, a 45◦ de inclinación con respecto
al semieje x positivo. Interprete el resultado.

45. (r) El campo eléctrico generado por un dipolo formado por dos cargas opuestas, q y −q, ubicadas respec-
tivamente en los puntos (1, 0) y (−1, 0), viene dado por

E(x, y) =
q

4πε0

(
x− 1

((x− 1)2 + y2)
3
2

+
x+ 1

((x+ 1)2 + y2)
3
2

,
y

((x− 1)2 + y2)
3
2

+
y

((x+ 1)2 + y2)
3
2

)
,

donde ε0 es una constante que depende del medio.

a) Halle la función potencial electrostático V en cada punto del plano.

b) Superponga un gráfico de curvas de nivel de V con un gráfico del campo vectorial E. Encuentre una
relación entre las líneas de flujo del campo E y las líneas equipotenciales (es decir, las curvas de nivel
de la función potencial V ).

c) Repita este ejercicio para el campo eléctrico generado por una única carga puntual (fuente).
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ANÁLISIS MATEMÁTICO II
Trabajo Práctico N°4 - PARTE A:

Campos vectoriales e integrales de línea

6.1. Campos eléctricos: integración y campos vectoriales.

De acuerdo a la electrostática, que estudiará en profundidad en Física II, una partícula cargada eléctri-
camente con carga eléctrica q1,

1, ubicada en un punto P1(x1, y1, z1), ejerce una influencia en el espacio a
su alrededor, de manera que si otra partícula de carga q0 (que suponemos positiva), se ubica en el punto
P0(x0, y0, z0), cerca de q1, ésta se ve afectada por una fuerza F1 que, según la Ley de Coulomb, será
de atracción si q0 es de signo contrario a q1 y, de repulsión, si tiene el mismo signo que q1. Además la
magnitud de esta fuerza es directamente proporcional al producto de las magnitudes de ambas cargas e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que las separa y tiene la dirección de la línea que
las une (véase la Figura 1).

Por esto decimos que la partícula de carga q1 ubicada en (x1, y1, z1) genera un campo eléctrico que, en el
punto P0(x0, y0, z0), vale E1(x0, y0, z0). Este vector (véase la Figura 2) es

E1(x0, y0, z0) =
1

4πε
· q1
|r|3

r, (1)

donde r es el vector desde P1 hasta P0 y ε es una propiedad del medio, llamada permitividad. Se verifica

F1(x0, y0, z0) = E1(x0, y0, z0) · q0.

6.1.1. Suma de campos vectoriales (aditividad)

Si una carga puntual q1 ubicada en P1(x1, y1, z1) genera un campo eléctrico E1(x0, y0, z0) en el punto
P0(x0, y0, z0), y si otra carga puntual q2 ubicada en P2(x2, y2, z2) genera un campo eléctrico E2(x0, y0, z0)
en el mismo punto, entonces la presencia de ambas cargas genera un campo eléctrico en P0 que es la suma
de los vectores:

E(x0, y0, z0) = E1(x0, y0, z0) +E2(x0, y0, z0).

6.1.2. Carga distribuida sobre una línea (aditividad)

Si en una región plana se tiene un elemento lineal cargado (por ejemplo, el eje x), con densidad lineal de
carga λ(x):

1La unidad de medida de las cargas eléctricas en el sistema internacional SI es el culombio (C).
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Cada porción del elmento lineal cargado de longitud dx tiene carga λ(x)dx y el elemento lineal cargado en
su totalidad genera un campo eléctrico en el punto P0(x0, y0) que viene dado por la suma de los vectores
debidos a cada una de las porciones (como en (1)):

E(x0, y0) =

ˆ ∞

−∞

1

4πε
· λ(x)

|(x0 − x, y0)|3
(x0 − x, y0) dx.

Si λ es constante, el campo elétrico es:

E(x0, y0) =
λ

4πε

ˆ ∞

−∞

(x0 − x, y0)

((x0 − x)2 + y20)
3/2

dx

=
λ

4πε

(ˆ ∞

−∞

x0 − x

((x0 − x)2 + y20)
3/2

dx,

ˆ ∞

−∞

y0

((x0 − x)2 + y20)
3/2

dx

)

Si la distribución lineal de carga ocupa todo el eje x, aunque la función que se está integrando en la
primera componente no es impar, por simetría se anula la integral de la primera componente (puede hacer
una sustitución y encontrará una función impar). Así:

E(x0, y0) =
λy0
4πε

(
0,

ˆ ∞

−∞

1

((x0 − x)2 + y20)
3/2

dx

)

=
λy0
4πε

(
0, ĺım

c→∞

ˆ c

−c

1

((x0 − x)2 + y20)
3/2

dx

)

=
λy0
4πε

(
0, ĺım

c→∞

[
x− x0

y20
√
(x0 − x)2 + y20

]c
−c

)

=

(
0,

2λ

4πεy0

)
Se puede apreciar que es un vector vertical, perpendicular al elemento lineal cargado.

6.1.3. Ejercicios relacionados con esta aplicación

Siguiendo un procedimiento similar, halle el campo eléctrico generado en los puntos seleccionados del
plano o del espacio, según corresponda, por cuerpos cargados que ocupan estos lugares (puede suponer
que la densidad de carga λ es constante):

a) Un segmento sobre el eje x (elemento cargado unidimensional, en el plano), en los puntos del plano
fuera del eje x.
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b) Una semicircunferencia de ecuación x2 + y2 = 1, con y ≥ 0, (elemento cargado unidimensional, en el
plano), en los puntos del eje y.

c) Un rectángulo plano incluido en el plano xy (elemento cargado bidimensional, en el espacio), en los
puntos del espacio que no están en el plano xy.

d) Una circunferencia incluida en el plano xy (elemento cargado unidimensional, en el espacio), en los
puntos de la recta vertical que pasa por el centro de la circunferencia.
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6.2. Aplicación a la Ingeniería de Yacimientos: Flujo en Medios Porosos
Fundamento Teórico (Ley de Darcy): En la ingeniería de petróleos, el flujo de un fluido monofásico
(petróleo o gas) a través de una roca reservorio porosa se rige por la Ley de Darcy. Esta ley establece que
el campo vectorial de velocidad de filtración V(x, y) [ft/día] es proporcional al gradiente del campo escalar de
presiones P (x, y) [psi]:

V(x, y) = −M∇P (x, y)

donde M = k
µ es la movilidad del fluido (k representa la permeabilidad de la roca y µ la viscosidad del fluido).

El signo negativo indica que el fluido se desplaza desde zonas de mayor presión hacia zonas de menor presión.

6.2.1. Ejercicios relacionados con esta aplicación

En una capa horizontal homogénea de un yacimiento de espesor constante, el campo de presiones P (x, y)
(en psi) en las cercanías de una falla geológica viene dado por la función:

P (x, y) = 3000− 5x2 − 10y2 para x ≥ 0, y ≥ 0

Se sabe que para el petróleo presente en la formación, la constante de movilidad es M = 0,02 ft/día
psi/ft .

a) Determine la expresión analítica del campo vectorial de velocidades de filtración V(x, y) = (Vx, Vy).

b) Demuestre formalmente que el campo de velocidades V(x, y) es conservativo y justifique si esto es coherente
con la existencia de una función potencial de presiones.

c) Se planifica perforar un pozo horizontal siguiendo la trayectoria curvilínea dada por la parábola C : y =
1
20x

2 desde el punto A(0, 0) hasta el punto B(20, 20) (medido en pies). Calcule la diferencia total de presión
∆P = P (B) − P (A) a lo largo de dicha trayectoria utilizando el Teorema Fundamental de las Integrales
de Línea: ˆ

C

∇P · dr

d) Caudal de filtración (Flujo saliente): Evalúe el caudal total de fluido por unidad de espesor Q que
atraviesa el límite rectilíneo C1 que une los puntos (0, 10) y (10, 10) mediante la integral de línea de flujo:

Q =

ˆ
C1

V · n ds =

ˆ
C1

(Vx dy − Vy dx)

donde n es el vector normal unitario orientado hacia valores crecientes de y.

OTRA VERSIÓN

Ejercicio de Aplicación

En una capa horizontal homogénea de un yacimiento de espesor constante, el campo de presiones P (x, y)
(en psi) en las cercanías de una falla geológica viene dado por:

P (x, y) = 3000− 5x2 − 10y2 para x ≥ 0, y ≥ 0

Para el fluido presente en la formación, la constante de movilidad es M = 0,02 ft/día
psi/ft .

a) Determine la expresión analítica del campo vectorial de velocidades de filtración V(x, y) = (Vx, Vy).

b) Demuestre formalmente que el campo V(x, y) es conservativo y explique qué relación guarda esta propiedad
con el campo de presiones P (x, y).

c) Se planifica perforar un pozo horizontal siguiendo la trayectoria parabólica C : y = 1
20x

2 desde el punto
A(0, 0) hasta B(20, 20) (en pies). Calcule la variación acumulada del gradiente de presión a lo largo de
dicha trayectoria: ˆ

C

∇P · dr

¿Es estrictamente necesario parametrizar la parábola C para resolver esta integral? Justifique su respuesta
basándose en las propiedades de los campos conservativos.

d) Caudal de filtración: Determine el caudal total Q por unidad de espesor que atraviesa la sección
rectilínea C1 definida desde (0, 10) hasta (10, 10), considerando el flujo hacia valores crecientes de y.
(Sugerencia: considere únicamente la componente de la velocidad perpendicular a la sección).
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