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Campos vectoriales e integrales de linea

40 ANOS DE LA RECUPERACION DEL
COGOBIERNO DEMOCRATICO DE LA
UNCUYO

Consideraciones Generales: Seleccion de ejercicios de temas de la Unidad 4, Campos vectoriales,
integrales de linea e integrales de superficie. Parte A: Campos vectoriales, integrales de linea de campos
escalares y de campos vectoriales y Teorema de Green en el plano. Muchos ejercicios de este trabajo
practico han sido tomados del libro “Célculo de varias variables” de Thomas, decimosegunda edicién, Ed.
Pearson.

Algunos de estos ejercicios deben ser resueltos por los estudiantes en clase con los Jefes de Trabajos
Practicos y los restantes, fuera de clase. Para ello, los ejercicios se dividen en ejercicios obligatorios (o),
que se resolveran en clase; recomendados no obligatorios (r), que seran resueltos por los estudiantes fuera
de clase y opcionales (*), que cada estudiante puede elegir si lo resuelve o no. Pueden resolverse de
manera individual o grupal. No seran solicitados por los docentes.

Objetivos: al finalizar la unidad, el estudiante sera capaz de:

= Evaluar integrales de linea de campos escalares tanto en el plano como en el espacio, interpretando
sus aplicaciones fisicas y geométricas en el calculo de masas, centros de masa de alambres delgados
y areas de superficies ortogonales ("paredes").

= Aplicar el operador nabla para calcular analiticamente e interpretar la divergencia y el rotacional
de campos vectoriales, identificando de manera precisa la presencia de fuentes, sumideros, vortices
y el caracter solenoidal de un campo.

= Calcular integrales de linea de campos vectoriales (incluyendo integrales respecto a los ejes coor-
denados) para determinar el trabajo realizado por una fuerza, la circulacion y el flujo saliente a
través de curvas planas.

= Identificar campos vectoriales conservativos y formas diferenciales exactas mediante criterios de
componentes, determinando sus funciones potenciales y aplicando el Teorema Fundamental de
Integrales de Linea para evaluar integrales de manera independiente de la trayectoria.

= Aplicar el Teorema de Green en sus dos formas (circulacion y flujo) para simplificar el calculo
de integrales de linea sobre trayectorias cerradas, y emplearlo como una herramienta eficaz en la
determinaciéon de areas de regiones planas complejas como lazos y astroides.

= Modelar y resolver problemas interdisciplinares de la ingenieria y la fisica, integrando herramientas
de célculo vectorial en el estudio de campos gravitatorios y la distribucion de campos eléctricos
generados por cargas lineales o continuas.

= Comunicar con solvencia técnica y lenguaje matematico preciso la resolucién de problemas de

ingenieria, tanto de forma escrita como oral.

Expresiones de calculo.

/ f(z,y,2)ds —/ fe@)|Ix’ (t)||dt Integral de linea de campo escalar

/ F(x,y,2)-dr = / F(r(t)) - r'(t)dt Integral de linea de campo vectorial
c

a

Repaso de Curvas

1. (o)Relacione la ecuaciones vectoriales con los graficos dados:
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g) r(t) = (0,2 —1,2¢), -1 <t < 1.
h) r(t) = (2cost,0,2sent), 0 <t <.
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1. Integrales de linea de campos escalares

2. Calcule:

a) (o)

(x + y)ds, donde C es el segmento de recta r(t) = (¢,1 —¢,0), 0 <t <1.
(xy +y + 2)ds, donde C es el segmento de recta r(t) = (2¢,¢,2 —2t), 0 <t < 1.

b) (v)

xds, donde C es el segmento de recta r(t) = (¢, %), 0<t<4.

¢) (r)

OY— O~ QA—0

d) (r) La integral de f(z,y,z2) = M% sobre la curva dada por r(t) = (¢,¢,t), t > 1.

e) (r) La integral de f(z,y,2) = = + /y — 22, sobre la trayectoria que va de (0,0,0) a (1,1,1), por
C=C1UCy, con C1:11(t) = (,42,0), 0 <t <1y Co:ra(t) = (1,1,1), 0 <t < 1.

f) (o) /(x ++/y)ds, donde C esta dada en la figura.

o
y
A
1,1
n c (1, 1)
y=x
y=x
] x
0,0
g) (o) la integral de f(z,y,2) = —Va?+ 22, sobre la circunferencia C parametrizada por r(t) =

(0,acost,asent), 0 <t < 2m.
h) (r) la integral de linea de f(z,y) = ye” alo largo de la curva r(t) =4ti —3tj, -1 <t <2.
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r) / f(z,y)ds donde f(z,y) = @ y C viene dada por r(t) = t3i + t4j, % <t<l1.
c
7) (o) la integral de f(z,y) = 2 — y sobre la parte de C' dada por z2 + y? = 4 en el primer cuadrante,
desde (0,2) hasta (v/2,v/2).
k) (r) el area de uno de los lados de la “pared” que es ortogonal a la curva 2z + 3y =6,0 <z <6,y
estd sobre la curva y bajo la superficie f(z,y) =4 + 3z + 2y.

3. (r) Un alambre curvo de densidad 6(z,y, z) = 15,/y + 2 esté colocado sobre la curva C: r(t) = (t2—1)j+2tk,
1<t <1
a) Calcule la masa del alambre.
b) Calcule el centro de masa del alambre.
¢) Represente el alambre y su centro de masa juntos.

4. (r) Encuentre la masa de un alambre delgado, colocado a lo largo de la curva r(t) = (v/2t,v/2t,4 — t2),
0 <t <1, sila densidad es 6 = 3t.

5. (r) Sea f(z,y,2) =  — y? — 2% una funcién que representa la densidad de un material en cada punto del
alambre fino cuyos puntos se encuentran sobre la curva dada por r(t) = (¢t + 1,cost,sent), 0 < ¢t < 7.
Calcule la masa del mismo.

2. Campos Vectoriales, Gradientes e Integrales de Linea de Cam-
pos Vectoriales
6. Represente graficamente cada uno de los siguientes campos vectoriales en R? y algunas lineas de flujo

en cada uno, si es posible. Ademés, calcule para cada uno de ellos la componente k del rotacional y la
divergencia. Indique, si es que hay, fuentes o sumideros.

@) (0) F(z,y) = (~y.)
b) (o) Fla,y) = (x,y

) (1) F(z,9) = (0.7)

4) () Flay) = =5 51— i

) (1) F(z.y) - —i

7. Determine el campo gradiente generado por:

a) (o) f(x,y) = xy. Represente graficamente el campo gradiente, algunas lineas de flujo del mismo y

algunas curvas de nivel de f.
1

b) (v) fz,y,2) = (ﬂc2 +y?+2%)72
¢) (r) f(z,y,2) = In/2? + 9% + 22
d) (r) g(x,y,2) = * —In(z® +y?)
e) (0) g(x,y,2) =y +yz+ 2z

8. (o) Encuentre las integrales de linea de F desde (0,0,0) hasta (1,1,1) sobre cada una de las siguientes
trayectorias (vea la figura), donde F(x,y, z) viene dado por

» F(z,y,2) = (y+ 2,2 +z,2+vy)
» F(z,y,2) = (zvy,yz,22)

a) La trayectoria es el segmento C; que va de (0,0,0) a (1,1,1).
b) La trayectoria Cy, dada por ra(t) = (t,t2,t4), 0 <t < 1.
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¢) La trayectoria C3UCY, donde Cj es el segmento de recta desde (0, 0,0) hasta (1, 1,0) y Cy, el segmento
de recta desde (1,1,0) hasta (1,1,1).

4
1,1,0)

9. (r) Dado el campo vectorial F de la figura 1 (abajo):
a) Si C es una circunferencia unitaria centrada en el origen recorrida en sentido antihorario, la integral
/ F - dr jes positiva, negativa o nula? (Debe responder sin hacer calculos).
c
b) Marque en el grafico una curva suave Cy tal que / F - dr sea nula.
Cy

10. (o) Sea F dado por el grafico de la figura 2 (abajo). Indique si cada una de las integrales de linea de F a
lo largo de C7 y C5 es positiva, nula o negativa.

y
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figura 1 figura 2

11. (r) Calcule el trabajo realizado por:
a) F = (zy,y, —yz) alo largo de r(t) = (¢,t%,t), 0 <t < 1.
b) F = (z,z,y) alo largo de r(t) = (sent,cost,t), 0 <t < 2.
c) F(z,y) = (zy,y — ) en la trayectoria recta desde (1,1) hasta (2, 3).
12. (o) Calcule la circulacion y el flujo a través hacia fuera de las curvas C7 y Ca, de los campos F1(z,y) =

(z,
y Fa(x,y) = (—y,x) si las curvas estan dadas respectivamente por ri(t) = (cost,sent), 0 < t < 27
ro(t) = (cost,4sent), 0 < ¢ < 2.

Y)
Y

13. (1) Calcule el flujo del campo de velocidades F = (x +y, —2? —4?) a lo largo de cada una de las siguientes
trayectorias desde (1,0) hasta (—1,0) en el plano xy:

a) la parte superior de la circunferencia z2 + y2 = 1;

b) el segmento de recta desde (1,0) hasta (—1,0);

c) el segmento de recta desde (1,0) hasta (0, —1), seguido por el segmento de recta desde (0, —1) hasta
(717 0)
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14. (o) Obtenga la circulacion del campo F = (y, x 4 2y) alrededor de cada una de las siguientes trayectorias
cerradas:
a) Y b) y
LD 1,1 224
A
> X X
A 4
(~1,-1) (LD

¢) Use una trayectoria diferente a las de los incisos a y b, que sea cerrada y simple.

15. (r) Calcule la circulacion de F = (2x,2%,2y) a lo largo de la curva C' que es la union de Cy: rq(t) =
(cost,sent,t), 0 <t <F, Co:ra(t) = (0,1,(5)(1—1)), 0<t<1yCs:r3(t)=(t(1—-1),0), 0<t<1.

" [0_ 1, %}

X
16. (r) Evalue: / (x —y)dz + (z + y)dy, sobre la trayectoria cerrada, en sentido contrario a las manecillas del
c
reloj, a lo largo del triangulo con vértices en (0,0), (1,0) y (0, 1).

17. (o) Evalue: / vz + ydz, sobre la trayectoria que muestra la figura:

C
y

(0, 3)9 (1.3)

y=3x

(0,0)

18. (r) Calcule las siguientes integrales a lo largo de la curva C dada por r(t) = (cost,sent, —cost), 0 <t < .

a) [zzdr
b) [oxzdy
¢) [orzdz

3. Rotacional y Divergencia y sus propiedades

19. Halle el rotor y la divergencia para los siguientes campos vectoriales de R3. Indique si son conservativos
o no. En caso afirmativo, halle la funcién potencial. Ademaés indique si son solenoidales o no.
a) (r) F = (ysen z, xsen z, xy cos z)
b) (o) F = —yi+ xj
c) (0 F=(y+zz+z2+y)
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20. Demuestre que si las derivadas parciales necesarias de los componentes del campo G = (M, N, P) son

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

continuas, entonces V -V x G = 0.

(r) Sean F; y Fy campos vectoriales con componentes derivables y sean a y b constantes reales arbitrarias.
Verifique las siguientes identidades.

a) V- (aF;+bF3) =aV-F; +bV - Fs.
b) V x (aF1+bF2):CLVXF1+bVXF2.
C)V'(FlXFQ):FQ'VXFl—Fl'VXFQ.

(r) Sean F un campo vectorial diferenciable (sus componentes son diferenciables) y ¢ una funcion escalar
diferenciable definida en R3. Verifique las identidades:

a) V- (9F)=gV-F+Vg-F.
b) Vx (gF) =gV xF+VgxF.

4. Independencia de la trayectoria, campos conservativos y fun-
ciones potenciales

(r) Encuentre una funcién potencial para cada uno de los siguientes campos vectoriales, si es posible; si
no lo es, justifique por qué:

a) F =e¥t22(i+ zj + 2zk).

b) F Y i+ — i+ A P
= i - k.
Trazg?  \1ra2? " 1)) T\ T2 2
(r) Sea F = Vf, con f(x,y) = x3y?, y sea C la trayectoria en el plano zy, que consiste en el segmento de
recta desde (—1,1) hasta (0,0), seguido del segmento de recta desde (0,0) hasta (1,1). Evalte [, F -dr
de dos maneras:
a) Encuentre parametrizaciones para los segmentos que forman a C' y evalie la integral.
b) Use f como una funcion potencial para F.
(r) Determine el trabajo realizado por F = (22 + y,y? + x, ze*) para las siguientes trayectorias desde
(1,0,0) hasta (1,0, 1):
a) El segmento derectaz=1,y=0,0<z<1.
b) La hélice r(t) = (cost,sent, (5=)), 0 <t < 2.
c¢) El eje x desde (1,0,0) hasta (0,0,0), seguido de la pardbola z = 22, y = 0 desde (0,0,0) hasta
(1,0,1).

(0) Se define una forma diferencial en R® como una expresion M (z,y, z)dr+ N (x,y, 2)dy+ P(z, y, 2)dz.
Una forma diferencial exacta es una forma diferencial que resulta de la diferenciacion total de un campo
escalar, es decir, si existe un campo escalar f(z,y, z) tal que df = Mdxz + Ndy + Pdz. Similarmente se
define una forma diferencial exacta en R3. Compruebe que el integrando es una forma diferencial exacta
y calcule la integral.

(1,2,3)
/ 2zydx + (2° — 22) dy — 2yz dz.
(0,0,0)

(0) Sea el campo vectorial F(z,y, z) = (322, Z—;, 2z1ny).
a) Dé el dominio de definicion D de F (el mayor posible, en el sentido de la inclusion). Verifique que se

trata de una region abierta, conexa y simplemente conexa.

b) Mediante el criterio de componentes, compruebe que 32 dx+ % dy+2zIny dz es una forma diferencial
exacta en D.

¢) Encuentre una funcién potencial para F.
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d) Evalde la integral de linea de F desde el punto (1,1,1) hasta el punto (1,2,3), por algin camino.
Especifique qué camino eligio.

B

28. (r) Demuestre que el valor de la integral / 2% dx + 2y dy + 22 dz no depende de la trayectoria desde A
A
hasta B, con A y B, puntos en R3.

29. (r)

a) Calcule el flujo del campo vectorial F(xz,y, 2) = (—y, z, z) alo largo de la curva C que es la interseccion
del cilindro 22 +y?> =4 y el plano z + y + z = 1.
b) Indique, justificando su respuesta, si el campo vectorial F es o no conservativo.

c¢) Halle la divergencia de F en el punto (0,0,0) e interprete.

30. (r) Determine el trabajo realizado por F : R? — R3 dado por
F(r,y,2) = (2* +y)i+ (v* +2)j + 2ze’k

para la trayectoria recta que va desde el punto (1,0,0) hasta el punto (1,0, 1). Indique si puede asegurar
que el trabajo no cambiara si se considera cualquier trayectoria que una los mismos puntos.

5. Teorema de Green

31. Verifique el teorema de Green, incluyendo las hipotesis, para el campo vectorial F, con dominio en el disco
R dado por 2?2 + y? < a? y su circunferencia frontera C, dada por r(t) = (acost,asent), 0 <t < 27, con
a > 0, en cada caso:

a) (o) F = (—y,a).
D) (1) F = (~a%y,ay?).

32. (r) Utilice el teorema de Green para calcular la circulacion en sentido antihorario y el flujo hacia fuera
para cada uno de los siguientes campos F y curvas C.

a) F = (22 + 4y, x + y?); C, frontera del cuadrado acotado por las rectas x =0,z =1,y =0ey = 1.
b) F = (2y+y? 2 —y); C, dada en la figura 1.
¢) F=(x+3y)i+ 2z —y)j; C, es la elipse dada en la figura 2.

y y
A h
1,1
= (1, 1)
C c 1
_2\_//2 > X
0.0 > X
o, =
figura 1 figura 2

33. (r) Calcule la circulacién en contra de las manecillas del reloj y el flujo hacia fuera del campo F = (zy, y?)
alrededor y sobre la frontera de la regiéon encerrada por las curvas y = 22 y y = «, en el primer cuadrante.

34. (r) Determine el trabajo realizado por la fuerza F = (229, 422y?) al mover una vez una particula en

sentido antihorario, a lo largo de curva C que es la frontera de la region en el primer cuadrante encerrada

por el eje x, la recta z = 1 v la curva y = 25.

35. (o) Aplicando el Teorema de Green calcule: 75 (y*dz+a*dy), donde C es la frontera del triangulo delimitado

c
porx=0,x+y=1ey=0, orientada negativamente.
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36. Aplicacion del Teorema de Green al calculo de areas: recuerde que si una curva suave por partes, cerrada,
simple y positivamente orientada en el plano, C, encierra una region plana R, el drea de R se puede hallar

como 5 P z dy — y dzx (entre otras formulas).
c

a) (o) ;En qué casos es util el Teorema de Green para calcular areas de regiones planas?

b) (o) La curva r(t) = (t> —t +2,t3 — 3t), t € R se corta
a si misma en el punto (4,2). Halle el area que el lazo
encierra.

c¢) (r) Lacurvar(t) = (t3—4t,t>-3),t € R
se corta a si misma en el punto (0,1).
Halle el area que el lazo encierra.

\S]

4
d) (r) La funcion vectorial dada por 3
r(t) = (1 — 2t, 1> — 2t> — 3t), t € R, 2
1t — _‘."‘
forma un lazo (solo uno, que puede verse en la imagen). Calcule el ol / \\
area de la region encerrada por el mismo, justificando su procedi- / / \
miento. At /N
2 \\\'
a0 3
| _;"
At ‘I //
\ /
5t | /
AN
-7 L
2 0 2 4

)

(r) Halle el area de la region encerrada por la elipse parametrizada por r(t) = (acost,bsent), 0 <
t < 2.
(

e
f) (r) Halle el area de la region encerrada por la astroide r(t) = (cos®t)i+ (sen®t)j, 0 <t < 2.

37. (r) Sea C' la frontera de una regiéon R. Use el Teorema de Green para calcular cada una de las siguientes
integrales, indicando qué condiciones deben cumplirse para poder aplicarlo.
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38.

39.

40.

41.

a) $ f(x)dx + g(y) dy.
b) gﬁc kydx + hx dy, k y h son constantes.

(r) Sea A el area y T la abscisa del centroide de la placa plana que se encuentra en la region R acotada
por cierta curva suave por partes C, simple, cerrada y positivamente orientada, en el plano xy. Demuestre

que
1 1
7% x2dy:—}£ xydx:fﬁ 22dy — zy de = AZ.
2Jc c 3Je

(*) Suponiendo que todas las derivadas necesarias existen y son continuas, demuestre que si f(x, y) satisface
la ecuacion de Laplace

Of  O%f

a2 "oy
entonces 5 P

9 go 9 gy

x
2oy T 8™
para todas las curvas cerradas C, a las cuales se aplica el teorema de Green.

(r) Dados el campo escalar f(z,y) = In(2? + y?) y el campo vectorial F = V£, indique justificando cada
respuesta:

a) cuéles son los dominios de f y F.

b) Calcule la integral / Vf-Tds donde C es la circunferencia de ecuacién x2 + y2 = 4 recorrida en
c
sentido positivo.

¢) Indique si F es o no conservativo en su dominio.

(*) El teorema de Green se cumple para una regiéon R con un namero finito de agujeros, siempre que
las curvas de la frontera sean simples cerradas y suaves, y que integremos sobre cada componente de la
frontera en la direccién en que R se mantiene a izquierda mientras avanzamos.

)

a) Sean f(x,y) = In(2?+y?) y C la circunferencia x? +y* = a2, donde a > 0 y la orientacién es positiva.
Evalte la integral de flujo
yg Vf -nds.
c

b) Sea K una curva arbitraria suave, simple, cerrada y positivamente orientada en el plano, que no pase
por el punto (0,0). Utilice el teorema de Green para demostrar que

%{Vf-nds

tiene dos posibles valores, dependiendo de que (0,0) esté adentro o afuera de K.

6. Aplicaciones

42. (r) Demuestre que el trabajo realizado por un campo de fuerza constante F = (a,b,¢) al mover una

particula a lo largo de cualquier trayectoria desde A hasta B es W =F - AB.

43. (1)
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a) Encuentre una funcion potencial para el campo gravitacional

ri+yj+zk
(22 + 2 + 22)3/2

F=-GmM

(G, m y M son constantes).

b) Sean P; y P, puntos que se encuentran a distancias s; y so desde el origen. Demuestre que el trabajo
realizado por el campo gravitacional del inciso anterior, para mover una particula desde P; hasta Ps,

es
1 1
GmM | —— —|.
S92 S1
44. (r) En algunas ramas de las ciencias naturales, como climatologia, mecanica de fluidos, magnetismo,
es usual encontrarse con campos vectoriales que representen fuentes de energia, sumideros, vortices, y

combinaciones de los anteriores. Es por ello que resulta de gran interés contar con modelos matematicos
que permitan estudiar estos fenémenos de manera adecuada.

Figura 1. Fuente. vortice v dipolo (superposicién de fuente v sumidero separados una distancia dada).

Para modelar una fuente bidimensional consideramos un campo vectorial que a cada punto del plano le
asigne el vector posiciéon de dicho punto, es decir:

Fi(2,y) = i+ yj.

Para modelar un voértice en sentido anti horario, tomamos un campo que a cada punto del plano le asigne
su vector posicion, pero rotado 90° en sentido anti horario:

F2(x7y) = _yl + SUJ

a) Calcule la circulacion del campo fuente F; a lo largo de la curva C1, que es el cuarto de circunferencia
con centro en el origen y radio r» = 2 en el primer cuadrante (en sentido anti horario). Interprete el
resultado.

b) Calcule la circulacion del vortice Fo a lo largo de la curva Cs, que es el segmento de recta en el
primer cuadrante entre las circunferencias de radios r = 1 y r = 4, a 45° de inclinacién con respecto
al semieje x positivo. Interprete el resultado.

45. (r) El campo eléctrico generado por un dipolo formado por dos cargas opuestas, ¢ y —¢, ubicadas respec-
tivamente en los puntos (1,0) y (—1,0), viene dado por

E:L" = q vl 3 vtl 3 Y 3 i 3 3
(r:9) 4mo(<<x—1>2+y2>2+<(x+1>2+y2>2 ((x—1>2+y2>2+<(x+1>2+y2>2>

donde g¢ es una constante que depende del medio.

a) Halle la funcion potencial electrostatico V' en cada punto del plano.

b) Superponga un grafico de curvas de nivel de V' con un grafico del campo vectorial E. Encuentre una
relacion entre las lineas de flujo del campo E y las lineas equipotenciales (es decir, las curvas de nivel
de la funcion potencial V).

¢) Repita este ejercicio para el campo eléctrico generado por una tnica carga puntual (fuente).
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6.1. Campos eléctricos: integracion y campos vectoriales.

De acuerdo a la electrostatica, que estudiara en profundidad en Fisica II, una particula cargada eléctri-
camente con carga eléctrica qlﬂ ubicada en un punto P (1,1, 21), ejerce una influencia en el espacio a
su alrededor, de manera que si otra particula de carga gy (que suponemos positiva), se ubica en el punto
Py(zo, yo, 20), cerca de qi, ésta se ve afectada por una fuerza F; que, segin la Ley de Coulomb, sera
de atraccion si qg es de signo contrario a g; y, de repulsion, si tiene el mismo signo que g;. Ademas la
magnitud de esta fuerza es directamente proporcional al producto de las magnitudes de ambas cargas e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que las separa y tiene la direccion de la linea que
las une (véase la Figura 1).

Po Py 7Fy Po E1
Fi g0 g0 9o
q1 . q1 q1 .
Figura 1 Figura 2

Por esto decimos que la particula de carga ¢, ubicada en (x1,y1, 21) genera un campo eléctrico que, en el
punto Py(xo, Yo, 20), vale Eq (0, yo, 20). Este vector (véase la Figura 2) es

1 q1
E (20, y0,20) = Ine W r, (1)

donde r es el vector desde P, hasta Fy y € es una propiedad del medio, llamada permitividad. Se verifica

F1(zo,v0, 20) = E1(z0,%0, 20) - qo-

6.1.1. Suma de campos vectoriales (aditividad)

Si una carga puntual ¢; ubicada en Pj(x1,y1,21) genera un campo eléctrico Eq(xq,yo,20) en el punto
Py(x0,Yo0,20), y i otra carga puntual ¢ ubicada en Pa(x2,ya, 22) genera un campo eléctrico Eq(xo, yo, 20)
en el mismo punto, entonces la presencia de ambas cargas genera un campo eléctrico en Py que es la suma
de los vectores:

E(z0,%0, 20) = E1(0, %0, 20) + E2(20, Y0, 20)-

]

a1 q2

6.1.2. Carga distribuida sobre una linea (aditividad)

Si en una region plana se tiene un elemento lineal cargado (por ejemplo, el eje ), con densidad lineal de
carga \(x):

ILa unidad de medida de las cargas eléctricas en el sistema internacional SI es el culombio (C).

11
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Cada porcidn del elmento lineal cargado de longitud dz tiene carga A\(x)dz y el elemento lineal cargado en
su totalidad genera un campo eléctrico en el punto Py(zo,yo) que viene dado por la suma de los vectores
debidos a cada una de las porciones (como en (I)):

<1 A(z)
E(zo, :/ — (29 — =z, dx.
S A e [P A

Si A es constante, el campo elétrico es:

A (zo — z,90)
E ==
(o, 90) 4e /_OO (2o — 2)2 +12)* dx

A o0 To— *° Yo
= dux, dz
“@(Kw«m—x>+yf” ~Kw«m—x)+yfm )

Si la distribucion lineal de carga ocupa todo el eje x, aunque la funcion que se esta integrando en la
primera componente no es impar, por simetria se anula la integral de la primera componente (puede hacer
una sustitucion y encontrara una funciéon impar). Asi:

_w .
E@“%y_“f<t/ T— 2f”d>

_ AYo
_471'E<O clggo/ +ZJ )3/2 dx)
= @ 0, lim i

47T€ c—00 y,/a’;o—x -|—y0
2\
- (050)
dmeyo

Se puede apreciar que es un vector vertical, perpendicular al elemento lineal cargado.

6.1.3. Ejercicios relacionados con esta aplicaciéon

Siguiendo un procedimiento similar, halle el campo eléctrico generado en los puntos seleccionados del
plano o del espacio, segin corresponda, por cuerpos cargados que ocupan estos lugares (puede suponer
que la densidad de carga A es constante):

a) Un segmento sobre el eje x (elemento cargado unidimensional, en el plano), en los puntos del plano
fuera del eje x.

12



(\ . . Trabajo Practico N°4 - PARTE A:
= ANALISIS MATEMATICO 11 Campos vectoriales e integrales de linea

b) Una semicircunferencia de ecuacion x2 + y? = 1, con y > 0, (elemento cargado unidimensional, en el
plano), en los puntos del eje y.

¢) Un rectangulo plano incluido en el plano zy (elemento cargado bidimensional, en el espacio), en los
puntos del espacio que no estén en el plano xy.

d) Una circunferencia incluida en el plano zy (elemento cargado unidimensional, en el espacio), en los
puntos de la recta vertical que pasa por el centro de la circunferencia.
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6.2. Aplicacién a la Ingenieria de Yacimientos: Flujo en Medios Porosos

Fundamento Teérico (Ley de Darcy): En la ingenierfa de petroleos, el flujo de un fluido monofasico
(petroleo o gas) a través de una roca reservorio porosa se rige por la Ley de Darcy. Esta ley establece que
el campo vectorial de velocidad de filtracion V (z,y) [ft/dia] es proporcional al gradiente del campo escalar de
presiones P(x,y) [psi]:

V(z,y) = —MVP(z,y)

donde M = % es la movilidad del fluido (k representa la permeabilidad de la roca y p la viscosidad del fluido).
El signo negativo indica que el fluido se desplaza desde zonas de mayor presiéon hacia zonas de menor presion.

6.2.1. Ejercicios relacionados con esta aplicacién

En una capa horizontal homogénea de un yacimiento de espesor constante, el campo de presiones P(x,y)
(en psi) en las cercanias de una falla geologica viene dado por la funcion:

P(z,y) = 3000 — 52% — 10y* paraz >0,y >0

ft/dia

Se sabe que para el petroleo presente en la formacién, la constante de movilidad es M = 0,02 T

a) Determine la expresion analitica del campo vectorial de velocidades de filtracion V(z,y) = (V,, V).

b) Demuestre formalmente que el campo de velocidades V (z, y) es conservativo y justifique si esto es coherente
con la existencia de una funcién potencial de presiones.

¢) Se planifica perforar un pozo horizontal siguiendo la trayectoria curvilinea dada por la parabola C : y =

22 desde el punto A(0, 0) hasta el punto B(20,20) (medido en pies). Calcule la diferencia total de presion

AP = P(B) — P(A) a lo largo de dicha trayectoria utilizando el Teorema Fundamental de las Integrales

de Linea:
/ VP .dr
c

d) Caudal de filtracion (Flujo saliente): Evalte el caudal total de fluido por unidad de espesor Q que
atraviesa el limite rectilineo C que une los puntos (0,10) y (10, 10) mediante la integral de linea de flujo:

Q= V-nds:/ (Vo dy =V, dx)
Cl Cl

donde n es el vector normal unitario orientado hacia valores crecientes de .

OTRA VERSION

Ejercicio de Aplicacion
En una capa horizontal homogénea de un yacimiento de espesor constante, el campo de presiones P(z,y)
(en psi) en las cercanias de una falla geologica viene dado por:
P(z,y) = 3000 — 52% — 10y*> paraz >0,y >0

ft /dia
psi/ft *

Para el fluido presente en la formacién, la constante de movilidad es M = 0,02
a) Determine la expresion analitica del campo vectorial de velocidades de filtracion V(z,y) = (Va, V).

b) Demuestre formalmente que el campo V (z, y) es conservativo y explique qué relacion guarda esta propiedad
con el campo de presiones P(z,y).

¢) Se planifica perforar un pozo horizontal siguiendo la trayectoria parabélica C : y = %xz desde el punto
A(0,0) hasta B(20,20) (en pies). Calcule la variacién acumulada del gradiente de presion a lo largo de

dicha trayectoria:
/ VP -dr
c

. Es estrictamente necesario parametrizar la parabola C' para resolver esta integral? Justifique su respuesta
basandose en las propiedades de los campos conservativos.

d) Caudal de filtracién: Determine el caudal total @ por unidad de espesor que atraviesa la seccion
rectilinea Cy definida desde (0,10) hasta (10,10), considerando el flujo hacia valores crecientes de y.
(Sugerencia: considere unicamente la componente de la velocidad perpendicular a la seccion).
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