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Recorrido

@ Integrales de linea de campos escalares
© Campos vectoriales

© Integrales de linea de campos vectoriales
@ Definicién y calculo de integrales de linea de campos vectoriales
@ Interpretacion: trabajo y flujo

@ Independencia de la trayectoria, campos conservativos y funciones
potenciales

© Rotacional y divergencia de campos vectoriales
@ Teoremas

@ Teorema fundamental de integrales de linea

@ Teorema: los campos conservativos son campos gradientes

@ Teorema: propiedad de lazos en campos conservativos

@ Teorema: criterio de componentes para campos conservativos

@ Campos conservativos: conservacion de la energia
@ Formas diferenciales exactas
@ Teorema de Green en el plano
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Definiciéon

Definicién

N
|
N

Dada una curva suave C'y una representacion paramétrica suave de la
misma, r(t), a <t < b, y dado un campo escalar f definido y continuo en
una region abierta D, que contiene a C, se define la integral de linea de f

a lo largo de C por
/ fds = / Fe@) e (@)dt.
Observacion:
El valor de la integral de linea es independiente de la representacion
paramétrica suave de la curva C.
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Justificacién

altura fix, y)
/

Una particién en [a, b] induce una particién en C.

N t)Ask = Fe(te) | (te)| Aty
k=1 k=1
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Interpretacion

a
/Cfds - ff(f(f))lr’(tﬂ dt.

Imagenes tomadas del sitio web de Khan Academy.
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Ejemplo: integral de linea-concepto

Calcular la integral de linea del campo escalar dado por

fla,y) =32 +y°

a lo largo de la curva C que es la circunferencia de ecuacién 22 4 y? = 4.
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Ejemplo: concepto de integral de linea
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fla,y) =32 +y°
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Ejemplo: concepto de integral de linea

Calcular la integral de linea del campo escalar dado por

fla,y) = 32% + 4
a lo largo de la curva C que es la circunferencia de ecuacién 22 4 y? = 4.
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Ejemplo: concepto de integral de linea

C :r(t) = (2cos(t),2sen(t)), 0 <t < 2m; 1'(t) = (—2sen(t),2cos(t))

27’
/ (322 +4) ds = / S () (1) dt =
C 0
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Ejemplo: concepto de integral de linea

C :r(t) = (2cos(t),2sen(t)), 0 <t < 2m; 1'(t) = (—2sen(t),2cos(t))

/ (32° +y*) ds =
C

2n!

2
fr()|c'(t)]dt = /0 (3-4cos?(t)+4sin?(t)) 2dt

2m 2w
= 24/ cos(t)dt + 8/ sen?(t)dt = 24m + 87 = 32m.
0 0

1.
=" §
s
1
I |||||I||||w
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Propiedades

(Sin demostracién)

@ Aditividad: si la curva C se forma uniendo dos curvas suaves, C7 y
Cy, de manera que el extremo final de C es el extremo inicial de Cs,
entonces [, fds = [, fds+ [, fds.

@ Independencia de la parametrizacién: [ fds= [, fdssiCiy
C5 estan formadas por el mismo conjunto de puntos del plano.

© Dependencia de la trayectoria.: en general, [ fds# [, fdssi
C1 y C5 son dos curvas suaves distintas, ain en el caso en que las
curvas tengan los mismos punto inicial y punto final.
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Ejemplo: independencia de |la parametrizaciéon, dependencia
de la trayectoria

Calcule el area bajo el grafico de f(x,5) = 322 + y? y sobre la
semicircunferencia 2 + y?> = 4, y > 0.

Ay
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Ejemplo: independencia de |la parametrizaciéon, dependencia
de la trayectoria

Calcule el area bajo el grafico de f(z,y) = 32% + y? y sobre la
semicircunferencia 2 +y? =4, y > 0.

ri(t) = (2cost,2sent), 0 <t < m; ri(t) = (—2sent,2cost); |r}(t)] =2
A:/ fds:/ f(rl(t))|r/1(t)dt:/ (12 cos® t+4sen’t) 2dt = 167
Cq 0 0

ra(t) = (2cos(2t),2sen(2t)), 0 <t < T;
rh(t) = (—4sen(2t),4cos(2t)); |rh(t)] =4

:/ fds-/ fra()|rh(t)|dt = / (12 cos?(2t) 4 4sen?(2t)) 4 dt
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Ejemplo: independencia de |la parametrizaciéon, dependencia
de la trayectoria

Calcule el area bajo el grafico de f(x,%) = 322 + y? y sobre el segmento

desde (2,0) hasta (—2,0).
r3(t) = (2—1¢,0), 0 <t <4;ri(t) =(-1,0); |r5(¢)| =1

A= fds—/ f(rs(t))|rs(t)|dt = / 3(2—t)*dt =16
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Ejercicios del TP4A

r(t) =ti+(1—1)j, 0<t<1.
r(t)=i+j+tk, —1<t<1.
(t) = (2cost,2sent,0),
(t)=1ti, -1 <t <1.

(t) = t+t3+tk 0<t<2.
(t)

(t)

(t) =

]

R R

t)y=tj+(2—-2t)k, 0<t <1
r(t) = (0,t% —
r(t

1,2t), -1 <t<1.

00000000+
Ix]

a. z b.
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(2cost,0,2sent), 0 <t <.

X

Relacione las ecuaciones vectoriales con los graficos dados:
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Ejercicios del TP4A

90@000@0!-‘

Relacione las ecuaciones vectoriales con los graficos dados:
r(t)=ti+(1-1)j, 0<t <1

r(t)=i+j+tk, -1 <t<1.
r(t) = (2cost,2sent,0), 0 <t < 2.
r(t)=ti, -1 <t<1.
r(t) =ti+tj+tk, 0<t<2.
r(t) =tj+(2—-2t)k, 0<t<1.
r(t) = (0,t2 —1,2t), -1 <t < 1.
r(t) = (2cost,0,2sent), 0 <t <
c. z d.
1 | 1 ;
X
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Ejercicios del TP4A

99000000!-‘

Relacione las ecuaciones vectoriales con los graficos dados:
r(t) =ti+(1—1)j, 0<t<1.

r(t) =i+j+tk, —1<t<1.
r(t) = (2cost,2sent,0), 0 <t < 2.
r(t) =t, —1<t<1.
r(t) = ti+tj+tk, 0 <t <2
r(t) =tj+(2—2t)k, 0<t<1.
r(t) = (0,12 —1,2t), -1 <t < 1.
r(t) = (2cost,0,2sent), 0<t<7r
=)
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Ejercicios del TP4A

GQQOQQ@QH

Relacione las ecuaciones vectoriales con los graficos dados:

r(t)=ti+(1—-1t)j, 0<t<1.

r(t)=i+j+tk, —1<t<1.
r(t) = (2cost,2sent,0), 0 <t < 2.
r(t) =#, -1 <t<1.
r(t) =ti+tj+tk, 0<t<2.
r(t) =tj+(2-2t)k, 0<t<1.
r(t) = (0,12 —1,2t), -1 <t < 1.
r(t) = (2cost,0,2sent), 0 <t <.
g. N
z
2
2 y
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Ejercicios del TP4A

2. Calcule:

a) /(x + y)ds, donde C es el segmento de recta r(t) = (¢,1 —¢,0),

Q

0<t< 1.
f) /( + /y)ds, donde C esta dada en la figura.

c

1

L (1, 1)

y=x
y = x*
1 x
(0,0
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Ejercicios del TP4A

2. Calcule:

g) laintegral de f(x,y,2) = —Va? + 22, sobre la circunferencia C
parametrizada por r(t) = (0,acost,asent), 0 <t < 2.

4) la integral de f(x,y) = 22 — y sobre la parte de C dada por
22 +y? = 4 en el primer cuadrante, desde (0,2) hasta (v/2,/2).
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@ Integrales de linea de campos escalares

@ Campos vectoriales

© Integrales de linea de campos vectoriales
@ Definicién y calculo de integrales de linea de campos vectoriales
@ Interpretacion: trabajo y flujo

@ Independencia de la trayectoria, campos conservativos y funciones
potenciales

© Rotacional y divergencia de campos vectoriales
@ Teoremas

@ Teorema fundamental de integrales de linea

@ Teorema: los campos conservativos son campos gradientes

@ Teorema: propiedad de lazos en campos conservativos

@ Teorema: criterio de componentes para campos conservativos
@ Campos conservativos: conservacion de la energia
@ Formas diferenciales exactas
@ Teorema de Green en el plano
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Campo vectorial

Definicién

Un campo vectorial es una funcién F que asigna un vector a cada punto de
su dominio,
F:ACR" - R™

Asi, a cada vector (z1,...,x,) € A, F le asigna un vector de R™ dado por

F(z1,...,2n) = (f1(®1, o0y Tn),s ooy fn(T1, ooy T0));

las funciones f1, ..., fm se llaman funciones componentes de F.

Un campo de vectores en R3 es de la forma

F(‘Tv Y, Z) - (fl(xa Y, Z)a f2(1’, Y, Z)a f3(1’, Y, Z)),

y se presenta, por ejemplo, en los campos de velocidades en un fluido; en
los campos gradientes; en los campos de fuerzas en el espacio; en los

campos eléctricos, magnéticos o gravitatorios en el espacio, etc.
AMII Unidad 4A 2026 23 / 103



Campos vectoriales

El gradiente de un campo escalar f, es un campo vectorial.
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Ejemplos

@ Represente graficamente los campos vectoriales

Fl(‘rvy) = (1,1’) y Fg(.T,y) = (17y)

Trabajen con puntos en el rectangulo [—2,2] x [—2,2] por lo menos.
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Ejemplos

@ Represente graficamente los campos vectoriales

FQ(xvy) = (Ly)

y

Fl(xay) = (1,113)
Trabajen con puntos en el rectangulo [—2,2] x [—2,2] por lo menos.
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Lineas de flujo de campos vectoriales

Las lineas de flujo de un campo vectorial F son aquellas curvas en el
dominio de F, tales que el vector F(x,y, z) es tangente a la curva en cada

punto (z,y, z) del dominio de F. Es decir, son curvas que admiten una
parametrizacion r(t) tal que

F(r(t)) =1'(t), t € [a,b].
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Lineas de flujo de campos vectoriales

Las lineas de flujo de un campo vectorial F son aquellas curvas en el
dominio de F, tales que el vector F(x,y, z) es tangente a la curva en cada

punto (z,y, z) del dominio de F. Es decir, son curvas que admiten una
parametrizacion r(t) tal que

F(r(t)) =1'(t), t € [a,b].

i Cuales son las lineas de flujo en campos eléctricos generados por una
carga puntual o por un dipolo?

+q
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Lineas de flujo

i Cémo se buscan y cudles son las lineas de flujo del campo vectorial

Fi(z,y) = (1,2)?
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Lineas de flujo

i Cémo se buscan y cudles son las lineas de flujo del campo vectorial

Fi(z,y) = (1,2)?

Buscamos r(t) = (z(t),y(t)) tal que:
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Lineas de flujo

i Cémo se buscan y cudles son las lineas de flujo del campo vectorial

Fi(z,y) = (1,2)?

Buscamos r(t) = (z(t),y(t)) tal que:

x(t) =t+c,y () =t+c
2

t
z(t) =t+c,yt) = 3 Tat+e
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Lineas de flujo

i Cémo se buscan y cudles son las lineas de flujo del campo vectorial

Fi(z,y) = (1,2)?

Buscamos r(t) = (z(t),y(t)) tal que: U

Fi(r(t)) = r'(t) IR

AN

(1,2(t) = («'(t), /(1)) AN

1\

o) =t+c,y(t) =t+c : O\

2 N

o) =t4eny) =5 vatte M)
AMII Unidad 4A
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Lineas de flujo de campos vectoriales

Observacién: En un campo de velocidades de un fluido que no varia con
el tiempo (estacionario), en general las lineas de flujo coinciden con la
trayectoria de una particula. Pero en un campo de fuerzas, ain
estacionario, las lineas de fuerza en general no coinciden con las
trayectorias (pensar en un cuerpo que cae con velocidad inicial no vertical).
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Ejercicios del TP4A

6. Represente graficamente cada uno de los siguientes campos vectoriales
en R? y algunas lineas de flujo en cada uno, si es posible. Ademas,
calcule para cada uno de ellos la componente k del rotacional y la
divergencia. Indique, si es que hay, fuentes o sumideros.

b) F(z,y) = (z,9)

AMII Unidad 4A 2026 29 / 103



Ejercicios del TP4A

6. Determine el campo gradiente generado por:

a) f(x,y) = xy. Represente graficamente el campo gradiente, algunas
lineas de flujo del mismo y algunas curvas de nivel de f.

e) g(z,y,2) = zy +yz + a2
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Recorrido

© Integrales de linea de campos vectoriales
@ Definicién y calculo de integrales de linea de campos vectoriales
@ Interpretacion: trabajo y flujo
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Recorrido

© Integrales de linea de campos vectoriales
@ Definicién y calculo de integrales de linea de campos vectoriales
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Definicion de integrales de linea de campos vectoriales

Definicion
Sea F un campo vectorial acotado y con componentes continuas definidas

sobre una curva suave C'. Se define la integral de linea de F a lo largo de C
como la integral de linea de la componente tangencial de F' y se denota por:

/F'dr::/F-Tds.
C C )
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Definicion de integrales de linea de campos vectoriales

Definicion
Sea F un campo vectorial acotado y con componentes continuas definidas

sobre una curva suave C'. Se define la integral de linea de F a lo largo de C
como la integral de linea de la componente tangencial de F' y se denota por:

/F'dr::/F-Tds.
C C )

Férmula de calculo: si C esta parametrizada por r(t), a <t <b,

/F-dr:
C
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Definicion de integrales de linea de campos vectoriales

Definicion
Sea F un campo vectorial acotado y con componentes continuas definidas

sobre una curva suave C'. Se define la integral de linea de F a lo largo de C
como la integral de linea de la componente tangencial de F' y se denota por:

/F'dr::/F-Tds.
C C )

Férmula de calculo: si C esta parametrizada por r(t), a <t <b,

N b r'(t) N b .,
/CF-dr_ / Plr(r) - e (t)]dt—/a F(r(t)) - /(1) dt.
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Notacién de integrales de linea

/F~dr
c

de un campo vectorial F a lo largo de una curva C en el dominio de F,
parametrizada por r(t), a <t < b, se puede anotar de distintas maneras:

La integral de linea
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Notacién de integrales de linea

/F~dr
c

de un campo vectorial F a lo largo de una curva C en el dominio de F,
parametrizada por r(t), a <t < b, se puede anotar de distintas maneras:
@ Sila curva C es cerrada,

La integral de linea
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Notacién de integrales de linea

/F~dr
c

de un campo vectorial F a lo largo de una curva C en el dominio de F,
parametrizada por r(t), a <t < b, se puede anotar de distintas maneras:
@ Sila curva C es cerrada, se puede anotar

%F-dr, %ler o ygF-clr7
(& C C

donde las flechas indican el sentido (antihorario u horario).

La integral de linea
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Notacién de integrales de linea

/F~dr
c

de un campo vectorial F a lo largo de una curva C en el dominio de F,
parametrizada por r(t), a <t < b, se puede anotar de distintas maneras:
@ Sila curva C es cerrada, se puede anotar

%F-dr, %ler o ygF-clr7
(& C C

donde las flechas indican el sentido (antihorario u horario).
@ Sila curva C une los puntos A =r(a)y B =r(b),
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Notacién de integrales de linea

/F~dr
c

de un campo vectorial F a lo largo de una curva C en el dominio de F,
parametrizada por r(t), a <t < b, se puede anotar de distintas maneras:
@ Sila curva C es cerrada, se puede anotar

%F-dr, %ler o ygF-clr7
(& C C

donde las flechas indican el sentido (antihorario u horario).
@ Sila curva C une los puntos A =r(a) y B =r(b), se puede escribir

B
/ F - dr,
A
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Notacién de integrales de linea

/F~dr
c

de un campo vectorial F a lo largo de una curva C en el dominio de F,
parametrizada por r(t), a <t < b, se puede anotar de distintas maneras:
@ Sila curva C es cerrada, se puede anotar

%F-dr, %ler o ygF-clr7
(& C C

donde las flechas indican el sentido (antihorario u horario).
@ Sila curva C une los puntos A =r(a) y B =r(b), se puede escribir

B
/ F - dr,
A

entendiendo que en general importa cuél es la trayectoria C' que une
A con B.

AMII Unidad 4A 2026 34 /103
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Ejemplo

Sean el campo vectorial F y las curvas C7, Cs y Cs dados en el siguiente
grafico:
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Ejemplo

Sean el campo vectorial F y las curvas C7, Cs y Cs dados en el siguiente
grafico:
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El valor de [, F-Tds es 0; el valor de [, F - T ds es negativo; el valor
de J, F - Tds es cercano a 0.
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Ejemplo

Analice los signos de las integrales de linea (graficamente, sin calcular)

para F(z,y) = (y, %)
2 ::s:a:j::\_‘ﬁ;,‘,—‘:/f/;f
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Observaciones

Observacién 1:

El valor de la integral de linea es independiente de la representacién
paramétrica suave de la curva C, en tanto se mantenga el sentido de
recorrido de la curva.

Observacién 2:

Si C~ (también llamada —C') es la curva formada por los mismos puntos
que C, pero recorrida en sentido contrario, se tiene que

JoF -dr=— [, F-dr

Observacién 3:
Se puede calcular integrales de linea en curvas suaves por partes, sumando
las integrales de las porciones suaves que la forman.
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Integral de linea a través de una curva cerrada

Si C es una curva plana simple, cerrada y positivamente orientada, la
integral de linea de F a través de C' es la integral de linea de la
componente normal hacia fuera de F a lo largo de C:

Integral de linea de F a través de C = /
c

b
F-nds :/ F(r(t))n|r'(t)] dt.
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Integral de linea a través de una curva cerrada

Si C es una curva plana simple, cerrada y positivamente orientada, la
integral de linea de F a través de C' es la integral de linea de la
componente normal hacia fuera de F a lo largo de C:

Integral de linea de F a través de C = /

b
CF-nds :/a F(r(t))n|r'(t)|dt.

Supongamos F = (M, N) y C' es una curva suave cerrada y positivamente
orientada dada por r(¢) (a <t <b). Entonces

/F-nd.s:/n-Fds:/Txk-Fds
C C C

k xF-Tds por propiedad del producto mixto

(=N, M)-Tds, iyaquekxF = (—N,M)?{0JO!

S—3—

(=

/ (=N (x(t)), M(x(t))) - /() dt
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Ejercicios del TP4A

8. Encuentre las integrales de linea de F desde (0,0,0) hasta (1,1,1)
sobre cada una de las siguientes trayectorias (vea la figura), donde
F(r,y,2) = (y+z,z+z,2+y).

a) La trayectoria es el segmento C que va de (0,0,0) a (1,1,1).

b) La trayectoria Oy, dada por ra(t) = (¢,t2,t%), 0 <t < 1.

¢) La trayectoria C3 U Cy, donde C'5 es el segmento de recta desde
(0,0,0) hasta (1,1,0) y Cy, el segmento de recta desde (1, 1,0) hasta
(1,1,1).
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Ejercicios del TP4A

9. Dado el campo vectorial F de la figura 1 (abajo):
a) Si C es una circunferencia unitaria centrada en el origen recorrida en

sentido antihorario, la integral fc F - dr jes positiva, negativa o nula?.
b) Marque en el grafico una curva suave C tal que fcl F - dr sea nula.
10. Sea F dado por el grafico de la figura 2 (abajo). Indique si cada una
de las integrales de linea de F a lo largo de C7 y Cs es positiva, nula o

negativa.

A A . ]~ ~ ~
/a ST T R T e \g
s A . ™~
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KX ‘.,2.- N [V { | 2 3 X
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@ Integrales de linea de campos escalares
© Campos vectoriales

© Integrales de linea de campos vectoriales

@ Definicién y calculo de integrales de linea de campos vectoriales
@ Interpretacion: trabajo y flujo

@ Independencia de la trayectoria, campos conservativos y funciones
potenciales

© Rotacional y divergencia de campos vectoriales
@ Teoremas

@ Teorema fundamental de integrales de linea

@ Teorema: los campos conservativos son campos gradientes

@ Teorema: propiedad de lazos en campos conservativos

@ Teorema: criterio de componentes para campos conservativos
@ Campos conservativos: conservacion de la energia
@ Formas diferenciales exactas
@ Teorema de Green en el plano
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Aplicaciones a la fisica

Si F representa un campo de fuerzas (una fuerza variable), el trabajo que
realiza F sobre un cuerpo que se mueve a lo largo de una curva C es
Jo F - dr.

AMII Unidad 4A 2026 42 / 103



Aplicaciones a la fisica

Si F representa un campo de fuerzas (una fuerza variable), el trabajo que
realiza F sobre un cuerpo que se mueve a lo largo de una curva C es

Jo F - dr.

Si F es un campo vectorial (por ejemplo de velocidades), la integral de
linea de la componente tangencial de F se llama flujo de F a lo largo de C.
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Aplicaciones a la fisica

Si F representa un campo de fuerzas (una fuerza variable), el trabajo que
realiza F sobre un cuerpo que se mueve a lo largo de una curva C es

Jo F - dr.

Si F es un campo vectorial (por ejemplo de velocidades), la integral de
linea de la componente tangencial de F se llama flujo de F a lo largo de C.
Si C' es cerrada, el flujo de F a lo largo de C se llama circulacion de F a lo
largo de C.
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Aplicaciones a la fisica

Si F representa un campo de fuerzas (una fuerza variable), el trabajo que
realiza F sobre un cuerpo que se mueve a lo largo de una curva C es

Jo F - dr.

Si F es un campo vectorial (por ejemplo de velocidades), la integral de
linea de la componente tangencial de F se llama flujo de F a lo largo de C.
Si C' es cerrada, el flujo de F a lo largo de C se llama circulacion de F a lo
largo de C.

Si C' es una curva plana simple, cerrada y positivamente orientada, el flujo
de F a través de C es la integral de linea de la componente normal hacia
fuera de F a lo largo de C:

Flujo de F a través de C = / F - nds.
c
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Ejemplo

Sean el campo vectorial F y las curvas C7, Cs y Cs dados en el siguiente
grafico:

1ar 4 \ ' . - - - " . R . .
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osl o fCZﬂ - 4"“‘“\& D RV

. N /\.:_." e \.}\\._‘ C o

- -F - ' 1".’., 3

oF - - T = S - U

e R
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P N H-I:“f' o

;o Vo P A L N N

s ; J \ N r P O N
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-1.5 -1 0.5 0 05 1 1.5

Indique el signo de sz F -nds.
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Ejemplo

Ejemplo:

Dados F(z,y) = (z — y,z) y la circunferencia C' dada por
r(t) = (cost,sent) (0 < t < 27), determinar

a) la circulacién de F a lo largo de C.

b) el flujo de F a través y hacia fuera de C.

a) Circulacién de F a lo largo de C:
2
/ F.Tds— / Fx(t) - (1) dt
C 0
2
= / (cost —sent,cost) - (—sent,cost)dt
0

2
= / (1 —sentcost)dt = 2w
0
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Ejemplo

Ejemplo: Dado F(z,y) = (x — y,z) determinar

a) la circulacién de F a lo largo de la circunferencia dada por
r(t) = (cost,sent) (0 <t < 2m).

b) Calcule el flujo de F a través y hacia fuera de C'.

b) Flujo de F a través y hacia fuera de C: / F -nds
c

Una manera: integrar a lo largo de C
el campo G = (—N, M).

/ F -nds=
c
27
—cost —sent
= - dt
0 cost —sent cost

2m
= / (cos®t)dt = 7
0
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Ejemplo

Ejemplo: Dado F(z,y) = (x — y,z) determinar

a) la circulacién de F a lo largo de la circunferencia dada por
r(t) = (cost,sent) (0 <t < 2m).

b) Calcule el flujo de F a través y hacia fuera de C'.

b) Flujo de F a través y hacia fuera de C: / F -nds
c

Una manera: integrar a lo largo de C Otra manera:
el campo G = (—N, M). n="T xk = (cost,sent)

/CF-nds: /CF-nds:/%F(r(t))-n|r’(t)dt

0

B I —cost ( —sent g ™ [ cost —sent [ cost dt
“—Jo cost —sent cost o cost sent

2m 2m
= / (cos®t)dt = 7 = / (cos*t)dt = T
0 0
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Ejercicios del TP4A

12. Calcule la circulacién y el flujo a través hacia fuera de las curvas C y
Cy, de los campos Fi(z,y) = (z,y) y Fa(x,y) = (—y, ) si las curvas
estan dadas respectivamente por ry(t) = (cost,sent), 0 <t < 2m,y
ro(t) = (cost,4sent), 0 <t < 2.

14. Obtenga la circulacién del campo F = (y, z + 2y) alrededor de cada
una de las siguientes trayectorias cerradas:

a) ¥ b) y

L1 (1, 1) Ll =4

(-1,-1) (1,-1)

¢) Use una trayectoria diferente a las de los incisos a y b, que sea

cerrada y simple.
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Otra notacién para [, F - Tds

Observacioén: sean F = (M, N) y C, dada por r(t) (a <t < b):

b
/OF-Tds:/a F(e(t)) - r'(t) dt
b
L/Wwwmmf@+NmmmmyWﬁ

ab b
/M@®w®W®ﬁ+/N@®w@W®ﬁ

:/Md:r—l-/Ndy:/de—i—Ndy
C C C

AMII Unidad 4A 2026 47 / 103



Otra notacién para [, F - nds

Observacion: sean F = (M, N) y C, dada por r(t) (a <t <b):

/F-nds:/n'Fds
C C

:/TXk‘FdS
c

:i/kxF-Tm, donde k x F = (=N, M)
C

AFm@:L@MMyTﬁzlﬁwfm+Mwmﬁ

:/Mdy—Ndm:/Mdy—/Ndx
C C C

AMII Unidad 4A 2026 48 / 103



Integral de linea con respecto a los ejes coordenados

Sean F = (M, N) y C, dada por r(t), a <t <b. A partir de

/CF Tds—/M dt+/N )y (£)dt
/MM+/N@
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Integral de linea con respecto a los ejes coordenados

Sean F = (M, N) y C, dada por r(t), a <t <b. A partir de

/CF Tds—/M dt+/N )y (£)dt
/MM+/N@

si f es un campo escalar, definimos

/fd:r—/f fdt y /fdy—/f )/ (8) dt.
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Integral de linea con respecto a los ejes coordenados

Sean F = (M, N) y C, dada por r(t), a <t <b. A partir de

/CF Tds—/M dt+/N )y (£)dt
/MM+/N@

si f es un campo escalar, definimos

/fd:r—/f fdt y /fdy—/f )/ (8) dt.

Calcular / (z +y*)dy para C : r(t) = (cost,sent), 0 < t < 7.
C
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Integral de linea con respecto a los ejes coordenados

Sean F = (M, N) y C, dada por r(t), a <t <b. A partir de

/CF Tds—/M dt+/N )y (£)dt
/MM+/N@

si f es un campo escalar, definimos

/fd:r—/f fdt y /fdy—/f )/ (8) dt.

Calcular / (z +y*)dy para C : r(t) = (cost,sent), 0 < t < 7.
C

2 " 2 T T
/(x—l—y )dy:/ (cost +sen“t)costdt = - +0= —.
c 0 2 2
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Ejercicios TP4A

17. Evalde: /\/m + y dx, sobre la trayectoria que muestra la figura:

C
.“
C
(0,3)9 (1.3)
Y/v=3x
X
(0,0)
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@ Integrales de linea de campos escalares

© Campos vectoriales

© Integrales de linea de campos vectoriales
@ Definicién y calculo de integrales de linea de campos vectoriales
@ Interpretacion: trabajo y flujo

@ Independencia de la trayectoria, campos conservativos y funciones
potenciales

© Rotacional y divergencia de campos vectoriales
@ Teoremas
@ Teorema fundamental de integrales de linea
@ Teorema: los campos conservativos son campos gradientes
@ Teorema: propiedad de lazos en campos conservativos
@ Teorema: criterio de componentes para campos conservativos
@ Campos conservativos: conservacion de la energia
@ Formas diferenciales exactas
@ Teorema de Green en el plano
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Independencia de la trayectoria, campos conservativos y
funciones potenciales

Sea F un campo vectorial definido en una regién abierta D tal que para
cualesquiera dos puntos A y B de D, la integral de linea fCF -dr alo
largo de una curva suave por partes C' desde A hasta B en D es la misma
sobre todas las trayectorias suaves por partes desde A hasta B. Entonces la
integral [, F - dr es independiente de la trayectoria en D y el campo
vectorial F se llama conservativo en D.
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Independencia de la trayectoria, campos conservativos y
funciones potenciales

Definicién

Sea F un campo vectorial definido en una regién abierta D tal que para
cualesquiera dos puntos A y B de D, la integral de linea fCF -dr alo
largo de una curva suave por partes C' desde A hasta B en D es la misma
sobre todas las trayectorias suaves por partes desde A hasta B. Entonces la
integral [, F - dr es independiente de la trayectoria en D y el campo
vectorial F se llama conservativo en D.

Definicién

Si F es un campo vectorial definido en una regién abierta Dy F =V f
para alguna funcién escalar f en D, entonces f se llama funcién potencial
de F. Si F esta definido en R3, las superficies de nivel de f se llaman
superficies equipotenciales de F; si esta definido en R?, hablamos de curvas
equipotenciales.

AMII Unidad 4A 2026 52 / 103



Recordemos las lineas de flujo de campos vectoriales

Observacion: Si el campo vectorial F es el gradiente de alguna funcién
potencial f, las lineas de flujo de F son ortogonales a los conjuntos de nivel
de f (superficies o curvas equipotenciales) en cada punto.

flxy)=1-xy: grad fy curvas de nivel de f
2
foy=tony:

f(x,y)=1-xy: grad fy lineas de flujo
AR I T 3 N R
NN ‘Fr WSl 4o NS \w.-,/%‘//
SLELTANT 4 e =
ARSVAN AL 3E38 508 RN Ry e o
NN s P ! NN
i A \\\\ N T Yy
. o va . v
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me y : i
I it i
F R
. i P /f//,’/// : \1\\“\
VAR s N
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;e 2

AMII

Unidad 4A 2026 53 / 103



Recordemos las lineas de flujo de campos vectoriales

Txy)=txy:

P
L H St
iy
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@ Integrales de linea de campos escalares

© Campos vectoriales

© Integrales de linea de campos vectoriales
@ Definicién y calculo de integrales de linea de campos vectoriales
@ Interpretacion: trabajo y flujo

@ Independencia de la trayectoria, campos conservativos y funciones
potenciales

© Rotacional y divergencia de campos vectoriales
@ Teoremas
@ Teorema fundamental de integrales de linea
@ Teorema: los campos conservativos son campos gradientes
@ Teorema: propiedad de lazos en campos conservativos
@ Teorema: criterio de componentes para campos conservativos
@ Campos conservativos: conservacion de la energia
@ Formas diferenciales exactas
@ Teorema de Green en el plano
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Rotacional y divergencia de campos vectoriales

Definicién

Dado F = (M, N, P), se definen el rotacional o rotor y la divergencia de
F, respectivamente por
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Rotacional y divergencia de campos vectoriales

Definicién

Dado F = (M, N, P), se definen el rotacional o rotor y la divergencia de
F, respectivamente por rot F = (P, — N, M, — P,, N, — M,)
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Rotacional y divergencia de campos vectoriales

Definicién

Dado F = (M, N, P), se definen el rotacional o rotor y la divergencia de
F, respectivamente por rot F = (P, — N, M, — P,, N, — M,) y
divF = M, + N, + P..
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Rotacional y divergencia de campos vectoriales

Definicion

Dado F = (M, N, P), se definen el rotacional o rotor y la divergencia de
F, respectivamente por rot F = (P, — N, M, — P,, N, — M,) y

divF = M; + Ny + P,.

Dado un campo vectorial F = (M, N) se definen la componente k del
rotacional y la divergencia de F, respectivamente por rot F = N, — M,
y divF(z,y) = My + Ny.
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Rotacional y divergencia de campos vectoriales

Definicion
Dado F = (M, N, P), se definen el rotacional o rotor y la divergencia de
F, respectivamente por rot F = (P, — N, M, — P,, N, — M,) y

divF = M; + Ny + P,.

Dado un campo vectorial F = (M, N) se definen la componente k del
rotacional y la divergencia de F, respectivamente por rot F = N, — M,
y divF(z,y) = My + Ny.

Observacién: una forma conveniente de recordar estas definiciones es por
i V= (2 o ... 0 i s 5
medio del operador nabla: V = (azl, Jagr an>' Asi, si F esta

definido en R?,
rotF =V x F

divF =V .F.
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Rotacional y divergencia de campos vectoriales

Ejemplo:
Si F(z,y, 2) = (xy?z, xy2%, x%yz), su rotacional es V x F:

i j k
rotF = % % % = (222 — 2zyz, xy® — 22yz, y2° — 2xy2),

N Q)

ry’z ayz? 2lyz

y la divergencia de F es V - F:

0
3 (zy2?) + =— (2%yz) = y°2 + z2% + 22y.
Y

0
(F) —
div(F) P

v 2
— (aye) +
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Campos vectoriales irrotacionales y solenoidales

Sea F un campo vectorial y sea D un subconjunto del dominio de F.
Entonces:

@ F se llama irrotacional en D, sitotF =V x F = 0 en todos los

puntos de D.

@ F se llama solenoidal en D, si divF = V - F = 0 en todos los puntos
de D.

@ Un punto fuente es un punto del dominio de F donde la divergencia es
positiva.

@ Un punto sumidero es un punto del dominio de F donde la divergencia
es negativa.
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Ejemplo

Para F(z,y) = (y,x) calcule la componente k del rotacional y la
divergencia e indique si se trata de un campo irrotacional y/o solenoidal.

Ademas, calcule / F - dr, con C una circunferencia centrada en el origen,

con radio R > 0.
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Ejemplo

Para F(z,y) = (y,x) calcule la componente k del rotacional y la
divergencia e indique si se trata de un campo irrotacional y/o solenoidal.

Ademas, calcule / F - dr, con C una circunferencia centrada en el origen,

con radio R > 0.

Ny — M, =0, M, + Ny =0, F es irrotacional y solenoidal.
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Ejemplo

Para F(z,y) = (y,x) calcule la componente k del rotacional y la
divergencia e indique si se trata de un campo irrotacional y/o solenoidal.

Ademas, calcule / F - dr, con C una circunferencia centrada en el origen,

con radio R > 0.

Ny — M, =0, M, + Ny =0, F es irrotacional y solenoidal.
2w o
/ F.dr :/ <Rsen(t)> ' < Rsen(t))dt _0
c o \Rcos(t) R cos(t)
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Ejercicios del TP4A

6. Represente graficamente cada uno de los siguientes campos vectoriales
en R? y algunas lineas de flujo en cada uno, si es posible. Ademas,
calcule para cada uno de ellos la componente k del rotacional y la
divergencia. Indique, si es que hay, fuentes o sumideros.

b) F(z,y) = (z,9)
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Ejercicios del TP4A

19. Halle el rotor y la divergencia para los siguientes campos vectoriales de
R3. Indique si son conservativos o no. En caso afirmativo, halle la
funcion potencial. Ademas indique si son solenoidales o no.

b) F=—yi+xj
o) F=y+z,z+z,2+vy)
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Recorrido

@ Teoremas

@ Teorema fundamental de integrales de linea

@ Teorema: los campos conservativos son campos gradientes

@ Teorema: propiedad de lazos en campos conservativos

@ Teorema: criterio de componentes para campos conservativos

@ Campos conservativos: conservacion de la energia
@ Formas diferenciales exactas
@ Teorema de Green en el plano
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Conjuntos abiertos conexos y simplemente conexos

Definicién

Un conjunto D abierto es conexo si todo par de puntos de D se pueden
unir por una curva suave por partes incluida en D.
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Conjuntos abiertos conexos y simplemente conexos

Definicién

Un conjunto D abierto es conexo si todo par de puntos de D se pueden
unir por una curva suave por partes incluida en D.

Definicién

Un conjunto abierto conexo D es simplemente conexo si toda vez que
dos puntos de la regién se unen por curvas suaves por partes incluidas en
D, existe una deformacién continua de una curva a la otra también incluida
en D.

Equivalentemente:

Un conjunto abierto conexo D es simplemente conexo si todo lazo
incluido en D puede contraerse continuamente, siempre dentro de D, a un
punto incluido en D.
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Conjuntos abiertos conexos y simplemente conexos

1) Mapa de Mendoza (conexo, simplemente conexo);

.
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Conjuntos abiertos conexos y simplemente conexos

1) Mapa de Mendoza (conexo, simplemente conexo);
2) Mapa de Argentina (no conexo);

.
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Conjuntos abiertos conexos y simplemente conexos

1) Mapa de Mendoza (conexo, simplemente conexo);
2) Mapa de Argentina (no conexo);
3) Un toroide (rosquita) (conexo, no simplemente conexo)

.
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Conjuntos abiertos conexos y simplemente conexos

1) Mapa de Mendoza (conexo, simplemente conexo);

2) Mapa de Argentina (no conexo);

3) Un toroide (rosquita) (conexo, no simplemente conexo)
4) R? sin un punto (conexo, no simplemente conexo);

.
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Conjuntos abiertos conexos y simplemente conexos

1) Mapa de Mendoza (conexo, simplemente conexo);

2) Mapa de Argentina (no conexo);

3) Un toroide (rosquita) (conexo, no simplemente conexo)
4) R? sin un punto (conexo, no simplemente conexo);

5) R? sin un punto (conexo, simplemente conexo);

.
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Conjuntos abiertos conexos y simplemente conexos

1) Mapa de Mendoza (conexo, simplemente conexo);

2) Mapa de Argentina (no conexo);

3) Un toroide (rosquita) (conexo, no simplemente conexo)
4) R? sin un punto (conexo, no simplemente conexo);

5) R? sin un punto (conexo, simplemente conexo);

6) R? sin una recta (conexo, no simplemente conexo);

.
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Teorema Fundamental de integrales de linea

Teorema (Teorema Fundamental de integrales de linea)

Sea C' una curva suave que une el punto A con el punto B en el plano o en
el espacio. Sea f una funcién diferenciable con un vector gradiente
continuo en una region abierta conexa D que contiene a C'. Entonces

/ Vf-dr = f(B) - f(A).
C

|dea de la demostracidn:
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Teorema Fundamental de integrales de linea

Teorema (Teorema Fundamental de integrales de linea)

Sea C' una curva suave que une el punto A con el punto B en el plano o en
el espacio. Sea f una funcién diferenciable con un vector gradiente
continuo en una region abierta conexa D que contiene a C'. Entonces

/ Vf-dr = f(B) - f(A).
C

Idea de la demostracion:

Sea C' una curva suave, parametrizada por r(t) = (z(t),y(t)), a <t <b,
conr(a) =Ayr(b) =B.

Por la definicién de integral de linea de un campo vectorial aplicada al
campo vectorial V f,

b
/Vf~dr:/ V() - v(t) dt. (1)
C a
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Teorema Fundamental de integrales de linea

Podemos aplicar la regla de la cadena para derivar la funcién compuesta
for, ya que en todos los puntos de C, f es diferenciable y r es derivable
por hipétesis. Asi:

%(f or)(t) = fa(r ()2’ (t) + fu(x())y' () = Vf(x(t) - r'(t)  (2)

y, sustituyendo (2) en (1), queda

b
/Vf~dr:/ Vf(r(t))-r'(t)dt
C a
b d

= / ﬁ('f o I‘) (t) dt (Estudiar la aplicacién del TFC1)

b
= (for)®)| = f(x(d))— f(r(a))
= f(B) = f(A).
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REPASO: Independencia de la trayectoria, campos
conservativos y funciones potenciales

@ Enuncie las definiciones de campo vectorial conservativo y de integral
de linea independiente de la trayectoria en una regién D.

@ ;Todo campo vectorial F tiene una funcién potencial?
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Repaso: independencia de la trayectoria, campos
conservativos y funciones potenciales

Definicién

Sea F un campo vectorial definido en una regién abierta D tal que para
cualesquiera dos puntos A y B de D, la integral de linea fCF -dr alo
largo de una curva suave por partes C' desde A hasta B en D es la misma
sobre todas las trayectorias suaves por partes desde A hasta B. Entonces la
integral [, F - dr es independiente de la trayectoria en D y el campo
vectorial F se llama conservativo en D.

Definicién

Si F es un campo vectorial definido en una regién abierta Dy F =V f
para alguna funcién escalar f en D, entonces f se llama funcién potencial
de F. Si F esta definido en R3, las superficies de nivel de f se llaman
superficies equipotenciales de F; si esta definido en R?, hablamos de curvas
equipotenciales.
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Teorema: los campos conservativos son campos gradientes

Teorema

Sea F = (M, N, P) un campo vectorial cuyas componentes son continuas
en una region conexa abierta D en el espacio. Entonces F es un campo

conservativo si y sélo si F es el gradiente de alguna funcién (potencial)
diferenciable f .

Sin demostracion.
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Teorema: propiedad de lazos en campos conservativos

Teorema

Sea D un conjunto abierto y conexo, y sea F un campo vectorial continuo
en D. El campo vectorial F' es conservativo en D si y sélo si para todo lazo
C' (cerrado y suave a trozos) en D, se tiene: | F -dr = 0.

C
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Teorema: propiedad de lazos en campos conservativos

Teorema

Sea D un conjunto abierto y conexo, y sea F un campo vectorial continuo
en D. El campo vectorial F' es conservativo en D si y sélo si para todo lazo

C' (cerrado y suave a trozos) en D, se tiene: | F -dr = 0.
c

I|dea de la demostracion:

=) Supongamos que F es conservativo en D y que la curva C' es un lazo
en D.
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Teorema: propiedad de lazos en campos conservativos

Teorema

Sea D un conjunto abierto y conexo, y sea F un campo vectorial continuo
en D. El campo vectorial F' es conservativo en D si y sélo si para todo lazo

C' (cerrado y suave a trozos) en D, se tiene: | F -dr = 0.
c

Idea de la demostracién:
=) Supongamos que F es conservativo en D y que la curva C' es un lazo
en D. Sean Ay B dos puntos distintos pertenecientes a la curva C.
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Teorema: propiedad de lazos en campos conservativos

Teorema

Sea D un conjunto abierto y conexo, y sea F un campo vectorial continuo
en D. El campo vectorial F' es conservativo en D si y sélo si para todo lazo

C' (cerrado y suave a trozos) en D, se tiene: | F -dr = 0.
c

Idea de la demostracién:
=) Supongamos que F es conservativo en D y que la curva C' es un lazo
en D. Sean Ay B dos puntos distintos pertenecientes a la curva C.
Llamemos C a la porcién de la curva que va desde A hasta B recorriendo
el mismo sentido que lo hacia C' y llamemos Cs a la otra porcién.

B B
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Teorema: propiedad de lazos en campos conservativos

Teorema

Sea D un conjunto abierto y conexo, y sea F un campo vectorial continuo
en D. El campo vectorial F' es conservativo en D si y sélo si para todo lazo

C' (cerrado y suave a trozos) en D, se tiene: | F -dr = 0.
c

Idea de la demostracién:
=) Supongamos que F es conservativo en D y que la curva C' es un lazo
en D. Sean Ay B dos puntos distintos pertenecientes a la curva C.
Llamemos C a la porcién de la curva que va desde A hasta B recorriendo
el mismo sentido que lo hacia C' y llamemos Cs a la otra porcién.

B

Entonces C; y C5 van desde A hasta B.
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Teorema: propiedad de lazos en campos conservativos

Teorema

Sea D un conjunto abierto y conexo, y sea F un campo vectorial continuo
en D. El campo vectorial F' es conservativo en D si y sélo si para todo lazo

C' (cerrado y suave a trozos) en D, se tiene: | F -dr = 0.
c

Idea de la demostracién:
=) Supongamos que F es conservativo en D y que la curva C' es un lazo
en D. Sean Ay B dos puntos distintos pertenecientes a la curva C.
Llamemos C a la porcién de la curva que va desde A hasta B recorriendo
el mismo sentido que lo hacia C' y llamemos Cs a la otra porcién.

B

Entonces C; y C; van desde A hasta B. Por
hipétesis [, F-dr= [~ F-dry
2
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Teorema: propiedad de lazos en campos conservativos

Teorema

Sea D un conjunto abierto y conexo, y sea F un campo vectorial continuo
en D. El campo vectorial F' es conservativo en D si y sélo si para todo lazo

C' (cerrado y suave a trozos) en D, se tiene: | F -dr = 0.
c

Idea de la demostracién:
=) Supongamos que F es conservativo en D y que la curva C' es un lazo
en D. Sean Ay B dos puntos distintos pertenecientes a la curva C.
Llamemos C a la porcién de la curva que va desde A hasta B recorriendo
el mismo sentido que lo hacia C' y llamemos Cs a la otra porcién.

B B

Entonces C; y C; van desde A hasta B. Por
hipétesis [, F-dr= [~ F-dry
2

f JoF-dr= [ F-dr+ [, F-dr
. i :fch-dr—fCZ_F-dr:O.
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Teorema: propiedad de lazos en campos conservativos

Teorema

Sea D un conjunto abierto y conexo, y sea F un campo vectorial continuo
en D. El campo vectorial F' es conservativo en D si y sélo si para todo lazo
C' (cerrado y suave a trozos) en D, se tiene: | F -dr = 0.

@

<) Supongamos que fCF -dr = 0 para todo lazo C en D.
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Teorema: propiedad de lazos en campos conservativos

Teorema

Sea D un conjunto abierto y conexo, y sea F un campo vectorial continuo
en D. El campo vectorial F' es conservativo en D si y sélo si para todo lazo

C' (cerrado y suave a trozos) en D, se tiene: | F -dr = 0.
c

<) Supongamos que fCF ~dr = 0 para todo lazo C en D. Sean Ay B
dos puntos cualesquiera de D y sean C7 y C5 dos curvas desde A hasta B.
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Teorema: propiedad de lazos en campos conservativos

Teorema

Sea D un conjunto abierto y conexo, y sea F un campo vectorial continuo
en D. El campo vectorial F' es conservativo en D si y sélo si para todo lazo

C' (cerrado y suave a trozos) en D, se tiene: | F -dr = 0.
c

<) Supongamos que fCF ~dr = 0 para todo lazo C en D. Sean Ay B
dos puntos cualesquiera de D y sean C7 y C5 dos curvas desde A hasta B.
Llamemos C'3 al lazo que se obtiene al tomar C seguida de C .

B B
-C,
G y
-
C G
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Teorema: propiedad de lazos en campos conservativos

Teorema

Sea D un conjunto abierto y conexo, y sea F un campo vectorial continuo
en D. El campo vectorial F' es conservativo en D si y sélo si para todo lazo

C' (cerrado y suave a trozos) en D, se tiene: | F -dr = 0.
c

<) Supongamos que fCF ~dr = 0 para todo lazo C en D. Sean Ay B
dos puntos cualesquiera de D y sean C7 y C5 dos curvas desde A hasta B.
Llamemos C'3 al lazo que se obtiene al tomar C seguida de C .

Por hipétesis

(b¢0 ? OZICSF'dr
C G
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Teorema: propiedad de lazos en campos conservativos

Teorema

Sea D un conjunto abierto y conexo, y sea F un campo vectorial continuo
en D. El campo vectorial F' es conservativo en D si y sélo si para todo lazo

C' (cerrado y suave a trozos) en D, se tiene: | F -dr = 0.
c

<) Supongamos que fCF ~dr = 0 para todo lazo C en D. Sean Ay B
dos puntos cualesquiera de D y sean C7 y C5 dos curvas desde A hasta B.
Llamemos C'3 al lazo que se obtiene al tomar C seguida de C .

Por hipétesis

(¢ ? 0=Jo, Fdr=fp, Frdr+ [, Fodr
C h G

AMII Unidad 4A 2026 71 / 103



Teorema: propiedad de lazos en campos conservativos

Teorema

Sea D un conjunto abierto y conexo, y sea F un campo vectorial continuo
en D. El campo vectorial F' es conservativo en D si y sélo si para todo lazo

C' (cerrado y suave a trozos) en D, se tiene: | F -dr = 0.
c

<) Supongamos que fCF ~dr = 0 para todo lazo C en D. Sean Ay B
dos puntos cualesquiera de D y sean C7 y C5 dos curvas desde A hasta B.
Llamemos C'3 al lazo que se obtiene al tomar C seguida de C .

Por hipétesis

(f f 0=Jo, Fdr=fp, Frdr+ [, Fodr
- Asi
C G

Jo, F-dr = [, F-dr. Hemos probado

1 2

que la integral de linea es independiente de
la trayectoria en D.
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Teorema: criterio de componentes para campos
conservativos

Teorema

Sea F = (M, N, P) un campo vectorial definido en un dominio abierto
conexo D, cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales de
primer orden continuas. Entonces:

@ Si F es conservativo en D, entonces rotF = 0.

@ Si D es simplemente conexo y rotF = 0 en D, entonces F' es
conservativo en D.

Demostracion:

@ Supongamos que F es conservativo y probemos que rot F = 0.
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Teorema: criterio de componentes para campos
conservativos

Teorema

Sea F = (M, N, P) un campo vectorial definido en un dominio abierto
conexo D, cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales de
primer orden continuas. Entonces:

@ Si F es conservativo en D, entonces rotF = 0.

@ Si D es simplemente conexo y rotF = 0 en D, entonces F' es
conservativo en D.

Demostracion:

@ Supongamos que F es conservativo y probemos que rot F = 0.
Idea: existe f tal que F = V.
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Teorema: criterio de componentes para campos
conservativos

Teorema

Sea F = (M, N, P) un campo vectorial definido en un dominio abierto
conexo D, cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales de

primer orden continuas. Entonces:
© Si F es conservativo en D, entonces rotF = 0.

@ Si D es simplemente conexo y rotF = 0 en D, entonces F' es
conservativo en D.

Demostracion:

@ Supongamos que F es conservativo y probemos que rot F = 0.

Idea: existe f tal que F = V f. Entonces
rot F =rot(Vf) =
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Teorema: criterio de componentes para campos
conservativos

Teorema

Sea F = (M, N, P) un campo vectorial definido en un dominio abierto
conexo D, cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales de

primer orden continuas. Entonces:
© Si F es conservativo en D, entonces rotF = 0.

@ Si D es simplemente conexo y rotF = 0 en D, entonces F' es
conservativo en D.

Demostracion:

@ Supongamos que F es conservativo y probemos que rot F = 0.

Idea: existe f tal que F = V f. Entonces

rotF = I'Ot(Vf) :(fzy - fymfa:z - fzwvfyw - fry)
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Teorema: criterio de componentes para campos
conservativos

Teorema

Sea F = (M, N, P) un campo vectorial definido en un dominio abierto
conexo D, cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales de

primer orden continuas. Entonces:
© Si F es conservativo en D, entonces rotF = 0.

@ Si D es simplemente conexo y rotF = 0 en D, entonces F' es
conservativo en D.

Demostracion:

@ Supongamos que F es conservativo y probemos que rot F = 0.

Idea: existe f tal que F = V f. Entonces
rot F = I'Ot(Vf) :(fzy - fyZ7fCEZ - fzxafyw - fry): (07070)
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Teorema: criterio de componentes para campos
conservativos

Teorema

Sea F = (M, N, P) un campo vectorial definido en un dominio abierto

conexo D, cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales de
primer orden continuas. Entonces:

@ Si F es conservativo en D, entonces rotF = 0.

@ Si D es simplemente conexo y rotF = 0 en D, entonces F' es
conservativo en D.

Demostracion:

@ Supongamos que F es conservativo y probemos que rot F = 0.
Idea: existe f tal que F = V f. Entonces
rot F = I"Ot(Vf) :(fzy - fyzy f:cz - fzaca fysc - fccy): (07 07 0)-
@ Se probara después de haber probado el Teorema de Stokes.
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Hallar la funcién potencial de un campo conservativo

Sea F(z,y,2) = (z +y,z,0).
a) Determine si F es o no conservativo (;dénde?)

b) En caso afirmativo, halle una funcién potencial de F, f. Si no, explique
por qué.

a) rotF = (0,0,0) y D(F) = R3, luego F es conservativo en R3.
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Hallar la funcién potencial de un campo conservativo OJO!!!

F(z,y,2) = (x + y,x,0); halle una funcién potencial de F, f.

Se busca f tal que (z +y,2,0) = (fa, fy, f2).

2

flz,y,2) = /(a: +y)dr = % + a2y +g(y,z), donde g(y.z) es la constante

o 2
B = o> 2 (D oyt g(n9) =0 ot 2) o
= 9y(y,2) = 0= g(y,2) = h(2)
2
f(e,y,2) = 5 +ay+h(z)

fo(z,y,2) =0=h'(2) = 0= h(z) = cte.
2

f(a:,y,z):%—i-:vy—i—a
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Recorrido

@ Teoremas

@ Campos conservativos: conservacion de la energia
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Principio del trabajo y la energia

Si F representa un campo de fuerzas y una particula de masa m se
mueve a lo largo de una curva suave C' incluida en el dominio de F,
ocupando la posicién r(t), durante un intervalo de tiempo a <t <'b,
entonces el trabajo realizado por F en ese intervalo es

r(b) b
W = /r(a) F.dr= /a F(r(t)) - r'(t) dt. (3)

Segun la segunda Ley de Newton, F(r(t)) = mr”(¢) con lo cual

m d m d

=2 L)), o)
Sustituyendo (4) en (3),

bm d

=13 5 (I @) dt = ' (¢ )|| > o - 1 @]?) -

Recordando que la energia cinética de la partlcula esta definida por

%m v2(t), hemos probado que el trabajo realizado por F durante un

intervalo de tiempo es la variacion de la energia cinética en ese intervalo.
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Principio de conservacion de la energia mecanica

Sea F un campo de fuerzas continuo con un potencial f en un conjunto
conexo abierto D. El T.F. de integrales de linea dice que el trabajo
realizado para mover una particula desde A hasta (x,y, z) a lo largo de una
curva suave por partes en D es f(z,y,z) — f(A); antes probamos que el
trabajo es la variacién de la energia cinética de la particula,

k(x,y,z) — k(A). Luego

k(xvyaz) - k(A) = f(x,y,z) - f(A),

k(xvyaz)_f(xv%z) :k(A)_f(A) (5)
Llamamos energia potencial de la particula a —f(z, y, 2).
Si A se mantiene fijoy (z,y, z) varia en D, (5) dice que
k(z,y,z)+ (—f(z,y,2)) = cte.

Principio de conservacién de la energd mecanica

Si un campo de fuerzas es un gradiente, la suma de las energias cinética y
potencial de una particula que se desplaza en dicho campo es constante.

— = = = vyt
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@ Integrales de linea de campos escalares

© Campos vectoriales

© Integrales de linea de campos vectoriales
@ Definicién y calculo de integrales de linea de campos vectoriales
@ Interpretacion: trabajo y flujo

@ Independencia de la trayectoria, campos conservativos y funciones
potenciales

© Rotacional y divergencia de campos vectoriales
@ Teoremas

@ Teorema fundamental de integrales de linea

@ Teorema: los campos conservativos son campos gradientes

@ Teorema: propiedad de lazos en campos conservativos

@ Teorema: criterio de componentes para campos conservativos
@ Campos conservativos: conservacion de la energia
@ Formas diferenciales exactas

@ Teorema de Green en el plano
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Formas diferenciales exactas

Definicion
Cualquier expresion M (z,y, z)dx + N(z,y, z)dy + P(z,y, z)dz es una

forma diferencial. Una forma diferencial es exacta en un dominio D en el
espacio si

of of ;. . 9f
Md:n—{—Ndy—l—sz-ad +8 8d z=df

para alguna funcién escalar f en D.

of of ,
/Mclzlc—I—Ndy—l—sz—/a dz —I—afd +87

/ Vf-dr (Vf es conservativo)

(A)  (T.Fundamental de int. de linea.)
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Formas diferenciales exactas

Teorema (Criterio para determinar si una forma diferencial es exacta)

Sea D un conjunto abierto, conexo y simplemente conexo.

La forma diferencial M (z,y, z)dxz + N(x,y, z)dy + P(x,y, z)dz es exacta
en D si y solo siV x F = 0 para el campo vectorial F = (M, N, P), es
decir, si F' es conservativo en D.
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@ Integrales de linea de campos escalares

© Campos vectoriales

© Integrales de linea de campos vectoriales
@ Definicién y calculo de integrales de linea de campos vectoriales
@ Interpretacion: trabajo y flujo

@ Independencia de la trayectoria, campos conservativos y funciones
potenciales

© Rotacional y divergencia de campos vectoriales
@ Teoremas

@ Teorema fundamental de integrales de linea

@ Teorema: los campos conservativos son campos gradientes

@ Teorema: propiedad de lazos en campos conservativos

@ Teorema: criterio de componentes para campos conservativos
@ Campos conservativos: conservacion de la energia
@ Formas diferenciales exactas
@ Teorema de Green en el plano
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Componente k del rotacional

(x,y +Ay) (x + A,\:. ¥+ Ay)
Fe(-i)<0
Arriba: Flx,y + Ay) (i) Ax = —M(x,y + Ay)Ax
Yo <0 R o Abajo: Flx,y)-1Ax = M(x, y)Ax
' Derecha: F(x + Ax,p)+j Ay = N(x + Ax, y)Ay
Fix ) F-j=0 [zquierda: F(x,y)-(=j) Ay = =N(x, y)Ay.
Feiz0 17
(x, %) (x + Ax, ¥)
! Ax !
. . M
Arriba y abajo: —(M(x,y + Ay) — M(x,y))Ax = —| —— Ay )Ax
S ; , aN
Derecha e izquierda:  (N(x + Ax,y) — N(x, y))Ay = o Ax JAy.
[

La densidad de circulacién de un campo vectorial F = (M, N) en el punto

(x,y) es el componente k del rot F: (rot F) - k:
ON OM

oxr Oy
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Componente k del rotacional

(a) Expansion o compresion uniforme: F(x,y) = exi + cvj (b) Rotacién uniforme: F(x,y) = —cyi + cxj

(a) Expansion uniforme: (rot F)-k = %(z’y) - %(cx} =0. (b) Rotacién: (rotF) -k = %((‘x) - %(—c)*) = 2c.
9 ay i ay

(¢) Flujo cortante: F(x,y) = yi x

(d) Efecto remolino: F(x, y) = —— it
- Xty Xty
(¢) Corte: (rot F)-k = 7i v =-1 (d) Remolino:

a

(i) B () R ER
w\2+ 2 w\Z+2) @+ @A
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Regiones simples

Una region plana R es de tipo 1 cuando se puede describir de la siguiente
manera:
R = {(:1:7y) € R2 ra<x< bagl(x) < Yy < gg($)}7

para funciones continuas g; y g2 definidas en [a, b]. La figura muestra
ejemplos de regiones tipo 1.

Figura: Regiones de tipo 1.

Y =g-(x) y
/ y=g,(x)
R

[ |

| : |

/ | Yy =g(x) |

y=g,(x) I :

0 [.‘T :;7 X 0 a b X
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Regiones simples

Una region R es de tipo 2 cuando se puede describir como
R={(z,y) eER*: c <y <d,(y) <z <hay)},

para funciones continuas h; y hs definidas en [c,d]. La figura muestra
ejemplos de regiones de tipo 2.

Figura: Regiones de tipo 2.

ya

d _____
x=nh(y) R x=hy(y)
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Regiones simples

Una region que es a la vez de tipo 1 y de tipo 2 se llama regién simple. La
figura muestra ejemplos de regiones simples.

Figura: Regiones simples

y ¥ y

0 a bx 0 a b ) a b X
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Enunciado del Teorema de Green

Teorema (Forma tangencial del Teorema de Green)

Sea C una curva suave por partes, cerrada, simple y positivamente
orientada, que encierra una regién D en el plano. Sea F = (M, N) un
campo vectorial tal que M y N tienen derivadas parciales de primer orden
continuas en una region abierta que contiene a D. Entonces la circulacién
en sentido antihorario de F alrededor de C' es:

7§F Tds_// @];7—‘9]”) dz dy. (6)

DEMOSTRAR
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Demostracion de un caso particular

Se prueba el caso especial en que la regién D encerrada por la curva C es
simple (debe completarla el estudiante).
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Demostracion de un caso particular

Se prueba el caso especial en que la regién D encerrada por la curva C es
simple (debe completarla el estudiante).

Dado que ¢, F - Tds = ¢, Mdx + Ndy, basta probar:

JRIERT // 7
| NGy = [ G eia Q
D
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Demostracion de un caso particular

Se prueba el caso especial en que la regién D encerrada por la curva C es

simple (debe completarla el estudiante).
Dado que ¢, F - Tds = ¢, Mdx + Ndy, basta probar:

/ M(z,y)d //
/CN(%y)dyz//?Z(ﬂc,y)dA

El lado derecho de la ecuacién (7) puede escribirse como:

M 92(z) M
//6< / / 8 (z,y) dy dx
dy g1(z
D

- / M (2, g5(x)) — M (2, 1 (2))] .
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Demostracion de un caso particular

Para escribir el lado izquierdo de la ecuacién (7), sabiendo que D es de
tipo 1, se descompone la curva C' en cuatro curvas C1, Co, C3y Cy
(podria ocurrir que alguna de estas curvas solo fuera un punto):

.‘.‘

d

Ca

/CM(x,y)dx =

M(x,y)dx + M(x,y)dx + M(x,y)dx + M(x,y)dx.
C1 Ca Cs Cy

(10)
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Demostracion de un caso particular

Parametrizamos las curvas intervinientes (trabajamos con C5 y C):

Cy:
Cy:

3 -

4 -

ri(t) = (t,91(t), (a <t <b)
ra(t) = (b,1), (c1 <t < dy)
r3(t) = (¢, 92(t)), (a <t <D)
ry(t) = (a,t), (co <t <ds)
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Demostracion de un caso particular

Aplicando la definicién de integral de linea con respecto a = en (10),
tenemos

fC (z,y)dx =
Je, M(z,y)dz + [, M(z,y)dz — fc; M(z,y)dx — fc4_ M (z,y)dx
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Demostracion de un caso particular

Aplicando la definicién de integral de linea con respecto a = en (10),
tenemos

fC (z,y)dx =
Je, M(z,y)dz + [, M(z,y)dz — fc_ (x,y)dx — fc4_ M (z,y)dx
= [P M(t, g1 (£)) 1dt + fil M(b,t)0dt — [ M(t, go(t)) dt — [ M(a,t) 0

= [, M(t,g1(8) dt = [} M(t, g2(t)) d
—f M(x,q1(x) d:nff M (x gg(ac))
= [} [M (z,g1(x)) — M (x, ga(2))] dv

(11)
Las igualdades (9) y (11) prueban (7).
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Demostracion de un caso particular

Aplicando la definicién de integral de linea con respecto a = en (10),
tenemos

fC (z,y)dx =

Je, M(z,y)dz + [, M(z,y)dz — fc_ (x,y)dx — fc4_ M (z,y)dx

= [P M(t, g1 (£)) 1dt + fil M(b,t)0dt — [ M(t, go(t)) dt — [ M(a,t) 0

= [P M(t,q1(t)) dt — [° M(t,g2(t)) d
_f ngl( Ydz — [7 M( ,gz(w))
= [P[M (z,91(x)) — M (2, g2())] dz

(11)
Las igualdades (9) y (11) prueban (7).
La ecuacién (8) se puede probar analogamente, expresando D como una
regién de tipo 2:

D={(z,y)|c<y<d, hi(y) <y <ha(y)}

donde hy y ho son funciones continuas. Se deja los detalles al estudiante.
De esta manera queda probado el Teorema.
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Teorema de Green-otras regiones

Dada una regién que se puede descomponer en la unién disjunta de
regiones simples, se puede aplicar el Teorema de Green a cada una de las
regiones simples y luego sumar. Sin embargo en las “uniones” estaremos
sumando dos integrales de linea en direcciones contrarias y la suma sera
nula. Véase la imagen presentada a continuacién.

AMII Unidad 4A 2026 92 / 103



Teorema de Green-otras regiones

Para regiones mas generales, la idea es la misma, como muestra la figura
siguiente.
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Teorema de Green-otras regiones

®
CD

Preste especial atencién a la region de la derecha de la figura, que no es
simplemente conexa. Esto implica que tiene una curva frontera “dentro”.

i Qué significa en este caso “positivamente orientada”? Se da a las curvas
una orientacion tal que la regién R esta siempre del lado izquierdo cuando
las curvas son recorridas en las direcciones que se indican. Eso significa, en
casos como este, que las curvas en la frontera estan positivamente
orientadas. Con esta convencién, el teorema de Green es valido para
regiones que no son simplemente conexas.
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Teorema de Green-otras regiones

Finalmente hay que observar que, asi como enunciamos el teorema de
Green para el plano zy, también se aplica para cualquier regién plana R
contenida en algan plano en el espacio, limitada por una curva C.
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Teorema de Green-forma normal

Teorema

Sea C una curva suave por partes, cerrada, simple y positivamente
orientada, que encierra una region D en el plano. Sea F = (M, N) un
campo vectorial tal que M y N tienen derivadas parciales de primer orden
continuas en una region abierta que contiene a D. Entonces, el flujo de F a
través hacia fuera de C es igual a la doble integral de la divergencia de F
sobre la regién D encerrada por C':

§I§F nds—// (8M 6N)dxdy
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Teorema de Green-forma normal

Teorema

Sea C una curva suave por partes, cerrada, simple y positivamente
orientada, que encierra una region D en el plano. Sea F = (M, N) un
campo vectorial tal que M y N tienen derivadas parciales de primer orden
continuas en una region abierta que contiene a D. Entonces, el flujo de F a
través hacia fuera de C es igual a la doble integral de la divergencia de F
sobre la regién D encerrada por C':

§I§F nds—// (8M 6N>dxdy

Demostracién: Vamos a probar que, si es cierta la forma tangencial del
teorema, también vale la forma normal del mismo.

%F'ndSZyg(—N,M)'Tds.
c c
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Teorema de Green-forma normal

¢F~nds:§£(—N,M)-Tds.
C C

Esta altima es la integral de linea de la componente tangencial del campo
vectorial, G = (=N, M), cuyas componentes tienen todas las propiedades
necesarias para aplicar el Teorema de Green en su forma tangencial.
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Teorema de Green-forma normal

¢F~nds:§£(—N,M)-Tds.
C C

Esta altima es la integral de linea de la componente tangencial del campo
vectorial, G = (=N, M), cuyas componentes tienen todas las propiedades
necesarias para aplicar el Teorema de Green en su forma tangencial. Luego,
segln la forma tangencial del Teorema de Green aplicada al campo
vectorial G,

y%G~Tds://D(Mm—(—Ny))dA://D(Mw—i—Ny)dA,

y asi, hemos probado que

y%F-nds://D(Mx—kNy)dA.
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Aplicacién

Se desea hallar el area de la region encerrada dentro del lazo que forma la
curva dada por

r(t) = (=)t + 1)t —2),t{t +1)(t —2)) = (— 12+t + 2,13 — 12 — 2t),
t € R, cuyo grafico se incluye a continuacién.

})
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Aplicacién del Teorema de Green al calculo de areas

El area de una region plana se puede calcular mediante la férmula
A= [[1dA.
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Aplicacién del Teorema de Green al calculo de areas

El area de una region plana se puede calcular mediante la férmula

A= [[1dA.
Si una curva cerrada simple positivamente orientada en el plano, C, y la
region R que encierra satisfacen las hipétesis del teorema de Green, el area

de R,
A:// 1dA,
R
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Aplicacién del Teorema de Green al calculo de areas

El area de una region plana se puede calcular mediante la férmula

A= ffp1dd. N |

Si una curva cerrada simple positivamente orientada en el plano, C, y la
region R que encierra satisfacen las hipétesis del teorema de Green, el area

de R,
A:// 1dA,
R

en virtud del Teorema de Green, se puede igualar a la integral de linea de
un campo vectorial F = (M, N) (cuyas componentes deben tener
derivadas parciales de primer orden continuas en una regién abierta que
contenga a R), siempre que N, — M, = 1.
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Aplicacién del Teorema de Green al calculo de areas

El area de una region plana se puede calcular mediante la férmula

A= ffp1dd. N |

Si una curva cerrada simple positivamente orientada en el plano, C, y la
region R que encierra satisfacen las hipétesis del teorema de Green, el area

de R,
A:// 1dA,
R

en virtud del Teorema de Green, se puede igualar a la integral de linea de
un campo vectorial F = (M, N) (cuyas componentes deben tener
derivadas parciales de primer orden continuas en una regién abierta que
contenga a R), siempre que N, — M, = 1. Por ejemplo si tomamos
F(x,y) = (=%, %) se satisface esa condicién. La condicion N, — M, =1
también se cumple si tomamos F(z,y) = (0,z) o F(z,y) = (—y,0). Hay
mas campos vectoriales F = (M, N) que cumplen N, — M, = 1:
cualquiera de ellos nos llevara al resultado correcto, en tanto se satisfagan
las hipotesis del teorema de Green.
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Aplicacién del Teorema de Green al calculo de areas

Asi, por ejemplo, dado que por el Teorema de Green tenemos

}éF Tds-%Md:c+Ndy—// <8N—W>dxdy,

si se toma

M(z,y) := —g, N(z,y) =

5 )

y x
y F(.’E,y) = (_57 5

|8

entonces el area de la region R encerrada por la curva C es

A—//ldA—//(Nx—My)da;dy—§§F~dr—§£Mda:—i—Ndy
R R C C
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Aplicacién del Teorema de Green al calculo de areas

Asi, por ejemplo, dado que por el Teorema de Green tenemos

}éF Tds-%Md:c+Ndy—// <8N—W>dxdy,

si se toma

M(z,y) := —g, N(z,y) =

5 )

y x
y F(.’E,y) = (_57 5

|8

entonces el area de la region R encerrada por la curva C es

A—//ldA—//(Nx—My)da;dy—§§F~dr—§£Mda:—i—Ndy
R R C C

1
A= 56 —ydx + xdy.
2 Jc
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Aplicacién del Teorema de Green al calculo de areas

Se desea hallar el area de la region encerrada dentro del lazo que forma la
curva dada por

r(t) = (=)t + 1)t —2),t{t +1)(t —2)) = (— 12+t + 2,13 — 12 — 2t),
t € R, cuyo grafico se incluye a continuacién.

v

[¥]
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Aplicacién del Teorema de Green al calculo de areas

Se desea hallar el area de la region encerrada dentro del lazo que forma la
curva dada por

r(t) = (=)t + 1)t —2),t{t +1)(t —2)) = (— 12+t + 2,13 — 12 — 2t),
t € R, cuyo grafico se incluye a continuacién.

@ Hallar el intervalo para el lazo:

v

r(—1)=r(2) =(0,0)

[¥]
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Aplicacién del Teorema de Green al calculo de areas

Se desea hallar el area de la region encerrada dentro del lazo que forma la
curva dada por

r(t) = (=)t + 1)t —2),t{t +1)(t —2)) = (— 12+t + 2,13 — 12 — 2t),
t € R, cuyo grafico se incluye a continuacién.

@ Hallar el intervalo para el lazo:

v

r(—1)=r(2) =(0,0)

[¥]

@ Plantear y resolver:

Vanss //RdA://R(NxMy)dA:ych-dr
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Aplicacién del Teorema de Green al calculo de areas

Se desea hallar el area de la region encerrada dentro del lazo que forma la
curva dada por

r(t) = (=)t + 1)t —2),t{t +1)(t —2)) = (— 12+t + 2,13 — 12 — 2t),
t € R, cuyo grafico se incluye a continuacién.

@ Hallar el intervalo para el lazo:

r(—1)=r(2) =(0,0)

v

[¥]

@ Plantear y resolver:

2 // dA://(NxMy)dA:ygF-dr
/ R R c
3 2 _
4= / ( t°+t +2t>.< 2t +1 )dt:4705
3t2 — 2t — 2
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Aplicacién del Teorema de Green al calculo de areas
Ejemplo para casa:

Determinar el area de la region encerrada por el arco de la cicloide dado
por r(t) = (t —sent,1 —cost), 0 <t <27,y el eje x.
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Aplicacién del Teorema de Green al calculo de areas

Ejemplo para casa:
Determinar el area de la region encerrada por el arco de la cicloide dado
por r(t) = (t —sent,1 —cost), 0 <t < 2m, y el gje x.

01\\ G 27 X
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Aplicacién del Teorema de Green al calculo de areas

Ejemplo para casa:
Determinar el area de la region encerrada por el arco de la cicloide dado

por r(t) = (t —sent,1 —cost), 0 <t <27,y el eje x.

—_—

ol > G 27 X
t=0

Parametrizamos la curva C que es la porcion del eje = entre 0 y 27:

s(t) = (t,0), 0 <t < 2. Y llamamos C5 a la curva parametrizada por r
que recorre el arco de cicloide de izquierda a derecha; vemos que para
cerrar una curva simple necesitamos recorrer este arco en sentido contrario
y llamamos a la curva recorrida de derecha a izquierda C .
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Aplicacién del Teorema de Green al calculo de areas

Az//dAz&éF-dr:/ F-dr+/ F-dr:/ F-dr—/ F-dr
R c o) cy Cy Cy

27 2
:/ F(s(t))-s’(t)dt—/ F(x(t)) - ' (t)dt.
0 0
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Aplicacién del Teorema de Green al calculo de areas

Az//dAz&éF-dr:/ F-dr+/ F-dr:/ F-dr—/ F-dr
R c o) cy Cy Cy

27 2
:/ F(s(t))-s’(t)dt—/ F(x(t)) - ' (t)dt.
0 0

Eligiendo el campo vectorial F(z,y) = (0, x) y resolviendo las integrales
que se van presentando, tenemos:

2w 2w
A= / (0,t) - (1,0)dt — / (0,t —sent) - (1 — cost,sent)dt
0 0

2
=0- / (tsent — sen®t)dt
0

2w 2m
1- 2t
=— (—tcost|(2)7r +/ cos tdt —/ (;Osdt> = 3.
0 0
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Aplicacién del Teorema de Green al calculo de areas

Az//dAz&éF-dr:/ F-dr+/ F-dr:/ F-dr—/ F-dr
R c o) cy Cy Cy

27 2
:/ F(s(t))-s’(t)dt—/ F(x(t)) - ' (t)dt.
0 0

Eligiendo el campo vectorial F(z,y) = (0, x) y resolviendo las integrales
que se van presentando, tenemos:

2w 2w
A= / (0,t) - (1,0)dt — / (0,t —sent) - (1 — cost,sent)dt
0 0
2
=0- / (tsent — sen®t)dt
0

2w 2m
1- 2t
=— (—tcost|(2)7r +/ cos tdt —/ (;Osdt> = 3.
0 0

Luego el area buscada es A = 37 unidades de area.
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