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Trabajo Practico N°4 - PARTE B: Integrales de Superficie

Consideraciones Generales: Seleccion de ejercicios de temas de la Unidad 4, Campos vectoriales,
integrales de linea e integrales de superficie. Parte B: Superficies y areas; Teorema de Stokes y Teorema
de la divergencia de Gauss. Muchos ejercicios de este trabajo practico han sido tomados del libro “Calculo
de varias variables” de Thomas, décimosegunda ediciéon, Ed. Pearson.

Algunos de estos ejercicios deben ser resueltos por los estudiantes en clase con los Jefes de Trabajos
Practicos y los restantes, fuera de clase. Para ello, los ejercicios se dividen en ejercicios obligatorios (o),
que se resolveran en clase; recomendados no obligatorios (r), que seran resueltos por los estudiantes fuera
de clase y opcionales (*), que cada estudiante puede elegir si lo resuelve o no. Pueden resolverse de
manera individual o grupal. No seran solicitados por los docentes.

Objetivos: al finalizar la unidad, el estudiante sera capaz de:

Analizar y representar superficies en el espacio utilizando diferentes sistemas de parametrizacion
vectorial, identificando sus curvas reticulares.

Determinar ecuaciones para planos tangentes y rectas normales a una superficie dada, vinculando
estos conceptos geométricos con el cilculo diferencial multivariable.

Calcular areas de superficies suaves en el espacio —dadas explicita o implicitamente— aplicando
integrales de superficie apropiadas.

Evaluar integrales de superficie de campos escalares para modelar y calcular propiedades fisicas
de capas delgadas, tales como su masa total, coordenadas del centro de masa, centroides y valores
medios de una funcion sobre la superficie.

Calcular integrales de superficie de campos vectoriales para determinar el flujo a través de superficies
orientadas, interpretando fisicamente el significado del signo y la magnitud del flujo neto obtenido.

Aplicar el Teorema de Stokes para transformar el calculo de la circulacién de un campo vectorial a
lo largo de una curva cerrada en una integral de superficie del flujo de su rotacional, comprendiendo
las condiciones sobre la orientaciéon de las superficies y curvas involucradas.

Aplicar el Teorema de la Divergencia de Gauss para simplificar el calculo del flujo saliente de
un campo vectorial a través de superficies cerradas, interpretando analiticamente el concepto de
divergencia y la existencia de fuentes o sumideros en solidos del espacio.

Comunicar con solvencia técnica y lenguaje mateméatico preciso la resolucién de problemas de
ingenieria, tanto de forma escrita (LaTeX) como oral.

Calculo del area de una superficie, A(S) = // do, en distintas representaciones
S

Explicita: z = f(z,y) Implicita: ¢(z,y,2) =0 | Parametrizada: r(u,v)

A(S) R// VERP+ (f)+ 1 dsdy /J el aa J] s sl duae

Ry

Ty

1.

Parametrizacion de superficies, areas y planos tangentes

1. Ejercicios tomados de Geometria Analitica: repaso.

Dadas las siguientes representaciones vectoriales paramétricas de superficies, identifique para cada caso

de qué superficie cuadrica se trata, a partir de la eliminacién de los pardmetros que las describen.

a) (o) r(B,t) = (2tch 3,8t sh 3,t?). Es decir:

x=2tchp
y=8tshp t>0;6€R.
z =12
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b) (r) r(a, B) = (5cosasen f,2senasen 3,9 cos ). Es decir:

x = 5cosasenf
y = 2senasen 3 a € 10,27, B €[0,n].
z=9cospf

c¢) (r) r(a,t) = (4tcosa, Ttsen a, t?). Es decir:

r =4tcosa
y = Ttsena t>0;a € [0,2n].
z=t?

2. Determine una parametrizacion para la superficie. (Hay méas de una manera correcta de hacerlo.)

Porcién del paraboloide z = 22 + 2 tal que z < 4.

a) (o)

b) (r) Porcién del paraboloide z = 9 — 2% — y? tal que z > 0.

¢) (r) Cono truncado: parte del cono z = ¥ x22+y2 entre los planos z =0y z = 3.

d) (r) Region esférica: parte de la esfera 2 + y? + 22 = 3, entre los planos z = ? y z= _T\/g

e) (r) Region esférica: parte “inferior” de la esfera x2 + 42 + 22 = 9 cortada por z = +/x2 + y2.

f) (r) Banda cilindrica circular: porcién del cilindro y? + 22 = 9 entre los planos z =0y x = 3.

g) (o) Plano inclinado dentro de un cilindro: porcién del plano z+y+z = 1 dentro del cilindro z2+y? = 9.
h) (r) Plano inclinado dentro de un cilindro: porcion del plano x+y+2z = 1 dentro del cilindro y?+2% = 9.

3. (*) Dé una parametrizacion para la superficie que es la parte del cilindro de ecuacién z2 + y? = R? que
se encuentra entre el plano z = 0 y la curva cerrada C' que esta en el el semiespacio z > 0, dada por
r(t) = (Rcost, Rsent,c(t)), 0 <t < 2w, donde ¢(t) es una funciéon derivable en [0, 27].

4. Calcule el area de la superficie dada por:

a) (o) la porcién del plano y + 2z = 2 dentro del cilindro 22 + 2% = 1
b) (r) La porcion de cono z = 2+/x2 + y2, entre los planos z =2y z = 6.
¢) (r) La porcion de paraboloide: z = 2 — 22 — 2, cortado por el cono z = \/z2 + y2.
d) (o) La porcion inferior de la esfera 22 + y2 + 22 = 9, cortada por el cono z = \/W

5. (r)
a) Los puntos de la parte del paraboloide de ecuacion z = 22 + y? que cumplen z < 4, forman una
superficie. Determine el area de la misma.

b) Plantee una integral para calcular el area de la superficie que es la parte del paraboloide de ecuaciéon
z = 22 + y? que se encuentra en el primer octante, entre los planos z =1y z = 4.

6. (0) Encuentre una ecuaciéon para el plano tangente al cilindro circular parametrizado por r(6,z) =
(3sen(20),6sen?0,2), 0 < 0 < 7, en el punto P0(3‘2[, 5.0) correspondiente a (6,z) = (3,0). Agregue,
es posible, una ecuacién para la recta normal a la superficie en el mismo punto.

wn
—-

7. (r) Encuentre una ecuacién para el plano tangente a la superficie hemisférica parametrizada por r(¢, ) =

(4sengcost,4sensend,4cos¢), 0 < 0 < 21, 0 < ¢ < I, en el punto Py(v/2,v/2,2V/3) correspondiente

a (¢,0) = (5, 7). Agregue, si es posible, una ecuacion para la recta normal a la superficie en el mismo
punto.

8. (r)

a) Un toro de revolucion (ver figura) se obtiene al hacer girar un circulo C' en el plano xz, alrededor del
eje z en el espacio. Si C tiene un radio r > 0 y su centro es (R, 0,0), verifique analizando algunas
curvas reticulares, que una parametrizacion del toro es

r(u,v) = (R+rcosu)cosv,(R+rcosu)senv,rsenu), 0 <u < 2m, 0<v< 2.
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b) Demuestre que el 4drea de la superficie del toro es A = 472 Rr.

Z
A

=]

9. (r) Parametrizacion de una superficie de revolucién: suponga que la curva C parametrizada por r(u) =
(f(u), g(u)) gira alrededor del eje x, donde g(u) > 0 para a < u < b.

a) Interprete que
r(u,v) = (f(u), g(u) cosv, g(u) senv)

es una parametrizacion de la superficie de revolucién resultante, donde 0 < v < 27 es el angulo
formado por el vector que va desde (f(u),0,0) hasta r(u,v) y el plano zy. Observe que f(u) mide la
distancia a lo largo del eje de revolucion y g(u) mide la distancia al eje de revolucion.

(), g(w), 0)

b) Encuentre una parametrizacién para la superficie obtenida al hacer girar la curva z = y2, y < 0,
alrededor del eje x.

10. (r)
a) Parametrizacion de un elipsoide: verifique que r(6,¢) = (acosfcos®,bsendcos ¢, csen @) es una

parametrizacion del elipsoide z—§+ bLi + ‘Z—i = 1. Especifique los valores que deben tomar los parametros.

b) Escriba una integral para el area de la superficie del elipsoide, pero no la evalie.

11. (o) Calcule el 4rea de la prociéon del paraboloide z = 4 — 22 — y? que est4 arriba del anillo 1 < 22 +y? < 4
en el plano zy.

2. Integrales de superficie de campos escalares y vectoriales

12. = Calcule la integral de la funcién f dada, sobre la superficie S indicada:
a) (o) f(z,y,2) =xsobre S:y=22,0<2<20<2<3.
b) (r) f(z,y,z) = 2% sobre la esfera unitaria S : 2% + y? + 2% = 1.
¢) (r) f(z,y,2) = 2%/5 — 4z sobre el domo parabolico z = 1 — 2% — y?, 2 > 0.
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d) (o) f(z,y,2) = xyz sobre la superficie del solido rectangular cortado en el primer octante por
los planos t =a,y=by z =c.

e) (r) f(z,y,2) = z — 2, sobre la porcion de la grafica de z = x +y? arriba del triangulo en el plano
xy, con vértices en (0,0,0), (1,1,0) y (0,1,0) (véase la figura).

Z
A

0.1,2)

(1,1,0)
= Agregue planteos usando integrales apropiadas, para calcular valores medios de las funciones ante-
riores sobre las superficies correspondientes.

= Ademés, si en algin caso se puede interpretar a la funcién f como la densidad en cada punto de la
superficie S, indique como se podrian calcular la masa y las coordenadas del centro de masa de la
placa delgada.

13. (r) Plantee formulas para hallar el centro de masa de una capa delgada que es la parte superior de la
esfera de ecuacion 22 + y2 + 22 = 9 cortada por el cono dado por z = /22 + y2, sabiendo que la densidad
en cada punto es la funciéon 6(x, y, z).

14. (r) Determine el centroide de la porcién de esfera 2 + y? + 2% = a? que esté en el primer octante.

15. Utilice una parametrizacion para determinar el flujo // F - ndo del campo vectorial F a través de la
s
superficie S en la direccién dada.
a) (o) F(z,y,2) = (x,y, z) a través de la superficie S que es la parte del cilindro

22 4+ y? = 1 cortada por los planos z = 0 y z = 1, en la direcciéon que se aleja del eje z. Realice un
esbozo de la superficie y del campo vectorial, interpretando el valor obtenido.

b) (r) F(x,y,2) = (—y,x,0) a través de la superficie S que es la parte del cilindro 2% + y? = 1 cortada
por los planos z =0 y z = 1, en la direccién que se aleja del eje z. Realice un esbozo de la superficie
y del campo vectorial, interpretando el valor obtenido.

¢) (o) F(z,y,2) = (22,2,—32) a través de la superficie del cilindro z = 4 — y? cortado por los planos
z=0,x =1y z=0 en la direccién que se aleja del eje z.

d) (o) F(x,y,z) = (0,0,2) a través de la porcién de esfera en el primer octante 22 + 3> + 22 = a2, para
cierto a > 0, en la direccién que se aleja del origen.

16. Encuentre las integrales de superficie de los campos vectoriales dados, a través de la porciéon de la esfera
22+ y? + 22 = a® (a > 0) en el primer octante, en la direccion que se aleja del origen.

a) (r) F(z,y,2) = zk.
b) (r) F(z,y,2) = (y, —x,1).
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

) ) Fes) = (o e o )

(1.2 + y2 + 22)3/2 (1.2 + y2 + 22)3/2 (sz + y2 + 22)3/2
(Este es el ejemplo 4 de la secciéon 16.8 del libro de Thomas).

(r) Sea F : R? — R? el campo vectorial dado por F(x,y,2) = (z,y,2) y sea S la superficie que es el disco
inlcuido en el plano y = 1 con centro en el punto (0,1,0) y radio 1, con orientaciéon dada por el vector
n = (0,1,0) en cada punto. Calcule el flujo de F a través de S.

(r) Sea F : R? — R? el campo vectorial dado por F(z,y,2) = (zy,yz, 2z).
a) Calcule el flujo de F a lo largo de la circunferencia con centro en el origen de coordenadas y radio 1,
incluida en el plano z = 0, orientada positivamente vista desde el semieje z positivo.
b) Indique, justificando su respuesta, si F es o no conservativo en R3.

¢) Calcule el flujo de F a través de la porcién del paraboloide de ecuacién z = 1 — 2% — y? que esta por
arriba del plano z = 0, en la direccién que se aleja del origen de coordenadas.

d) Calcule el flujo de V x F a través de a porcion del paraboloide de ecuacién z = 1 — 2% — y? que esta
por arriba del plano z = 0, en la direccién que se aleja del origen de coordenadas.

e) Observe si hay alguna relacion entre algunos de los resultados obtenidos.

3. Teorema de Stokes

Utilice el teorema de Stokes para calcular la circulacion de F a lo largo de la curva C mediante la integral
de superficie correspondiente.

a) (o) F = (22,2z,2%) y C: la elipse 422 + y? = 4 en el plano zy, en sentido antihorario.

b) (o) F = (2y,3x,—22%) y C: la circunferencia 22 + y? = 9 en el plano zy, en sentido antihorario.
(r) Sea n el vector unitario normal que se aleja del origen de coordenadas, de la capa eliptica S dada
por 422 + 9y2? + 3622 = 36, 2 > 0, y sea F = (y, 22, (22 + y*)2 sen eV®¥Z). Calcule el flujo del rotacional

V x F - ndo, utilizando el teorema de Stokes.
s

Calcule el flujo del rotacional a través de la superficie S en la direccion del vector unitario normal exterior

n, / V x F - ndo en cada caso:
s

a) (o
b)

) F = (22,32,5y) y S: v(r,0) = (rcosf)i+ (rsenf)j+ (4 —r?)k,con 0 <r <2y 0<6<2m.
YF=(3y,5-22,22-2)y S r(9,¢):(\/gsenzj)cosﬂ,\/Z;senqbsenﬁ,\/gcosgb),con0§¢§gy
< < 2.

IA

(r
0
(r) Sea S el cilindro 22 +y? = a? con a > 0 y 0 < z < h, junto con su tapa superior, ¥ + 3% < a2, z = h.

Sea F = (—y,x,2?). Utilice el teorema de Stokes para encontrar el flujo de V x F a través de S, en la
direccion que se aleja del origen de coordenadas.

(*) Dada una curva suave, simple y cerrada, C', demuestre que / V x F-ndo vale lo mismo para cualquier
supercie orientable S que tenga como frontera la curva C, siempre que la orientacion de S induzca la misma

direccion positiva en C.

(r) Pruebe la identidad V x V f = 0, asumiendo continuidad de las derivadas parciales de segundo orden de
f; luego utilice esta identidad y el teorema de Stokes para demostrar que las circulaciones de los siguientes
campos alrededor de la frontera de cualquier superficie orientable suave en el espacio son cero.

a (233 2y,2z).

) F

b) F = V(zy?2%).
)F V x (zi+ yj + zk).
) F=V/f.

c
d

(r)
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

a) Demuestre que el rotacional de

F Y -
=\ 3353 3%
I2+y2 x2+y2

%F-dr
c

es diferente de cero si C es la circunferencia 22 4+%? = 1 en el plano xy recorrida en sentido antihorario,
visto desde el semieje positivo de z. (Note que el dominio de F no es simplemente conexo.)

es igual a cero, pero que

b) Busque una funciéon f tal que Vf = F. ;Dénde se cumple esa igualdad?

¢) (Esto contradice el hecho de no ser conservativo F en su dominio?

(*) Pruebe que el campo vectorial F(z,y, z) = (z,y, z) no es el rotor de ningtn campo vectorial G, de dos
maneras.

a) Haga una prueba por contradiccion, suponiendo que existe un campo vectorial G tal que F = V x G,
considere una esfera con centro en el origen y radio R > 0 y una curva cerrada, simple y suave por
partes C incluida en dicha superficie. Dicha curva determina dos superficies que son porciones de la
esfera. Considere una de ellas y llamela S. Aplicando el Teorema de Stokes, dé dos interpretaciones
a la integral de linea gSC G - dr y obtenga una contradiccion.

b) Calcule V - F y argumente que si F es el gradiente de un campo vectorial G, V - F deberia ser nula.

4. Divergencia y Teorema de la Divergencia de Gauss

(r) Calcule la divergencia de los siguientes campos vectoriales:

a) El campo giratorio F = ((—yi + zj))(z2 4 ) 2.
b) El campo radial F = (z,y).
ri+yj+zk

——, con G, my M, constantes.
(22 + 42 + 22)3/2 y

¢) El campo gravitacional F = —GmM

(r) Dado el campo vectorial F(z,y) = (2%, y?), indique si es o no solendoidal. En caso de no serlo, muestre
si es posible, una fuente y un sumidero. Sugerencia: esboce un grafico de F.

Use el teorema de la divergencia para calcular el flujo de F hacia afuera de la superficie S frontera de D,
siendo

a) () F=(y—z,z—y,y—x)y D el cubo acotado por los planos x = +1, y = +1, z = £1.

b) (o) F = (622 + 2zy)i+ (2y + 222)j + (42%y3)k y D la region cerrada en el primer octante cortada
por 22 4+ y? =4 y el plano z = 3.

” B x y z

C) ( ) F(x,yyz) - <(x2 +y2 +22)3/27 (I2 +y2 +22)3/27 (x2 +y2 +22)3/2> y
D = {(x,y,z) ER3:a< 2?4+ 9y2+22< b}, donde a > 0. Concluya que el flujo de F a través de
cualquier esfera centrada en el origen sera el mismo, independientemente del radio de la esfera. (Ver
el ejemplo 4 de la seccion 16.8 del libro de Thomas).

(r) Recuerdeﬂ que si las derivadas paricales necesarias de los componentes del campo G = (M, N, P) son
continuas, entonces V-V x G = 0. ;Qué puede concluir acerca del flujo del campo V x G a través de una
superficie cerrada en la que se pueda aplicar el Teorema de la Divergencia? Justifique su respuesta.

(*) Sea F un campo vectorial cuyos componentes tienen derivadas parciales continuas de primer orden
en R? y sea D una regiéon acotada por una superficie cerrada suave, S. Si |F| < 1, ;se puede acotar

// V - FdV? Justifique su respuesta.
D

(r) Sea F = (z,y,2) y suponga que una superficie S y una region solida D satisfacen las hipotesis del
teorema de la divergencia. Demuestre que el volumen de D esta dado por la formula

Volumen de D = 1//F-ndo.
3 Js

1Veéase el TP4A, ejercicio 9.
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33. (r) Entre todos los solidos rectangulares definidos por las desigualdades 0 <z < a,0<y <b, 0< 2z <1,
encuentre aquél para el cual el flujo total de F = (—22 — 4xy, —6yz, 122) hacia fuera a través de las seis
caras sea maximo. ;Cudl es el flujo méximo?

34. (*) Demuestre que el fluyjo de un campo vectorial constante F = C a través hacia fuera de cualquier
superficie cerrada a la que se aplique el teorema de la divergencia es igual a cero.

5. (*) Ejercicios integradores

35. La siguiente figura corresponde al campo vectorial dado por F(z,y) = (1,¢e¥). Se incluye en el mismo
algunas curvas equipotenciales.

a) Indique si F es o no conservativo en R?. Justifique su respuesta.

b) Si C es cualquier curva equipotencial de F (por ejemplo la curva punteada que aparece en la figura,
o cualquier otra), recorrida en cualquier sentido, jcuanto vale la integral de linea de F a lo largo de

C, / F - T ds? Justifique cada afirmacién de su respuesta.
c

¢) Calcule la integral de linea de F a lo largo de la circunferencia centrada en el origen, de radio 1y
positivamente orientada. Justifique detalladamente su respuesta.

36. La superficie S es la parte de la esfera de ecuacion x2 + (y —4)% + 2% = 25 para la cual y > 0, orientada en
la direccion que se aleja del centro de la esfera. Sea F el campo vectorial dado por F(z,y, 2) = (y?, 2%, 22).
a) Calcule el flujo a través de S del rotacional de F. Hagalo de tres maneras distintas:

= Planteando la integral de superficie a partir de una parametrizacion de la misma.
= Aplicando de manera conveniente el Teorema de Stokes.

= Aplicando de manera conveniente el Teorema de la Divergencia de Gauss. Atencion: la superficie
S no es cerrada, deberé pensar.

b) Indique si F es o no solenoidal.

¢) Calcule el flujo de F a través de cualquier superficie suave cerrada orientada positivamente.

37. Considere el campo vectorial F : R? — R? dado por F(z,y, 2) = yi — xj y la superficie S C R3, dada por
x2+y2+z2:9,220.

a) Halle el rotacional de F. Interprete.

b) Calcule la integral de superficie de rotF,

// rotF - ndo,
s

en la direccién que se aleja del origen de coordenadas.



O ANALISIS MATEMATICO 11 Trabajo Practico N°4 - PARTE B: Integrales de Superficie

¢) Indique si F es un campo conservativo o no. Justifique.

38. Considere el solido formado por los puntos del espacio que cumplen 22 442 < 4 y que estan comprendidos
entre los planos z = 0 y z = 1; sea el campo vectorial dado por F(z,vy,2) = (zy?, yz, 222).

a) Calcule el flujo de F hacia fuera a través de la superficie del sélido . Haga un desarrollo detallado y
trabaje con prolijidad. Justifique sus pasos.

b) Calcule el rotacional de F. Indique si se trata o no de un campo conservativo.
39. Sea F(x,y,2) = (z,y,x + 2).

a) Calcule divF(1,2,3) e interprete.

b) Plantee dos formulas para calcular el flujo a lo largo de la curva C' que viene dada por la representacion
paramétrica r(t) = (cost,sent, 1), t € [0, 27].

¢) Indique si F es o no conservativo, justificando su respuesta.



	Parametrización de superficies, áreas y planos tangentes
	Integrales de superficie de campos escalares y vectoriales
	Teorema de Stokes
	Divergencia y Teorema de la Divergencia de Gauss
	(*) Ejercicios integradores 

