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Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. R.
Nagle, E. Saff y A. Snider. Pearson Educación. Cuarta edición. 2005.

Economic dynamics. G. Gandolfo, Springer-Verlag, 1998.

Differential equations and their applications. M. Braun.
Springer-Verlag. Cuarta edición, 1993.
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Ejemplos

mv ′(t) = mg − bv(t) (ecuación diferencial para la velocidad v = v(t)
de un objeto que cae bajo la acción de la gravedad g y con resistencia
del aire).

T ′(t) = k(TM − T (t)) (Ley de enfriamiento de Newton, TM

temperatura del medio).

p′(t) = k1p(t)− k2
p(t)(p(t)−1)

2 = −Ap(t)(p(t)−M) (Modelo
loǵıstico)

p′ representa la tasa de crecimiento de la población en t depende de
la población actual p(t) y la tasa de defunción que es proporcional a
las interacciones por parejas p(t)(p(t)− 1)/2.

my ′′(t) + by ′(t) + ky(t) = F (t) (ecuación para la posición y del
oscilador masa-resorte amortiguado, con fuerza externa F ).
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Vibraciones mecánicas libres y forzadas
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Vibraciones mecánicas libres

¿Cómo seŕıan las soluciones si no hay amortiguamiento?

¿Cómo son las soluciones con amortiguamiento?
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¿Cómo seŕıan las soluciones si no hay amortiguamiento?
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Vibraciones mecánicas libres

Sea
my ′′(t) + by ′(t) + ky(t) = 0.

La ecuación caracteŕıstica es

mr2 + br + k = 0

y sus ráıces son

−b ±
√
b2 − 4mk

2m
= − b

2m
± 1

2m

√
b2 − 4mk .

La forma de la solución depende del signo de b2 − 4mk .
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Vibraciones mecánicas libres

Cuando b2 < 4mk , existen dos ráıces complejas conjugadas α+ iβ y
α− iβ, donde

α = − b

2m
y β =

1

2m

√
4mk − b2.

La solución general es

y (h)(t) = eαt (A1 cos(βt) + A2 sen(βt)) .

y (h)(t) puede expresarse (ejercicio recomendado, no para entregar)

y (h)(t) = Aeαt sen(βt + ϕ), A =
√
A2
1 + A2

2, tan(ϕ) = A1/A2.
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Vibraciones mecánicas libres

Movimiento subamortiguado u oscilatorio
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Vibraciones mecánicas libres

Cuando b2 > 4mk , las ráıces son reales y distintas:

r1 = − b

2m
+

1

2m

√
b2 − 4mk y r2 = − b

2m
− 1

2m

√
b2 − 4mk .

Por lo tanto,
y (h)(t) = A1e

r1t + A2e
r2t .

Cuando t → ∞, y (h)(t) → 0. Además, y (h) tiene a lo más un máximo o
ḿınimo local para t > 0.
Ejercicio (entrega a lo sumo Jueves 22/10): comprobar que y (h) tiene
a lo más un máximo o ḿınimo local para t > 0.
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Vibraciones mecánicas libres

Movimiento sobreamortiguado
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Vibraciones mecánicas libres

Cuando b2 = 4mk , la ráız doble es

r = r1 = r2 = − b

2m

y entonces
y (h)(t) = (A1 + A2t)e

rt .

Además, y (h) tiene a lo más un máximo o ḿınimo local. Si b fuese
ligeramente menor, habŕıa oscilaciones. El movimiento es cŕıticamente
amortiguado.
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Vibraciones mecánicas forzadas

Si un sistema masa-resorte es controlado por una fuerza externa sinusoidal
con frecuencia angular ω, la experiencia indica que aunque la respuesta
inicial del sistema fuese errática, con el tiempo se ’sincronizará’ con el
controlador y oscilará con la misma frecuencia:

Sin embargo, los sistemas pueden ser muy sensibles a la frecuencia ω con
la que se los controla.
Las respuestas resonantes (para las que las soluciones tienen amplitudes
máximas) pueden ser peligrosas.
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máximas) pueden ser peligrosas.
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Vibraciones mecánicas forzadas

Ejercicio (entrega a lo sumo Jueves 22/10): Considere

my ′′(t) + by ′(t) + ky(t) = F0 cos(γt), F0, γ > 0, 0 < b2 < 4mk . (1)

Pruebe que la solución general de la ecuación homogénea es:

y (h)(t) = Ae(−b/2m)t sen

(√
4mk − b2

2m
t + ϕ

)
,

con A y ϕ constantes apropiadas.

A continuación, proponga como solución particular de la ecuación no
homogénea

y (p)(t) = A1 cos(γt) + A2 sen(γt)

y pruebe que la solución general de la ecuación (1) es

y(t) = Ae(−b/2m)t sen

(√
4mk − b2

2m
t + ϕ

)
+

F0√
(k −mγ2)2 + b2γ2

sen(γt + θ),
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Vibraciones mecánicas forzadas

Analice la estabilidad de la solución. El término

M(γ) =
1√

(k −mγ2)2 + b2γ2

se conoce como ganancia de frecuencia o factor de ganancia. Interprete
esta denominación. Cuando b2 < 2mk , determine la frecuencia angular γr
que maximiza M.

El valor γr/2π se conoce como frecuencia de resonancia. Cuando el
sistema es estimulado por una fuerza externa con esta frecuencia, se dice
que está en resonancia.
Compruebe que cuando b → 0, γr/2π → ω/2π =

√
k/m/2π (frecuencia

natural del sistema no amortiguado).
Finalmente, resuelva la ecuación:

my ′′(t) + ky(t) = F0 cos(ωt)

y determine el comportamiento de las soluciones cuando t → ∞.
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Relación con el colapso del Tacoma Bridge.
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Sistema masa-resorte que cuelga verticalmente:

La ecuación correspondiente es:

my ′′ + by ′ + ky = mg = mg cos(0t)

Entonces yp(t) = mg/k . Sea ynew (t) = y(t)−mg/k , entonces

my ′′new + by ′new + kynew = 0.

Aśı, la fuerza gravitacional se puede ignorar si y(t) se mide desde la
posición de equilibrio (real).
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Aśı, la fuerza gravitacional se puede ignorar si y(t) se mide desde la
posición de equilibrio (real).
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Aśı, la fuerza gravitacional se puede ignorar si y(t) se mide desde la
posición de equilibrio (real).
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