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Aplicaciones a procesamiento de senales

Supongamos que tenemos una seal

@{e\\\l

que contiene variaciones rapidas y ruido. Queremos obtener una sefial mas
"suave”.
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Aplicaciones a procesamiento de senales

Supongamos que tenemos una seal

8t

que contiene variaciones rapidas y ruido. Queremos obtener una sefial mas
"suave”.

Podemos utilizar:

)/tza@-i-(l—a 0O<a<l.

La nueva salida es un (1 — «) % de la entrada y conserva un a % del valor
anterior.
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Aplicaciones a procesamiento de senales

Supongamos que tenemos una seal % 3., 92

que contiene variaciones rapidas y ruido. Queremos obtener una sefial mas

"suave".
Podemos utilizar: >/x = %@ 1 (- 4)1
G/t:a;/?\l—l—(l—a 0<a<11 Y, = Y, $(1=2)S

La nueva salida es un (1 — «) % de la entrada y conserva un a % del valor
anterior. Una ecuacién en diferencias permite construir una sefal de salida
utilizando valores presentes y pasados de la entrada y/o de la salida. La
ecuacién en diferencias de primer orden constituye un filtro digital.
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Ecuaciones en diferencias (tiempo discreto)

Ecuacién general en diferencias de orden n (n € IN)

F(t- Yt—n: Yt—n+1, ---.thl.)/t) =0, t=nn+1, ..

En forma normal

Ve =F (£ Yeom Veonit, o Ve1), n+1,.... (1)
Yoo B0 Yo Yo s Yans
Propiedad: Si o, y1, ..., Ya—1 son valores conocidos (condiciones

iniciales), entonces la ecuacién (1) tiene una tinica solucién, que se puede
determinar en forma recursiva.
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Ecuaciones en diferencias lineales de primer orden,

con coeficientes constantes

v t+aiyr—1 = &, t=12, ..., (2)
donde:

a € R,
gt es una funcién dependiente del tiempo t (término independiente),
Vo : condicién inicial,

son datos conocidos del modelo.
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Ejemplos: Dindmica de los multiplicadores

1)
Yi‘ = Ct_'_ltv
(G = a+bvey)
’i‘ = IO + AI.

donde a, 0 < b <1, Yy, Ly, Al son conocidos.

2
4 Y,- A(b)
Evfl_a+100+ A, = 1,2,_.1
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Ejemplos:

2)
Ye = G+,

G = a +@Yf_1,

Iy = @Yt—l+lo + Al

donde a, 0 < b,h <1, Yo, l, Al son conocidos.

o
Ye— (b+h) Yes=a+h + A, t=12 ..
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Ejemplos:

3)
Ye = G+l +Xe — Mg,
G = a+bVYig,
l: = hY.1+1h + Al
X: = Xo + AKX,
M: = mYi 1+ M

donde a, 0 < b,h,m <1, Yo, b, Al, Xo, AX, My son conocidos.

Yi—(b+h—m)Yioi = a+l+Al+X+AX—My, t=12, ...
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Solucién general de (2)

Je= - * M@:o&@

Dada la ecuacién en diferencias lineal de primer orden, con coeficientes

constantes, homogénea
— L~ VIR

®+a =0, t=1,2,...,

a, Yo conocidos,

@ su solucién viene dada por
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Solucién general de (2)

Dada la ecuacidn en diferencias lineal de primer orden, con coeficientes
constantes, homogénea

t=1,2, ...,
a, Yo conocidos,
W yo
@ su solucién viene dada por
]
ve=A (=a)', t=01,2, ..,

donde A es una constante que se determina en base a las condiciones

iniciales. Y — A
o
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Solucién general de (2)

Dada la ecuacién en diferencias lineal de primer orden, con coeficientes
constantes, no homogénea

Ye+ayr-1 = &,

a, Yo. & conocidos, su solucién viene dada por la suma de la solucién

. . h . : _
general de la ecuacién ho ogénea, yt( ), y una solucién particular, y;.

Ye =

donde A es una constante que se determina en base a las condiciones
iniciales.

e
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Solucién general de (2)

Dada la ecuacién en diferencias lineal de primer orden, con coeficientes
constantes, no homogénea

Ye+aye-1 = &, t=1,2, ...

a, Yo, &+ conocidos, su solucién viene dada por la suma de la solucidon

.y 4 h .y . _
general de la ecuacién homogénea, yf ), y una solucién particular, y;.

ve=A (=a)'+ % t=01,2 ...,

donde A es una constante que se determina en base a las condiciones
iniciales.

@ En general y; representa la solucion de equilibrio vy,
(h) L -
consecuentemente, y; ' los desvios con respecto al equilibrio.
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Soluciones particulares en casos especiales

4 N
RECETA: Ensayar una solucién particular del mismo tipo que la funcion
del término independiente g;.

Ejemplo: Si g; = d € R (constante) entonces una solucidn particular de
es
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Soluciones particulares en casos especiales

RECETA: Ensayar una solucién particular del mismo tipo que la funcidn
del término independiente g;.

Ejemplo: Si g; = d € IR (constante) entonces una solucién particular de
Ye+ayr1=d es
°

Octubre, 2026
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Trayectorias de la solucion de la ecuacién homogénea y; +ay;—1 =0
h
v =A (=)

Tipos de movimientos (considerando A > 0):

Pablo Ochoa (Fac. de Ingenieria) Métodos Matemdticos Octubre, 2026 16 /71



Trayectorias de la solucion de la ecuacion homogénea y; + ay;—1 = 0

Tipos de movimientos (considerando A > 0):

@ 0 <a< 1l Oscilante amortiguado (convergente a 0)
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Trayectorias de la solucion de la ecuaciéon homogénea y; + ay; 1 =0

Tipos de movimientos (considerando A > 0):

@ 0 <a<1l Oscilante amortiguado (convergente a 0)

@ a > 1 Oscilante explosivo
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Trayectorias de la solucién de la ecuacidon homogénea y; + ay; 1 = 0
h t
w'=a(-a).

Tipos de movimientos (considerando A > 0):

@ 0 <a<1l Oscilante amortiguado (convergente a 0)
@ a > 1 Oscilante explosivo

@ —1 <a< 0 Monétono convergente a 0
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Trayectorias de la solucion de la ecuaciéon homogénea y; + ay;—1 = 0

Tipos de movimientos (considerando A > 0):

@ 0 <a<1l Oscilante amortiguado (convergente a 0)

@ a > 1 Oscilante explosivo

—1 < a< 0 Monétono convergente a 0

a < —1 Monétono explosivo
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Trayectorias de la solucion de la ecuacion homogénea y; + ay;—1 = 0
h
w=A (=)

Tipos de movimientos (considerando A > 0):

@ 0 <a<1l Oscilante amortiguado (convergente a 0)

@ a > 1 Oscilante explosivo

—1 < a< 0 Mondtono convergente a 0
@ a < —1 Monétono explosivo

@ a =1 Oscilante regular
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Trayectorias de la solucién de la ecuaciéon homogénea y; + ay; 1 =0
h
w'=A(=a)".

Tipos de movimientos (considerando A > 0):

@ 0 <a< 1) Oscilante amortiguado (convergente a 0)

@ a > 1 Oscilante explosivo

Monétono convergente a 0

@ a < —1 Mondtono explosivo

@ a =1 Oscilante regular

@ a = —1 Constante
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Estabilidad del equilibrio

>/6 +aﬂ_|_‘ %f -y YI£:@\-7'&

Condicién de estabilidad: J7
tll—>moo: 0 . O

Condicién necesaria y suficiente de estabilidad en base a los datos

del problema:
YJC @ Yt-\ -
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Ejemplo 1) Dindmica de los multiplicadores
CCr\G)‘r

to
thHz t=12 ...

@ Solucién de la ecuacién homogénea asociada:
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Ejemplo 1) Dindmica de los multiplicadores

Ye—bYi1i=a+1h + Al t=12 ...

@ Solucién de la ecuaciéon homogénea asociada:

°
Y. =Ab'
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Ejemplo 1) Dindmica de los multiplicadores

Ye—bYi1i=a+1h + Al t=12 ...

@ Solucién de la ecuaciéon homogénea asociada:

°
Y. =Ab'

@ Solucién particular (nuevo nivel de equilibrio):
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Ejemplo 1) Dindmica de los multiplicadores

Ye—bYi1i=a+1h + Al t=12 ...

@ Solucién de la ecuacion homogénea asociada:

°
Y. =Ab'

@ Solucién particular (nuevo nivel de equilibrio):

°
Vt‘ =
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Ejemplo 1) Dindmica de los multiplicadores

Ye—b Y 1=a+1lh + Al t=1,2,....
@ Solucién de la ecuacién homogénea asociada:
°
Y, =Ab"

@ Solucién particular (nuevo nivel de equilibrio):
° +y + Al

_ a 0

Ve= =15 AR

_/

@ Solucién general: A - \p
°

Yf :@+

t=o | Yy
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Determinacion de A (tomar t = 0)

°
at+ly + Al
( Yo=A4+ ———
0 + -5
luego
a+l + Al
A=Yy ———.

e Equilibrio estable (|b| < 1). Movimiento monétono convergente al

nuevo nivel de equilibrio Y = %

(ascendente si Y > Yy (Al > 0), descendente si Y < Yp (Al < 0),
constante si Y = Yy (Al =0)).
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Tipos de trayectorias

Funciones exponenciales: d*

¢

d>1 0<d<1
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Ye = (—a)t

z ‘
A ‘ A .
t i
a<—1
-1<&ac<cO

A
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Y = (—a)t

0<a<l
. —
. ~—
a>1

Pablo Ochoa (Fac. de Ingenieria) Métodos Matemdticos Octubre, 2026 32/71



Ye = (—a)t
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Solucién de ejemplos: Dindmica de los multiplicadores

Ejemplo 1) (caso bdsico)

Y: = G+,
Ct - a+b thl,
l: = Iy + Al

donde a, 0 < b<1, Yy, Iy, Al son conocidos.

Yi—b Yi1s =a+ I+ Al t=12,...

Solucién: 4 A
a 0
Y,=Abh + ——
t + 15
SiY= %‘ZAI, Yo = %’bo ,entonces A=Y, — Y, luego
_ Io + Al
V= (Yo— V)b 4 25T
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Trayectorias estables 0 < b <1

at+ 1l + Al

1—b
Observacion: De estdtica comparativa un cambio auténomo en la
inversién

Yo=(Yo—Y) b +

lo — Io+ Al

lleva a un cambio en el producto de

Al
AY = ——
1-b'

o sea el equilibrio cambia

YO—> Y0+AY= V

Con un modelo dindmico podemos analizar como se produce el

movimiento de Yp a Y (y confirmar que efectivamente se produce
Pablo Ochoa (Fac. de Ingenieria)
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Trayectorias

ybarra

Yo

vbarra

Pablo Ochoa (Fac. de Ingenieria)

Al >0

Al <0
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Ejemplo 2) (una economia cerrada)

Yt = Ct+ltr
Ct - a+b thl,
It = hYioi+h + Al

donde a, 0 < b,h <1, Yy, Iy, Al son conocidos.

Yt—(b+h) Yt_]_za_"l(] + AI, t 1,2,....

Solucién: Si b+ h#1

a+1lh + Al
Yi= A ath * a0
‘ @+ 1—b—h

SiY= %f_f!, entonces A= Yy — Y , luego

Ye=(Yo—Y)(b+h+Y.

Condicién de estabilidad:

h<1l-=b
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Tipos de trayectorias

Trayectorias

@ Mondtonas ya que b+ h > 0.

o Convergentes (estable) sih < 1—b

o Crecientes si Yo < Y, decrecientes si Yy > Y .
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Ejemplo 3) (una economia abierta)

donde @, 0 < b, h, m < 1,

Yi—(b+h—m) Y1 =a+ b+ Al +Xo+AX — M,

Pablo Ochoa (Fac. de Ingenieria)

Yi
@

I
Xe
M

Yo,

Ce+ I+ Xe = My,
a+b Y1,
hYi:1+hh + Al
Xo + AX,

m Y: 1+ M

lo, A, Xy, AX, My son conocidos.
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Solucién general:

Sib+h—m#1,
a+tlo+ A+ Xo+AX — My

Yi=A(b+h—m)" +

l—-b—h+m
Condicién de estabilidad:
|b+h—m| <1
equivalentemente (dado que b+ h > m)
h<l—b+m.

Las trayectorias son mondtonas (b + h > m) y convergentes si

h<l—b+m.

En una economia abierta puede darse el caso h = 1 — b en una situacién
de estabilidad, a diferencia del caso de una economia cerrada.
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En Ingenieria Mecatrénica, los sistemas dindmicos discretos aparecen
naturalmente cuando un sistema fisico continuo es observado mediante
sensores y controlado a través de una computadora o un microcontrolador.
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En Ingenieria Mecatrénica, los sistemas dindmicos discretos aparecen
naturalmente cuando un sistema fisico continuo es observado mediante
sensores y controlado a través de una computadora o un microcontrolador.
Consideremos un motor de corriente continua cuya velocidad angular se

denota por w(t).
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En Ingenieria Mecatrénica, los sistemas dindmicos discretos aparecen
naturalmente cuando un sistema fisico continuo es observado mediante
sensores y controlado a través de una computadora o un microcontrolador.
Consideremos un motor de corriente continua cuya velocidad angular se
denota por w(t).

Supongamos que el comportamiento dindmico del motor viene dado por

Jd—w + bw(t) = Ku(t), (1)
dt
donde:
@ J es el momento de inercia del motor;
b es el coeficiente de rozamiento;
K es una constante asociada al motor;

u(t) es la tensién aplicada al motor;

w(t) es la velocidad angular.
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Consideremos

J=01 b=05  K=1.

Entonces la ecuacién (5) queda

d
0,17°: +0,50(t) = u(t).
Dividiendo por 0,1 obtenemos
d
7“: + 5u(t) = 10u(t). (2)

Esta es una ecuacién diferencial de primer orden que describe
aproximadamente la dindmica del motor.
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En un sistema de control digital, el sensor no mide continuamente la
velocidad. En cambio, realiza mediciones a intervalos regulares.
Supongamos que el sistema se mide cada

T=01s.
Definimos

wr = w(tT), Z= 0, 1, .-
y

ur = u(tT)

Por lo tanto,

wo = w(0), w1 =w(T), wr =w(2T),...
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En un sistema de control digital, el sensor no mide continuamente la
velocidad. En cambio, realiza mediciones a intervalos regulares.
Supongamos que el sistema se mide cada

T=01s.
Definimos

we = w(tT),
y

ur = u(tT).

Por lo tanto,
wo = w(0), w1 =w(T), wr =w(2T),...
Aproximamos la derivada mediante una diferencia hacia adelante:

dw Wiyl — We
dt T
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Por lo tanto, .
W, = w(¢T)

Wt4+1 = O,Swt + Ut ‘ —l—

o, 1 s
Esta es una ecuacion en diferencias de primer orden. /

Wega =05 We= Uy
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Por lo tanto,

Wt4+1 = 0,5wt + Ut ‘

Esta es una ecuacion en diferencias de primer orden. Supongamos que

queremos que el motor alcance una velocidad deseada

w* =10 rad/s.

Definimos el error de control mediante
€t = w* — Wt.
Utilizaremos un controlador proporcional, definido por
ur = Kpet.
Tomemos

K, = 0.8.
Entonces uy = 0,8(10 — wy).
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Por lo tanto, w

' +O,3MJ-£ z 8

év
\wer1 =8— 03w (5)

Esta es la ecuacién en diferencias que describe la evolucién de la velocidad
del motor cuando se utiliza el controlador proporcional elegido.
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Por lo tanto,

wes1 = 8 — 0,3w; ()

Esta es la ecuacién en diferencias que describe la evolucién de la velocidad
del motor cuando se utiliza el controlador proporcional elegido.

Ejercicio: resuelva la ecuacion en diferencias, encuentre el punto de
equilibrio y analice la estabilidad del equilibrio. ; Converge la solucién al
valor deseado de w?
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Ecuacién en diferencias lineal de segundo orden con coeficientes constantes

Yt+31 }/tfl_‘_aQ Yt—2 = 8t t:2,3,...., (6)

donde:

a,a €R,

g: - es una funcién dependiente del tiempo t (término independiente),
Yo, 1 - condiciones iniciales,

son datos conocidos del modelo.
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Solucién general de (6)

Dada la ecuacién en diferencias lineal de primer orden, con coeficientes
constantes, no homogénea

Ye+ a1 Ye1+ @ V2 = &, t=12,..

ai, a2, Yo, y1, & conocidos, su solucién viene dada por la suma de la

solucion general de la ecuacién homogénea, yt( ), y una solucién
particular, ;.
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Solucién general de (6)

Yetay, =9 Y, =Ca)*
Dada la ecuacién en diferencias lineal de prlmer orden, con coeficientes
constantes, no homogénea

Yetar i1+ a3 Yi 2 =8t t=172 ..,

ai, a2, Yo, y1, & conocidos, su solucion viene dada por la suma de la

(h)

solucion general de la ecuacién homogénea, y;
e s e
particular, v;.

° y£+°'|>/é-) ¥QZ)(£-Z:O_

[+ ]
Ve ’@ £=0,1,2 ...

@ En general 3; representa la solucién de equilibrio y y( ) los desvios
con respecto al equilibrio.

, vV una solucién

o RECETA: Ensayar una solucién particular y: del mismo tipo que la
funcion del término independiente g;.
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Solucién general de (6), caso homogéneo

Dada la ecuacién en diferencias lineal de segundo orden, con coeficientes

constantes, homogénea >/é =A,(A|)t + A 5 (33){

Ye+ a1 )/t1+982<2=0. t=273, ...,
. 4 z
ai, az, Yo, y1 conocidos, - <+ £-1 C
Ye=(2) Ara,h +ald

@ su solucion viene dada, en general, por

2
Nrar+,=0
ye = A1 (A1) + A (A2)F, t=0,172...
donde Aj, A2 son constantes que se determinan en base a las
condiciones iniciales.

@ A; y Ay son soluciones de la ecuacién caracteristica;

[/)\.2 + 81/)\, + az :a
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Soluciones de (6), caso homogéneo, segtin las raices

caracteristicas

@ Sea el discriminante de la ecuacién caracteristica

A= (a) —4a;

@ A > 0, raices reales A1 y As distintas
yt(h) = Ay (Al)t—Q—AQ (/\Q)t, t=20,1,2,....,
donde A; y A se determinan en base a las condiciones iniciales.

@ A =0, raices reales A\; = Ay = A coincidentes (una raiz real doble)

()—A*(A1+A2r) £=0,1,2, ..,
Adt+ A AT 2
o A <0, raices compIeJas conjugadas A1y A /\,2
v = AL (A + A (M) {=0,1,2,... .
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Ntimeros complejos

Repaso(nimeros complejos z=a+iP -2
complejo conjugado z = o — if3

médulo de z : |z| =r = \/ﬁ[)’2
argumento de z : 6= arctdg)si a # 0, B
f=m/2sia=0 >0
0=31/2sia =0, <0

(
o)
N2

z=atib
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Raices complejas

|'9
Forma exponencial de z : e

z = r(cosf+isenf) = re®

@: rt eft t € R,
' =

luego
co+ isen@, teR
. 10
NOTA: Para w complejo Cl"SC): C )C )---
W._ooWk_l 2/2 3/3|
e '_ZF_ + w o+ w2 4+ w3+
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Ralces complejas

Solucién de la ecuacién homogénea

yt(h) = r' (Ajcostl+ Aysentf), t=20,12,

donde A; y Az se determinan en base a las condiciones iniciales.

s 14

12

4 1
038

N\

AN ot

4 710 1619 25283134 404346495255586) 6467 02

~

r>1 0<r<«<l
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r=1
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Trayectorias de la solucidn de la ecuacion homogénea

yA
Yetaye1+ay2=0 3\ f ) ta,=

Soluciones de la forma
é—;%

o}
s
I
2
e
+
&
=
©
<
t

ey
o YG_:A\}\\_\- ﬂ(1$

£ yt(h) = rt (A1 costh 4 Ay sen t@)}
donde r = |A1| = |A2| y 8 = argumento de A1 (0 Aq)

A1 vy As se determinan en base a las condiciones iniciales.
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Estabilidad del equilibrio

Condicién de estabilidad:

Equivalentemente:
i—12

Condicién necesaria y suficiente de estabilidad en base a los datos

del problema:
l14+a14+a >0,

l—a+a >0, b ’_L-B —al} \CL\\C‘

1—a >0.\u'\§a1
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Estabilidad del equilibrio

Condicién de estabilidad:

: (h) _
Jim oy =
Equivalentemente:

’/\,'|<1, I=1,2.

Condicién necesaria y suficiente de estabilidad en base a los datos
del problema:
14+a+a >0,
l1—a1+a >0,
NG
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Modelo de Samuelson

o
Y: = G+,
G = bY:iq,
o= I +1
Il = k (C—Ci1),
I = G,

donde 0 < b< 1, k>0, G>0. @
@ Ecuacién dindmica Q| QZ
Ytytl t72 :@

Pablo Ochoa (Fac. de Ingenieria) Métodos Matematicos Octubre, 2026


Pablo
Lápiz

Pablo
Lápiz


Condicién de estabilidad:
b<1/k

Tipo de movimiento: segln sea

E\ —b(l1+k )\ + bk =a no tiene raices reales negativas ni nulas. Las
raices son o bien reales positivas, o complejas conjugadas.

A= Bk~ 46k >O
b

(1+¥)°
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b=1
\ »
/ / NO ESTABLE ,’k O ( LD <_l
rar

4
1 k
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e -
@chcﬂ{' hw\c ‘ono
e%w Ve
! m.expL/
,—s OS cilatore
0. exp.

DScllz'\ono | exr\aS‘JO-

coverg nte

Ejercicio: justifique el diagrama anterior analizando la estabilidad del
equilibrio de la ec. dindmica del modelo de Samuelson.
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Ecuacién en diferencias de primer orden no lineal
-b

\'/6 = Vi +{7—yé:37t =f(t,ye-1) @+ a@
B Yoe o] g o

Conocido yp se puede determlnar toda Ia trayectoria {yt}t 0-

Ecuacién auténoma

Diagrama de fase
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Equilibrio estacionario (steady state)

y* es punto de equilibrio si es punto fijo de la funcién f, esto es

t—> ®,
Condicidn
entonces

C|f’ (y*)| < 1 implica que y* es localmente establg

|f’ (y*)| > 1 implica que y* es inestable

de estabilidad: Si f es diferenciable con continuidad en y*,
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A%

Vv
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Ejemplo: Modelo de crecimiento de Solow

K: = (1 _5) Ki-1 +s F(thl- Liq; Atfl)
donde 0 <4, s < 1.
AfEA>O, LtE[_>O

kf:

r—l;

ki = (1—0) ki1 +sf(ki—1; A)
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Sea el caso particular de una funcién Cobb-Douglas

f(k;A) =A K", con 0<w<1,

e ()"
0

Si se considera g (k) = (1 —06) k + s f (k; A), entonces

entonces

g (k) = (1-6) +sf (k; A)
(1-6) +sa Akt

luego
g (k)=(1-4) +ad=1—(1—a)é.

La condicién [g’ (k*)| < 1 se verifica, luego el equilibrio estacionario k* es
localmente estable.
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Equilibrio estacionario k™ localmente estable.

k* equilibrio estable
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Ejemplo: Logistica

‘
.

£(v.,)

£(x)=ax(M-X
= axM-&

Ye = aVyi-1 (M _thl).

donde a y M son constantes conocidas. (en general/ a, M > 0).
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a=4,.>,
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