UNIDAD 4: Campos vectoriales, integrales de linea e
integrales de superficie.
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Recorrido

Integrales de superficie de campos escalares y vectoriales
@ Superficies paramétricas y sus areas

@ Integral de superficie de campos escalares

@ Superficies orientadas

@ Integral de superficie de campos vectoriales

© Teoremas de Stokes y de la divergencia de Gauss

@ Teorema de Stokes
@ Teorema de la divergencia de Gauss

Interpretacién de rotor y divergencia

@ Interpretacion del rotacional de un campo vectorial en R?
@ Interpretacion de la divergencia de un campo vectorial
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Recorrido

@ Integrales de superficie de campos escalares y vectoriales
@ Superficies paramétricas y sus areas
@ Integral de superficie de campos escalares
@ Superficies orientadas
@ Integral de superficie de campos vectoriales
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Recorrido

@ Integrales de superficie de campos escalares y vectoriales
@ Superficies paramétricas y sus areas
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Tres formas de expresar superficies

Curvas:

Forma explicita: y = f(x).

Forma implicita: F(z,y) = 0.

Forma vectorial paramétrica: r(t) = (x(t),y(t)), a <t <b.

Superficies:
Forma explicita: z = f(x,y).
Forma implicita: F(x,y,2) = 0.
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Parametrizaciones de superficies

Sea
r(u,v) = f(u,v)i+ g(u,v)j + h(u,v)k, (u,v) € R

una funcién vectorial continua definida en una regién R del plano v,
inyectiva en el interior de R.
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Parametrizaciones de superficies

Sea
r(u,v) = f(u,v)i+ g(u,v)j + h(u,v)k, (u,v) € R

una funcién vectorial continua definida en una regién R del plano v,
inyectiva en el interior de R.
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Parametrizaciones de superficies

Sea

r(u,v) = f(u,v)i+ g(u,v)j + h(u,v)k, (u,v) € R

una funcién vectorial continua definida en una regién R del plano v,

inyectiva en el interior de R. El rango de r es la superficie S, parametrizada

por r; u y v son los parametros y R es el dominio de los parametros.

Parametrizacion

"

Civ=v Py Cyi 1t = 1y

' Aa, ™~
/ e v =uvy+ Av
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Ejemplo superficie paramétrica

r(e.v) = {((2 + smv)cos w, (2 + sinv) sin . v + cos v)

O<u<gdm; 0<v<2m

CURVAS RETICULARES
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Ejemplo superficie paramétrica

% = cos(t) sin{u), y = sint) sin{u), z = cos(u)

x = (7+2 cos(v)) cos(u), y = (7+2 cos(v)) sin(u), z = 2 sin(v)
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Ejemplo superficie paramétrica

x=(ucosi). y = (usiny). z=v x= (U cos(y), y = (u sin(v), 2 =v

R
BT
ity

-
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Ejemplo superficie paramétrica

® =Xy = (sin(x) cos(v)). z = (sin(x) sinv))

AMII Unidad 4B

X = (24sin(v)) cos(u). y = (2+sin(v)) sin(u), z = u+cos(v)
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Pa

Icie paramétrica

Ejemplo superf

= z=u2v

uy

oz =us2v

uy
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Ejemplo superficie paramétrica

f(t.r)=(r cos(t).r senft).r’) texlteyadogd
i y)=(y.

08 ek Sl
S LD NSNSl
s “ TSR A
B 04 W ‘:‘.‘\‘,- VRGNS OS fea i
O PR o

r1(t,s) = (scos(t),ssen(t),s?), 0<t<2m 0<s<1;

ra2(z,y) = (z,y, 22 +9%), -1<2z<Li—V1-22<y<y1-a2
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Ejemplos

1) Dé una parametrizacién del plano que pasa por el punto P(0,0,1) y
esta generado por los vectores u = (1,1,0) y v = (0,1, 1).
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Ejemplos

1) Dé una parametrizacién del plano que pasa por el punto P(0,0,1) y
esta generado por los vectores u = (1,1,0) y v = (0,1, 1).
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Ejemplos

1) Dé una parametrizacién del plano que pasa por el punto P(0,0,1) y
esta generado por los vectores u = (1,1,0) y v = (0,1, 1).

AMII

(s,t) = (0,0,1) 4+ s(1,1,0) +¢(0,1,1), (s,t) € R%
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Ejemplos

2) Dé una parametrizacion del triangulo con vértices (2,0,0), (0,4,8) y
(0,0,8):
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Ejemplos

2) Dé una parametrizacién del triangulo con

(0,0, 8):

AMII

0 - e
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Ejemplos

2) Dé una parametrizacion del triangulo con vértices (2,0,0), (0,4,8) y
0,0,8):

r(z,h) = (x,h(4—22),8 —4x), 0<z<2,0<h <1
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Ejemplos

3) Dé una representacion paramétrica de la superficie S que es la esfera
con centro en el origen de coordenadas y radio 3.
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Ejemplos

3) Dé una representacion paramétrica de la superficie S que es la esfera
con centro en el origen de coordenadas y radio 3.

r(0,¢) = (3cosfsen¢,3senfsen,3cosgp), 0<60<2mw, 0<¢<m.

Observar que cuando ¢ =0, r(0, ¢) = (0,0, 3) para todo 6 € [0, 27].
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Ejemplos

Dé una representacion paramétrica de la superficie S que es la parte del
cilindro 22 4+ 22 =4 entrey =0y y = 1.

x=(2cos(v). y =y, z=1(2sin{v)
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Ejemplos

Dé una representacion paramétrica de la superficie S que es la parte del
cilindro 22 4+ 22 =4 entrey =0y y = 1.

x=(2cos(v). y =y, z=1(2sin{v)

Solucién: r(6,y) = (2cosf,y,2senf), 0 <0 <27, 0 <y <1.
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Ejemplos

i Cémo parametrizamos una superficie S que es el grafico de una funcién f
de dos variables?

eyt foey)
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Ejemplos

i Cémo parametrizamos una superficie S que es el grafico de una funcién f
de dos variables?

eyt foey)

Solucién: r(z,y) = (z,y, f(x,y)), (x,y) € D(f).
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Ejercicios del TP4B

1. Ejercicios tomados de Geometria Analitica: repaso. Dadas las
siguientes representaciones vectoriales paramétricas de superficies,
identifique para cada caso de qué superficie cuadrica se trata, a partir
de la eliminacién de los parametros que las describen.

a) (o) r(B,t) = (2tch B,8tsh 3,t?). Es decir:

xr=2tchp
y = 8tsh 3 t>0;8 €R.
z = t?

c¢) (r) r(a,t) = (4t cos a, Ttsen a, t2). Es decir:
r =4tcosa

y = Ttsen« t>0;a € 0,27].
z=1t2
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Ejercicios del TP4B

2. Determine una parametrizacién para la superficie. (Hay mas de una
manera correcta de hacerlo.)

a) (o) Porcion del paraboloide z = 22 + y? tal que z < 4.

/2 2
¢) (r) Cono truncado: parte del cono z = x;y entre los planos z =0
y z=3.

e) (r) Region esférica: parte “inferior” de la esfera 22 + y? + 22 =9
cortada por z = ++/x2 + 32

g) (o) Plano inclinado dentro de un cilindro: porcién del plano
2+ 1y + z =1 dentro del cilindro 2 + 3% = 9.
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Superficies suaves

Definicién

Una superficie S parametrizada por r(u,v) = (f(u,v), g(u,v), h(u,v)),
(u,v) € R, es suave si r,, y r,, son continuas y r, X r, # 0 en R.

Observacién: Si se parametriza un cono SIN VERTICE o un tronco de
cono mediante r(r,t) = (rcost,rsent,r), 0 <t <27, 6 <r < R para
algiin § > 0, se tiene una superficie suave. La misma parametrizacién, pero
con 0 < r < R, refleja un cono (con su vértice) y no es una superficie
suave.
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Area de una superficie suave dada paramétricamente

Definicién (Area de una superficie suave parametrizada)

Dada la superficie suave S parametrizada por r : R — R3, se define el area

de S por
A= // ||lry X ryl|dudo.
R
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Area de una superficie suave dada paramétricamente

Definicién (Area de una superficie suave parametrizada)

Dada la superficie suave S parametrizada por r : R — R3, se define el area

de S por
A= // ||lry X ryl|dudo.
R

Observacidon 1: el area de una superficie es independiente de la
parametrizacién que se haga de la misma. (Sin demostracion.)
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Area de una superficie suave dada paramétricamente

Definicién (Area de una superficie suave parametrizada)

Dada la superficie suave S parametrizada por r : R — R3, se define el area

de S por
A= // Ity X ry|du dv.
R

Observacidon 1: el area de una superficie es independiente de la
parametrizacién que se haga de la misma. (Sin demostracion.)
Observacién 2: en el caso de un cono, por ejemplo, se puede calcular el
area planteando una integral impropia.

AMII Unidad 4B 2026 21 /72



Justificacién de la definicion de area de una superficie
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Justificacién de la definicion de area de una superficie
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Justificacién de la definicion de area de una superficie

Py Avr,

Py Ty 5
Cru=1 Aur, G

N I Ty
/ Aoy,
Civ=1y x ¥
y

. r(ug + Au,vg) — r(ug, vg
R e

r(ug + Au,vg) — r(ug, vo) = ry(ug, vo)Au

AMII Unidad 4B 2026 22 /72



Justificacién de la definicion de area de una superficie

Py Avr,

/"
Py Ty 5
. 7 X Cru=1 Aur, G

w :: vy + Av J\ I7 /C1
Aay,,
/ Aoy,
Civ=1y x ¥
y

X

N

. r(ug + Au,vg) — r(ug, vg
R e

r(ug + Au,vg) — r(ug, vo) = ry(ug, vo)Au

|Aur,, x Avr,|| = ||ry, X ry||AuAv,
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Justificacién de la definicion de area de una superficie

Py Avr,

Py Ty 5
Cyru=1 Aur, Gy

w5+ A J\ :7, / / E
Aay,,
/ Aoy,
Civ=1y x ¥
y

. r(ug + Au,vg) — r(ug, vg
R e

r(ug + Au,vg) — r(ug, vo) = ry(ug, vo)Au

|Aur,, x Avr,|| = ||ry, X ry||AuAv,

A ZZ T (ui, vj) X ry(ug, vy) || AuAv;.

i=1 j=1
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Justificacién de la definicion de area de una superficie

Py Avr,

Py Ty 5
Cyru=1 Aur, Gy

w5+ A J\ :7, / / E
Aay,,
/ Aoy,
Civ=1y x ¥
y

. r(ug + Au,vg) — r(ug, vg
R e

r(ug + Au,vg) — r(ug, vo) = ry(ug, vo)Au

|Aur,, x Avr,|| = ||ry, X ry||AuAv,

A~ ZZ |ru(ui, vj) X ry(ug, vj) || Au;Av;. A = // Ity X ryl|dudv
R

i=1 j=1
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Ejemplo

Plantee una integral para calcular el area de la superficie S que es la parte
del cilindro 22 + 22 =4 entre y = 0 y y = 1, parametrizada por
r(f,y) = (2cosf,y,2senf), 0 <0 <27, 0 <y < 1.
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Ejemplo

Plantee una integral para calcular el area de la superficie S que es la parte
del cilindro 22 + 22 =4 entre y = 0 y y = 1, parametrizada por
r(f,y) = (2cosf,y,2senf), 0 <0 <27, 0 <y < 1.

A= // Iy X ryl|dudv
R

rg = (—2sen6,0,2cosf), r, = (0,1,0),

rg X ry = (—2cos6,0,—2send), ||rg x ry| = 2.
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Ejemplo

Plantee una integral para calcular el area de la superficie S que es la parte
del cilindro 22 + 22 =4 entre y = 0 y y = 1, parametrizada por
r(f,y) = (2cosf,y,2senf), 0 <0 <27, 0 <y < 1.

A= // Iy X ryl|dudv
R

rg = (—2sen6,0,2cosf), r, = (0,1,0),

rg X ry = (—2cos6,0,—2send), ||rg x ry| = 2.

2 pl
A—/ / 2dydf = 4m.
0 0
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Ejercicios del TP4B

4. Calcule el area de la superficie dada por:

a) (o) la porcién del plano y + 2z = 2 dentro del cilindro 2 + 22 = 1

d) (o) La porcién inferior de la esfera 22 + y? + 22 = 9, cortada por el

cono z = /2 + y2.
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Ejercicios del TP4B

6. (o) Encuentre una ecuacién para el plano tangente al cilindro circular

11.

parametrizado por r(6, z) = (3sen(26),6sen?6,2), 0 < < 7, en el
punto P0(3§, 9,0) correspondiente a (6, z) = (%,0): Agregue, si es
posible, una ecuacién para la recta normal a la superficie en el mismo
punto.

(o) Calcule el area de la procién del paraboloide z = 4 — 22 — 42 que

esta arriba del anillo 1 < 22 4 y? < 4 en el plano zy.
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Recorrido

@ Integrales de superficie de campos escalares y vectoriales

@ Integral de superficie de campos escalares
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Definiciéon

Definicién

Dados la superficie S C R3 parametrizada por r : R — R3 y el campo
escalar f definido en S, se define la integral de superficie de f sobre S por

//Sfda - //Rf(r(u,v))llru X 1y ||du dv,

siempre que exista la integral del segundo miembro.

Observacidn: la integral de superficie de un campo escalar es

independiente de la parametrizacién que se haga de la misma. (Sin
demostracion.)
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Justificacién

Si S esta parametrizada por r(u,v), (u,v) € R, tomamos una particién en
Ry

//s fdo= 2": i fr(us, v;))Acy;

i=1 j=1

=3 Fe(us, 0) Iru(ui, v;) X vy(ui, v) | Audv

i=1j=1

//Sfda - //Rﬂr(u,v))nru % 1| du dv.
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Ejemplo

Plantee una integral para calcular la masa de una capa delgada cortada del
cilindro 22 + 2% = 4 por los planos y = 0y y = 1 (superficie cilindrica),
sabiendo que la densidad en cada punto viene dada por é(x,y, 2).
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Ejemplo

Plantee una integral para calcular la masa de una capa delgada cortada del
cilindro 22 + 2% = 4 por los planos y = 0y y = 1 (superficie cilindrica),
sabiendo que la densidad en cada punto viene dada por é(x,y, 2).

r(0,y) = (2cosf,y,2senf), 0 <0 <27, 0 <y <1.

x=(2cos(vl). y =y, z=(2sinlv))

ro(6,y) x ry(0,y) = (—2cosh,0, —2send)
||I'9(9,y) X ry(gay)H =2

M= //S 5(z,y, 2)dA =
_ //Ra(r(u, V)|[ry % 1| du do

2w 1
= / / 5(2cosb,y,2send)2dydo.
o Jo
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Ejercicios del TP4B

12. Calcule la integral de la funcién f dada, sobre la superficie S indicada:
a) (o) f(x,y,z) =xsobre S:y=2%0<2<20<2<3.
d) (o) f(z,y,z) = zyz sobre la superficie del sélido rectangular cortado
en el primer octante por los planos x = a, y=by z =c.
@ Agregue planteos usando integrales apropiadas, para calcular valores
medios de las funciones anteriores sobre las superficies
correspondientes.

@ Ademas, si en algin caso se puede interpretar a la funcién f como la
densidad en cada punto de la superficie S, indique cémo se podrian
calcular la masa y las coordenadas del centro de masa de la placa
delgada.
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Recorrido

@ Integrales de superficie de campos escalares y vectoriales

@ Superficies orientadas
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Superficies no orientables

Ejemplos: cinta de Mdbius y botella de Klein.
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Definiciéon

Definicién

Una superficie suave S es orientable cuando es posible definir un campo
vectorial continuo n que a cada punto de S le asigna un vector normal
unitario.

Una superficie suave S esta orientada cuando se ha definido un tal campo
vectorial n sobre S.

Observacién: Una superficie que no es suave (como un cono con su
vértice, con las parametrizaciones usuales), no es una superficie
orientable. Pero una superficie suave, como un cono sin vértice, si puede
serlo.
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Definiciéon

Definicién

Una superficie suave por partes se llama cerrada cuando es la frontera de
un sélido y separa el espacio en dos regiones: la “interior”, que es acotada, y
la “exterior’, que es no acotada.

Una superficie suave cerrada esta orientada positivamente si el vector
normal en cada punto de S apunta hacia fuera de S. Si es suave por
partes, podemos extender esta idea.
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Ejemplo

Las siguientes son superficies suaves por partes y orientables:

AMII
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Recorrido

@ Integrales de superficie de campos escalares y vectoriales

@ Integral de superficie de campos vectoriales
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Integral de superficie de campos vectoriales

El flujo de un campo vectorial F definido en R3 a través de una superficie
orientada S en la direccién de n es // F - ndo.
S

A Flujo://F‘nda:
_ ’—-N,,F
// u X v vy x ryl|dudv
‘ru |
/ / // (ry X ry)dudv.

Notacién: si la superficie S es cerrada, se suele anotar # F - ndo.
s

=
"

x
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Ejemplo

Halle el flujo del campo vectorial dado por F(z,y,2) = (y,x, z) a través de
la superficie S que es la parte del cilindro 2 + 22 = 4 entre los planos
y=0yy =1, en la direccién que se aleja del eje y.

AMII
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Ejemplo

Halle el flujo del campo vectorial dado por F(z,y, z) = (y,x, z) a través de la
superficie S que es la parte del cilindro 22 4+ 22 = 4 entre los planos y =0y y = 1,

en la direccién que se aleja del eje y.
// F - -ndo =7
s

r(0,y) = (2cosf,y,2senf), 0 <0 <27, 0 <y <1.

ro = (—2senf,0,2cos0), r, = (0,1,0)

7 rg X ry = (—2cos6,0, —2send)

Elijo 8 =0y y = 0. Alli: r(0,0) = (2,0,0) y (rg x ry)(0,0) = (—2,0,0), hacia el
ejey.

2 pl
// F - ndo = / / (y,2cos6,2senb) - (2cosh,0,2send)dy dd
s o Jo

2 1
= / / (2y cos @ + 4sen? 0)dy df = 4.
o Jo
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Ejemplos graficos
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Ejemplo

Hallar el flujo del campo vectorial F(z,y, z) = (x,y, z) hacia fuera a través
de la esfera 22 + 4% + 22 = a?, a > 0.
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Ejemplo

Hallar el flujo del campo vectorial F(z,y, z) = (x,y, z) hacia fuera a través
de la esfera 22 + 4% + 22 = a?, a > 0.

r(0,¢) = (acosfsen¢p,asenfsenp,acosp), 0 <0 <2m, 0< ¢ <.

fluyo—#F nds—/%/ - (rg X 15)(0, &) dop O

(rg x1y)(0,0) = (—a? cos B sen? ¢, —a? sen f sen” ¢, —a? sen ¢ cos P)

Parad =0y ¢ =7%:r(0,5) = (a,0,0) y (rg x 14)(0,%) = (—a?,0,0).
Apunta hacia el origen: cambio el sentido.

or r [ acosfsen¢ a2 cos O sen? ¢
flujo —/ / asenfseng | -| a?senfsen?s | dodd = 4a’r.
o Jo

a Ccos ¢ a®sen ¢ cos ¢
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Observacién

Si el flujo de F a través de S es k, jnecesariamente el flujo a través de una

superficie S1 que es una parte de S con exactamente la mitad de area que
S esk/2?

AMII
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Ejercicios del TP4B

15.

a)

d)

Utilice una parametrizacién para determinar el flujo // F -ndo del
- A S .,
campo vectorial F a través de la superficie S en la direccién dada.

(o) F(z,y,2) = (z,y, 2) a través de la superficie S que es la parte del
cilindro

22 + y? =1 cortada por los planos z =0y z = 1, en la direccién que
se aleja del eje 2. Realice un esbozo de la superficie y del campo
vectorial, interpretando el valor obtenido.

(o) F(x,y,2) = (22,2, —32) a través de la superficie del cilindro

2z =4 —y? cortado por los planos z =0, 2 =1y z = 0 en la direccién
que se aleja del eje z.

(o) F(z,y,2z) = (0,0, z) a través de la porcion de esfera en el primer
octante z2 4 y? 4 22 = a?, para cierto a > 0, en la direccién que se
aleja del origen.
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Ejercicios del TP4B

18.

a)

b)

(r) Sea F : R? — R3 el campo vectorial dado por

F(z,y,z) = (zy,yz, zx).

Calcule el flujo de F a lo largo de la circunferencia con centro en el
origen de coordenadas y radio 1, incluida en el plano z = 0, orientada
positivamente vista desde el semieje z positivo.

Indique, justificando su respuesta, si F es o no conservativo en R3.

c) Caletde Plantee una integral para calcular el flujo de F a través de la

porcién del paraboloide de ecuacién z = 1 — 22 — y? que esta por
arriba del plano z = 0, en la direccién que se aleja del origen de
coordenadas.

Calcule el flujo de V x F a través de a porcion del paraboloide de
ecuacién z = 1 — 22 — y? que esta por arriba del plano z = 0, en la
direccién que se aleja del origen de coordenadas.

Observe si hay alguna relacién entre algunos de los resultados
obtenidos. Vuelva a este ejercicio luego de haber visto el

Teorema de Stokes.
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Recorrido

© Teoremas de Stokes y de la divergencia de Gauss
@ Teorema de Stokes
@ Teorema de la divergencia de Gauss
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@ Integrales de superficie de campos escalares y vectoriales
@ Superficies paramétricas y sus areas
@ Integral de superficie de campos escalares
@ Superficies orientadas
@ Integral de superficie de campos vectoriales

© Teoremas de Stokes y de la divergencia de Gauss
@ Teorema de Stokes

@ Teorema de la divergencia de Gauss
© Interpretacion de rotor y divergencia
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Teoremas de Stokes y de Gauss

Enunciados por Thomas. Demostracién del Teorema de Stokes, por

Stewart.
Teorema de Stokes: se ofrece un video con una prueba del mismo en

https://www.youtube.com/watch?v=aalgkbqjCSg
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Teorema de Stokes: 1850

GEORGE GABRIEL STOKES
(1819-1903)
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Teorema de Stokes: DEMOSTRAR mas adelante

Teorema
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Teorema de Stokes: DEMOSTRAR mas adelante

Teorema

Sea S una superficie orientada, suave por partes, que tiene como “frontera”
una curva suave por partes, C.
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Teorema de Stokes: DEMOSTRAR mas adelante

Teorema

Sea S una superficie orientada, suave por partes, que tiene como “frontera”
una curva suave por partes, C. Sea ¥ = (M, N, P) un campo vectorial
cuyas componentes tienen derivadas parciales de primer orden continuas
sobre una region abierta que contiene a S.
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Teorema de Stokes: DEMOSTRAR mas adelante

Teorema

Sea S una superficie orientada, suave por partes, que tiene como “frontera”
una curva suave por partes, C. Sea ¥ = (M, N, P) un campo vectorial
cuyas componentes tienen derivadas parciales de primer orden continuas
sobre una regién abierta que contiene a S. Entonces la circulacién de F a
lo largo de C' en la direccion antihoraria con respecto al vector unitario
normal a la superficie, n, es:

%F-dr://VxF-nda.
C S
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Teorema de Stokes: DEMOSTRAR mas adelante

Teorema

Sea S una superficie orientada, suave por partes, que tiene como “frontera”
una curva suave por partes, C. Sea ¥ = (M, N, P) un campo vectorial
cuyas componentes tienen derivadas parciales de primer orden continuas
sobre una regién abierta que contiene a S. Entonces la circulacién de F a
lo largo de C' en la direccion antihoraria con respecto al vector unitario
normal a la superficie, n, es:
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C S
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Teorema de Stokes: DEMOSTRAR mas adelante

Teorema

Sea S una superficie orientada, suave por partes, que tiene como “frontera”
una curva suave por partes, C. Sea ¥ = (M, N, P) un campo vectorial
cuyas componentes tienen derivadas parciales de primer orden continuas
sobre una regién abierta que contiene a S. Entonces la circulacién de F a
lo largo de C' en la direccion antihoraria con respecto al vector unitario
normal a la superficie, n, es:

%F-dr://VxF-nda.
C S

OO
gcf

OO

N
2 superficies con agujeros
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Ejemplo

Sea C' la curva interseccion de las superficies dadas por y +2 =2y
22 + 9% = 1 orientada positivamente si se mira desde “arriba”. Sea

F(z,y,2) = (—y?%, x,2%). Plantee una integral para calcular la circulacién
de F a lo largo de la curva C.

Solucién: ,
circ = 95 F.dr = / F(r(t)) - r'(t)dt
C a
icirc = // V xF-ndo ? jhipétesis?
S
AMII Unidad 4B 2026
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Ejemplo

Sea C' la curva interseccion de las superficies dadas por y +2 =2y
22 + y? = 1 orientada positivamente si se mira desde “arriba”

. Sea

F(z,y,2) = (—y?%, x,2%). Plantee una integral para calcular la circulacién

de F a lo largo de la curva C.
Solucién:

circ = ych dr = /abF(r(t)) -1 (t)dt

icirc = / V xF-ndo ? jhipétesis?
S

r(r,t) = (rcost,rsent,2 —rsent), 0 <r <1, 0<t<27

(V x F)(z,y,z) =(0,0,1+ 2y)

2m
C|rc—/ / (0,0,1+4 2rsent)- (0,—r,r)drdt=m

AMII Unidad 4B

2026

50 / 72



Ejercicios del TP4B

19. Utilice el teorema de Stokes para calcular la circulacién de F a lo largo
de la curva C mediante la integral de superficie correspondiente.
a) (o) F = (22,22,2%) y C: la elipse 422 + y? = 4 en el plano zy, en
sentido antihorario.
b) (o) F = (2y,3x,—2%) y C: la circunferencia 2% + 3% = 9 en el plano
xy, en sentido antihorario.

21. Calcule el flujo del rotacional a través de la superficie S en la direccién

del vector unitario normal exterior n, // V x F - ndo en cada caso:
S

a) (o) F = (2z,32,5y) y S: r(r,0) = (rcos0)i+ (rsenf)j+ (4 — r?)k,
con0<r<2y0<6<2nr.
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Teorema: criterio de componentes para campos
conservativos (Revision)

Teorema

Sea ¥ = (M, N, P) un campo vectorial definido en un dominio abierto
conexo D, cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales de
primer orden continuas. Entonces:

© Si F es conservativo en D, entonces rotF = 0.

@ Si D es simplemente conexo y rotF = 0 en D, entonces F es
conservativo en D.

1 Supongamos que F es conservativo. Entonces es el gradiente de
alguna funcién potencial f. Ya lo hemos demostrado, probando que
rot F = 0 componente a componente.
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Teorema: criterio de componentes para campos
conservativos

Teorema

Sea ¥ = (M, N, P) un campo vectorial definido en un dominio conexo D,

cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales de primer orden
continuas. Entonces:

© Si F es conservativo en D, entonces rotF = 0.

@ Si D es simplemente conexo y rotF = 0 en D, entonces F es
conservativo en D.

2 Supongamos que D es abierto, conexo y simplemente conexo y
rotF =0en D.
Aplicando un teorema de Topologia, dado que D es simplemente
conexa, se puede asegurar que existe una superficie S en D que tiene
como “frontera” a la curva C. Asi:

%F-dr://VxF.ndozo.
C S
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Comparar teoremas de Green y Stokes

%F Tds—// (M—W>dscdy; %F-ndo—/ V X F -ndo.
Ox c s

( P

cf;ﬁ-dr:”wxﬁ)-kd.q jlzﬁ = J(VXF) nds
e .

AMII Unidad 4B 2026 54 / 72



Recorrido

© Teoremas de Stokes y de la divergencia de Gauss

@ Teorema de la divergencia de Gauss
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Teorema de la divergencia de Gauss

Joseph-Louis (Giuseppe Luigi),
comte de Lagrange

Born Giuseppe Lodovico

Lagrangia

25 January 1736

Turin, Piedmont-Sardinia

Died 10 April 1813 (aged 77)
Paris, France

Lagrange 1762

AMII

Johann Carl Friedrich Gauss

). painted by

Carl Friedrich Gauf (1777-
Christian Albrecht Jensen
Born Johann Carl Friedrich Gauss
30 April 1777

Brunswick, Duchy of
Brunswick-Wolfenbattel,
Holy Roman Empire

Died 23 February 1855 (aged 77)
Gattingen, Kingdom of
Hanover
Gauss 1813
Unidad 4B

Mikhail Ostrogradsky

Mikhail Vasilyevich Ostrogradsky

Born  September 24, 1801
Pashennaya

Died January 1, 1862 (aged 60)
Poltava

Ostrogradsky 1826

2026
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Teorema de la divergencia de Gauss

Teorema

Sea S una superifice cerrada positivamente orientada, suave por partes, sea
D Ia region sélida encerrada por S y sea ¥ = (M, N, P) un campo
vectorial cuyas componentes tienen primeras derivadas paciales continuas
en una region abierta que contiene a S. Entonces el flujo de F' a través

hacia fuera de S es:
#F-ndaz/// V -FdV.
S D

SIN DEMOSTRAR
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Comparar teoremas de Green y Gauss

%F nds-// <W+8N>dxdy; #F-nda:// V -FdV.
S D

ER
AN
.
]

=
1

ﬂ .

.
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Teorema de la divergencia en otras regiones

El Teorema de la divergencia de Gauss puede aplicarse a regiones mas
generales, en particular, a regiones con agujeros. Supongamos que D es la

region del espacio entre las superficies esféricas Sy y S1, como se ve en la
imagen siguiente:

Figura: Aplicacién del Teorema de la divergencia a regiones con agujeros

Las superficies S1 y S2 se orientan de manera conveniente.
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Ejercicios del TP4B

29. Use el teorema de la divergencia para calcular el flujo de F hacia
afuera de la superficie S frontera de D, siendo

a) (o) F=(y—=x,z—y,y—x)y D el cubo acotado por los planos
r==1,y==1, z==1.

b) (o) F = (622 + 2xy)i+ (2y + 2%2)j + (42%y>)k y D la regién cerrada
en el primer octante cortada por 2 + %> =4 y el plano z = 3.
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Ejercicio 2 del examen final 04/12/2025. Plantear.

Sea S la superficie definida por S = {(z,y, 2) : 2> + 2 =4, z > 0}, sea Sy
la superficie que es la parte de S comprendida entre los planos y =0y
y =2, y sea el punto P(1,0).

a) ay) Defina una funcién f(z,y) tal que su grafica sea la superficie S.

as) Determine y represente graficamente el dominio de f; indique, ademas,
cuél es su imagen.

az) Calcule el gradiente de f en P.

b) Halle las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a la
superficie S en el punto (1,0, 3), si es que existen; en caso contrario,
justifique.

¢) Halle la masa del sélido F, encerrado por la superficie Sy, y el plano
z =0, si la densidad en cada punto esta dada por §(z,y,2) =z + .

d) Plantee una integral que permita calcular el area de la superficie S;.

e) Sea F(z,y,2) = (x,y, 2).
e1) Halle el flujo de F a lo largo de la curva frontera de Si, en sentido

antihorario visto desde el semieje positivo z.
e2) Halle el flujo de F a través de la frontera del sélido £/, comprendido

bajo S1, sobre el plano z = 0 y entre los planos y= 0y y =2.
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Recorrido

© Interpretacion de rotor y divergencia
@ Interpretacion del rotacional de un campo vectorial en R?
@ Interpretacion de la divergencia de un campo vectorial
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Recorrido

© Interpretacion de rotor y divergencia
@ Interpretacion del rotacional de un campo vectorial en R?
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Interpretacién del rotor.
Sean un punto Q) € R; un disco pequefio, S, con centro en ; C, la curva

frontera de S positivamente orientada con respecto a n, un vector unitario
normal a S.
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Interpretacién del rotor.

Sean un punto Q) € R; un disco pequefio, S, con centro en ; C, la curva

frontera de S positivamente orientada con respecto a n, un vector unitario
normal a S. El Teorema de Stokes establece que
z

%F-dr://VxF-nda
c s

cuando C' esta orientada positivamente con

respecto a la orientacién dada por n a S.
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Interpretacién del rotor.

Sean un punto Q) € R; un disco pequefio, S, con centro en ; C, la curva
frontera de S positivamente orientada con respecto a n, un vector unitario
normal a S. El Teorema de Stokes establece que

%F-dr://VxF-nda
C S

cuando C' esta orientada positivamente con

$ respecto a la orientacién dada por n a S.

¢ Por ser continuas las derivadas parciales de
primer orden de las componentes de F,

Y V x F es un campo vectorial continuo en R

y, en particular, es continuo en el disco S'y
en la curva frontera, C.

z
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Interpretacion del rotor.

Sean un punto Q) € R; un disco pequefio, S, con centro en ; C, la curva
frontera de S positivamente orientada con respecto a n, un vector unitario
normal a S. El Teorema de Stokes establece que

%Fdrz//VxF-nda
C S

cuando C' esta orientada positivamente con
respecto a la orientacién dada por n a S.
Por ser continuas las derivadas parciales de
primer orden de las componentes de F,

Y V x F es un campo vectorial continuo en R
y, en particular, es continuo en el disco S'y

en la curva frontera, C.
Si consideramos que V x F' es practicamente constante en S, entonces

§1§F-dr://VxF~nd0vaV><F-nA(S).
c s
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Interpretacién del rotor.

7§F-dr://VxF~nda%VxF-nA(S).
c s

Si hacemos esto para distintos discos de igual area, con centro en (Q, vemos
que la circulacién a lo largo de la frontera de cada disco sera maxima
cuando n sea paralelo a V x F: luego V x F indica la direccién n normal
al plano de la curva C' que da la maxima circulacién de F en el punto Q.

— RotF «——__

— AN

e

p—— g
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Recorrido

© Interpretacion de rotor y divergencia

@ Interpretacion de la divergencia de un campo vectorial
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Interpretacién de la divergencia de F

Sean un punto Q € R; W, una bola de radio
pequefio con centro en (), incluida en el
dominio de F; S, la frontera de Wy V, el
volumen de . Segin el Teorema de la
divergencia:

#F-nda:// V-Fav,
. y s w

si S esta positivamente orientada (hacia fuera).

o F = = DA
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Interpretacion de la divergencia de F

Sean un punto Q € R; W, una bola de radio
pequefio con centro en (), incluida en el
dominio de F; S, la frontera de Wy V, el
volumen de W. Segiin el Teorema de la
divergencia:

#F‘nda:// V- -FdV,
S %%

si S esta positivamente orientada (hacia fuera).Por ser continuas las
derivadas parciales de primer orden de las componentes de F, V - F es un
campo escalar continuo en R. Si consideramos que es practicamente
constante en W, entonces

ﬁgF-nda:///WV-FdV% (V- F)(Q)V(W)
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Interpretacién de la divergencia de F

#gF-ndo://WV-FdV% (V- F)Q)V (W)

Fuente: div F (xy, yy) > 0 Sumidero: div F (xg. yy) < 0
Un gas en expansién Un gas en compresion
enel pun‘rr (xp, Yo)- en el punto [xg, Yo)-

2N 2

AMII Unidad 4B 2026

68 / 72



Interpretacién de la divergencia de F

#gF-nda://WV-FdV%(V-F)(Q)V(W)

Fuente: div F (xy, yp) = 0 Sumidero: div F (xg. yy) < 0
Un gas en expansién Un gas en compresion
en el punto (xp, ¥p). en el punto (xy, yo)-

N N
7N 2

La divergencia en el punto @ es la tasa de flujo neto hacia fuera en @ por
unidad de volumen.

Asi, si divF(Q) > 0, el punto @ se llama fuente ya que el flujo neto
alrededor de @ es positivo; si div F(Q) < 0, @ se llama sumidero para F.
Si divF(Q) = 0 en todo R?, entonces F se llama solenoidal y, si es un

campo de velocidades de un fluido, decimos que el fluido es incompresible.,
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Interpretacién: ejemplos

Supongamos que F es la velocidad de un gas que fluye en el espacio, para
los siguientes casos:

Rotacion: F(z,y, z) = (—y,z,0).

(VxF)(x,y,2) =(0,0,2) =2k; (V- -F)(x,y,2) =0.

I
i

3 -
U T D L
2 e =
1 ———
—_— =
0 T T e T g
LN — T
1 L = T
2 —_—
=
3 T T T
e % < o e Vs
4 = -
=
4
2 ; 5
2 0
4 5
Rotacion
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Interpretacién: ejemplos
Yy T
— 0).
x4y a2 4y )
(v X F)(‘T?yv Z) = (07 070)7 (v ’ F)(as,y,z) = 0.
D= {(:U,y,z) e R3: 2% + 42 75()}, es R? sin el eje z

D es abierto y conexo pero no es simplemente conexo.

Remolino: F(z,y,2) = (

Remolino
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Interpretacién: ejemplos

Expansion o compresién uniforme: F(z,y, z) = (cx, cy, cz).

(VxF)(z,y,z) =(0,0,0); (V-F)(z,y,z) = 3c.

Expansion
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Interpretacién: ejemplos

Corte: F(z,y,2) = (0, 2,0).
(VxF)(z,y,z) =(—1,0,0); (V-F)(z,y,z) =0.

2
15
1
05

0

)

Flujo cortante
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