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Álgebra Lineal

Pablo Ochoa

Facultad de Ingenieŕıa
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Independencia lineal
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Conexión entre ecuaciones diferenciales y autovalores

Recordemos la ecuación diferencial de segundo orden para el sistema
masa-resorte:

my ′′(t) + by ′(t) + ky(t) = 0.

Realizando el cambio de variables x = y ′, se obtiene el sistema:{
y ′ = x

x ′ = − k
my − b

mx .

Este es un sistema plano de ecuaciones diferenciales, que puede escribirse
en la forma:

X ′(t) = AX (t),

donde

X (t) =

[
y(t)
x(t)

]
, A =

[
0 1

− k
m − b

m

]
.
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Sea v un vector propio de A con valor propio λ. Entonces, la función
vectorial

X (t) = eλtv

es solución del sistema anterior, ya que

X ′(t) = λeλtv = eλt(λv) = eλt(Av) = A(eλtv) = AX (t).
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Teorema (forma canónica de Jordan)

Sea A una matriz real n × n. Existe una matriz M inversible tal que

MAM−1 = J =

J1
. . .

Jk


donde Ji son matrices cuadradas y tiene la forma

(i)


λ 1

λ 1
. . .

. . .

. . . 1
λ

 (ii)


C2 I2

C2 I2
. . .

. . .

. . . I2
C2


con

C2 =

(
α β
−β α

)
, I2 =

(
1 0
0 1

)
.
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Algoritmo para encontrar M y J

Sea
δk = dim ker (A− λI )k .

Encontrar una base
{
v
(1)
j

}δ1

j=1
de ker (A− λI ).

Si δ2 > δ1, elegir una nueva base
{
V

(1)
j

}δ1

j=1
de ker (A− λI ) tal que

(A− λI )v
(2)
j = V

(1)
j

tenga δ2 − δ1 soluciones linealmente independientes v
(2)
j ,

j = 1, ..., δ2 − δ1.Entonces{
v
(2)
j

}δ2

j=1
=

{
V

(1)
j

}δ1

j=1
∪
{
v
(2)
j

}δ2−δ1

j=1

es la base buscada para ker (A− λI )2.
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Algoritmo para encontrar M y J

Si δ3 > δ2, elegir una nueva base
{
V

(2)
j

}δ2

j=1
de ker (A− λI )2 con

V
(2)
j ∈ span

{
v
(2)
j

}δ2−δ1

j=1
, j = 1, ..., δ2 − δ1, tal que

(A− λI )v
(3)
j = V

(2)
j

tenga δ3 − δ2 soluciones linealmente independientes v
(3)
j ,

j = 1, ..., δ3 − δ2.

Si para j = 1, ..., δ2 − δ1,

V
(2)
j =

δ2−δ1∑
i=1

civ
(2)
i ,

tomamos

V̂
(1)
j =

δ2−δ1∑
i=1

ciV
(1)
i

y V̂
(1)
j = V

(1)
j , para j = δ2 − δ1 + 1, ..., δ1.
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Algoritmo para encontrar M y J

Luego, {
v
(3)
j

}δ3

j=1
=

{
V̂

(1)
j

}δ1

j=1
∪
{
V

(2)
j

}δ2−δ1

j=1
∪
{
v
(3)
j

}δ3−δ2

j=1

es una base para ker (A− λI )3.

Continuamos este proceso hasta llegar a δk = n y obtener una base{
v
(n)
j

}n

j=1
de Rn. La matriz M es

M = [v
(n)
1 · · · v (n)n ].
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Encuentre una base de R3 tal que la matriz

A =

2 1 0
0 2 0
0 −1 2


se reduce a su forma canónica.

ı́dem al anterior, pero para

A =


0 −1 −2 −1
1 2 1 1
0 0 1 0
0 0 1 1

 y B =


0 −2 −1 −1
1 2 1 1
0 1 1 0
0 0 0 1


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