UNIDAD 4: Ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO)
Introduccién y EDO de primer orden

MATEMATICA PARA COMPUTACION
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@ Ecuaciones diferenciales: generalidades
Modelos matematicos
Clasificacién
Definiciones
PVIy PVF
Campos direccionales

® Resoluciéon de EDOs de primer orden
Variables separables
Ecuaciones lineales de primer orden
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Modelos: dinamica poblacional

Malthus 1798
P(t):

poblacién en el instante ¢

=
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Modelos: dinamica poblacional

Malthus 1798
P(t):

poblacién en el instante ¢

P'(t) = kP(t)
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Ejercicio de dinamica poblacional

P'(t) = kP(t)
Adapte este modelo a los siguientes escenarios:
@ Se agrega un crecimiento constante por inmigracion.
® Hay una tasa de natalidad y una tasa de mortalidad.
© La natalidad es proporcional a P, la mortalidad es proporcional a P2.

@ En una poblacién de peces que cumple las condiones presentadas en el
item 3, agregue una tasa constante de desaparicién por ser pescados.
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De Malthus a la Ecuaciéon Logistica

La ecuacién de Malthus suele fallar para valores grandes de ¢, debido a que

usualmente el crecimiento de la poblacién se estanca a causa de la
limitacion de recursos.



De Malthus a la Ecuaciéon Logistica

La ecuacién de Malthus suele fallar para valores grandes de ¢, debido a que
usualmente el crecimiento de la poblacién se estanca a causa de la
limitacién de recursos. Adaptemos el modelo: supongamos que en cierta
poblacién aislada, el nimero maximo de individuos que pueden vivir es K y
cambiemos la constante k& por una variable, que decrece linealmente a
medida que la poblacién P aumenta (debido a la competencia por
recursos): k(P) = a — bP, con a,b > 0.
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De Malthus a la Ecuaciéon Logistica

La ecuacién de Malthus suele fallar para valores grandes de ¢, debido a que
usualmente el crecimiento de la poblacién se estanca a causa de la
limitacién de recursos. Adaptemos el modelo: supongamos que en cierta
poblacién aislada, el nimero maximo de individuos que pueden vivir es K y
cambiemos la constante k& por una variable, que decrece linealmente a
medida que la poblacién P aumenta (debido a la competencia por
recursos): k(P) = a — bP, con a,b > 0.

@ Reemplace k por k(P) en la EDO de Malthus 22 = kP para obtener

la EDO de la dinamica logistica.
® Exprese la EDO obtenida en la forma estandar

‘il];—rp<1—£>, (1)

interpretando las constantes r y K en términos de a y b.

© Analice en la expresién (1) a qué tiende el valor de ¢ o 2 cuando P — 0
y a qué tiende & e 2 cuando P — K. Interprete estos valores como tasas
de crecimiento de la poblacion.
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Modelos: Ley del enfriamiento-calentamiento de Newton

T(t) : temperatura en el instante ¢

Ty, : temperatura del medio
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Modelos: Ley del enfriamiento-calentamiento de Newton

T(t) : temperatura en el instante ¢

Ty, : temperatura del medio
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Ejercicio sobre la Ley de enfriamiento-calentamiento de
Newton

Dadas la ecuacién
T'(t) = k(T(t) — T;n),

y el siguiente grafico de la funcién T.
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Modelos: movimiento libre no amortiguado en un sistema
masa-resorte

D¢
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Modelos: movimiento libre no amortiguado en un sistema

masa-resorte

: I
£l & l
______ = .
unstretched s
e 4
equilibrium X
position _L
mg—ks=0
motion
MC U4

? Fuerza recuperadora elastica

F, = ks = mg (médulos)

7% Segunda Ley de Newton:

F=ma=F,+P

mi = —k(s+x) +mg = —kx
mi(t) + kx(t) =0
i(t) + wx(t) = 0.
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Modelos: movimiento libre no amortiguado en un sistema
masa-resorte

Ecuacion del movimiento libre no amortiguado en un sistema masa-resorte.

? ? Fuerza recuperadora elastica
% Q;é F, = ks = mg (médulos)
I g I
§ -~ 5 1+5 Segunda Ley de Newton:
Sl =1
unstretched =3 1 F=ma=F,+P
|§i‘ . = |
S mi = —k(s+x) +mg = —kx
equilibrium X )
position @l mi(t) + kx(t) =0
mg—ks=0

.. 2 o
motion Z(t) + wz(t) = 0.
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Modelos: movimiento libre amortiguado en un sistema
masa-resorte

—_———
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Modelos: movimiento libre amortiguado en un sistema
masa-resorte

B > 0: constante de amortiguamiento.

mx = —kx — Bz
mi+ B+ kx=0
m F 4 2\ + w?e = 0
B

Ua R il {5



Modelos: movimiento libre amortiguado en un sistema
masa-resorte

Ecuacién del movimiento libre amortiguado en un sistema masa-resorte.

B > 0: constante de amortiguamiento.

mx = —kx — Bz
mi+ B+ kx=0
m F 4 2\ + wle = 0
B
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Modelos: movimiento forzado en un sistema masa-resorte
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Modelos: movimiento forzado en un sistema masa-resorte

ERAMAAAAA t{

f(t): fuerza externa.
mi=—kx— B+ f
mi(t) + Ba(t) + kx(t) = f(t)
E(t) + 203 (t) + w?z(t) = f(t)

U4 2026
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Modelos: movimiento forzado en un sistema masa-resorte

Ecuacién del movimiento forzado en un sistema masa-resorte.

f(t): fuerza externa.
mi=—kx— B+ f
mi(t) + Ba(t) + kx(t) = f(t)
E(t) + 203 (t) + w?z(t) = f(t)
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Aplicacion en Economia: modelo de Samuelson-Hicks
(comparable al modelo masa-resorte)

Y (t): ingreso total nacional; C(t): consumo; I(t): inversion; Go: gasto
publico.
Relaciones:

Y(t)=C(t)+1(t) +Go; C(t)=cY(t), 0<c<1.
Por otra parte:

Iy: Inversion auténoma constante; v > 0: mide cuanto capital se requiere
por unidad de aumento en la produccién. a > 0: Coeficiente de inercia o
retardo en el ajuste de capital. Asi: I(t) =Ip+vY(t) —aY(t).

Y(t)=cY(t)+To+vY(t) —aY(t)+ Gy
aY(t)—vY(t)+ (1 —e)Y(t) = Iy + Go.

T}
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Definiciéon

Definicién

Se llama ecuacion diferencial a la ecuacién que contiene derivadas de una o
mas funciones (variables dependientes) con respecto a una o mas variables
independientes.
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Recorrido

@ Ecuaciones diferenciales: generalidades

Clasificacién

Ua YD



Clasificacion

Por tipo: pueden ser ordinarias o pariciales.
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Clasificacion

Por tipo: pueden ser ordinarias o pariciales.

Por orden: orden de la mayor derivada presente.
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Clasificacion

Por tipo: pueden ser ordinarias o pariciales.
Por orden: orden de la mayor derivada presente.

Por linealidad: lineales o no lineales.
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Clasificacion

Por tipo: pueden ser ordinarias o pariciales.
Por orden: orden de la mayor derivada presente.

Por linealidad: lineales o no lineales.

d*y dy\?
— 45 =) —4dy=¢€"
a? " (dm) v=e
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Clasificacion

Por tipo: pueden ser ordinarias o pariciales.
Por orden: orden de la mayor derivada presente.

Por linealidad: lineales o no lineales.

dy [y’ .y dy 2
dx2+5<da:> —dy=e 7+cos(w)%—e y = sen”(x)
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Clasificacion

Por tipo: pueden ser ordinarias o pariciales.

Por orden: orden de la mayor derivada presente.

Por linealidad: lineales o no lineales.

d? dy\?>
y+5<y> — 4y =€*

dx? dx
d*y
prol Ssen(y) =0

2 d
CT’L‘g + Cos(ac)—y — ey = sen?(x)

dx

2026 16 / 50



Clasificacion

Por tipo: pueden ser ordinarias o pariciales.
Por orden: orden de la mayor derivada presente.

Por linealidad: lineales o no lineales.

2 du\ > d? d

dz? dx
d?y dy
+ - i
dx? ssen(y) =0 dz”?
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Clasificacion

Por tipo: pueden ser ordinarias o pariciales.
Por orden: orden de la mayor derivada presente.

Por linealidad: lineales o no lineales.

2 du\ > d? d

dz? dx
d?y dy
7 — —y=1
122 +5sen(y) =0 oY
dy dx
ar ar
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Clasificacion

Por tipo: pueden ser ordinarias o pariciales.
Por orden: orden de la mayor derivada presente.

Por linealidad: lineales o no lineales.

2 dy\* d? d
4y +5 (y) — 4y =¢€” —y—i-cos(x)—y — ey = sen?(x)

dx? dx dz? dz
d*y dy

_— = —_— = 1

72 Ssen(y) =0 oY

dy dx ou 0%u

—_— _— = _— = ki

at Tar =0 or "o
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Ejercicios del TP4

1. Determine si las siguientes ecuaciones diferenciales son o no lineales;
indique el orden; distinga variable dependiente y variable
independiente.

O (r—y)y —4xy + 5y = cosw. 40
dy 1 @ta—i—Q:t‘llnt.
de  y—ux @ 2z +y+1)y =1
9(m+1)§—i:—y+10. ® 2z+hz+1)y =1

O (1 —x)y" —4zy' + 5y = cosx.
24\ a\? @ oy — 3y’ + 6y = 0.
o (1) +5(3) ~w=c" @ cono — onr =2

O (y? + 1)dx = ysec? xdy.
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Recorrido

@ Ecuaciones diferenciales: generalidades

Definiciones
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Notacion

Solemos escribir las EDO de orden n asi:

d™y

-7 — / .. n—1
Tan flxyy, -y ).
Ejemplo:
y'(z) = z\/y(x)
——
f(=y)
dy
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Definiciones

Definicién
Se llama solucién explicita de una ecuacién diferencial en un intervalo I a
una funcién y (suficientemente derivable) que, al ser sustituida en la
ecuacion, satisface la ecuacién para todo = € I.
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Definiciones

Definicién

Se llama solucién explicita de una ecuacién diferencial en un intervalo I a
una funcién y (suficientemente derivable) que, al ser sustituida en la
ecuacion, satisface la ecuacién para todo = € I.

Una relaciéon G(z,y) = 0 es una solucién implicita de una ecuacién
diferencial en un intervalo I si ésta define una o mas soluciones explicitas
de la ecuacién en 1.
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Definiciones

Definicién

Se llama solucién explicita de una ecuacién diferencial en un intervalo I a
una funcién y (suficientemente derivable) que, al ser sustituida en la
ecuacion, satisface la ecuacién para todo = € I.

Una relaciéon G(z,y) = 0 es una solucién implicita de una ecuacién
diferencial en un intervalo I si ésta define una o mas soluciones explicitas
de la ecuacién en 1.

.

® La funcién y(z) = 3sen(x) es una solucién explicita de la ecuacién
diferencial 3" (x) = —y(z), en el intervalo (—o0, 00).

v
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Definiciones

Definicién

Se llama solucién explicita de una ecuacién diferencial en un intervalo I a
una funcién y (suficientemente derivable) que, al ser sustituida en la
ecuacion, satisface la ecuacién para todo = € I.

Una relaciéon G(z,y) = 0 es una solucién implicita de una ecuacién
diferencial en un intervalo I si ésta define una o mas soluciones explicitas
de la ecuacién en 1.

.

® La funcién y(z) = 3sen(x) es una solucién explicita de la ecuacién
diferencial 3" (x) = —y(z), en el intervalo (—o0, 00).

e 22 +y2=C, C >0, es una solucién implicita de = + yy/(z) = 0.

v
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Definiciones

Definicién

Dada una ED, una familia paramétrica de soluciones de la misma, es una

coleccion de soluciones de la ecuacién cuya expresion contiene uno o varios
parametros.
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Definiciones

Definicién

Dada una ED, una familia paramétrica de soluciones de la misma, es una
coleccion de soluciones de la ecuacién cuya expresion contiene uno o varios
parametros.

Una solucién particular de la ecuacién es un miembro de la familia que se
obtiene dando valores concretos a los parametros.
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Definiciones

Definicién
Dada una ED, una familia paramétrica de soluciones de la misma, es una
coleccion de soluciones de la ecuacién cuya expresion contiene uno o varios
parametros.

Una solucién particular de la ecuacién es un miembro de la familia que se
obtiene dando valores concretos a los parametros.

Una solucion singular de la ecuacién es una solucién que no es un miembro
de la familia paramétrica de soluciones.
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Definiciones

Definicién
Dada una ED, una familia paramétrica de soluciones de la misma, es una
coleccion de soluciones de la ecuacién cuya expresion contiene uno o varios
parametros.

Una solucién particular de la ecuacién es un miembro de la familia que se
obtiene dando valores concretos a los parametros.

Una solucion singular de la ecuacién es una solucién que no es un miembro
de la familia paramétrica de soluciones.

Una expresién de la solucion general de la ecuacién es una expresién
paramétrica tal que toda solucién de la ecuacién se pueda obtener a partir
de esta expresion dando valores apropiados a los parametros.
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Definiciones

Definicién
Dada una ED, una familia paramétrica de soluciones de la misma, es una
coleccion de soluciones de la ecuacién cuya expresion contiene uno o varios
parametros.

Una solucién particular de la ecuacién es un miembro de la familia que se
obtiene dando valores concretos a los parametros.

Una solucion singular de la ecuacién es una solucién que no es un miembro
de la familia paramétrica de soluciones.

Una expresién de la solucion general de la ecuacién es una expresién
paramétrica tal que toda solucién de la ecuacién se pueda obtener a partir
de esta expresion dando valores apropiados a los parametros.

Distinguir dominio de definicién de la funcién f en cuanto solucién y como
funcién.
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Ejercicio

Sea la EDO ¢/(z) = z\/y.
@ Verificar que la familia uniparamétrica
L o

y(x) = 1% te

es una familia de soluciones de la misma.
® ; Qué valores puede tomar el parametro c?
© ; Qué funcién constante es solucién de la ecuacién dada?
O Dicha solucién, jse puede encontrar dandole algin valor a ¢?

@ La ecuacion dada, jtiene solucién general?

Ua YD



Ejercicios del TP4

2. Compruebe que la funcién indicada es solucién explicita de la EDO
dada. Indique el intervalo de definicién I apropiado para cada solucién.
a) (0) 2y +y=0; y=e /2
b) (r) y +20y =24; y =6/5— 6/5e20%.
) (@) (y—a)y =y—x+8 y=r+4/x+2.
3. Compruebe que la funcién indicada es solucién implicita de la EDO
dada.
2y —1

a) (0)y' = (y—1)(1-2y); In e
b) (r) 2xy + (22 —y)y' = 0; —222%y + 4% = 1.
4. Compruebe que la familia de funciones indicada es solucién explicita

de la ecuacién diferencial dada. Indique el intervalo de definicién I
apropiado para cada solucion.

a) (0) y" — 4y + 4y = 0; y = Ae®® + Bae?*.
b) (r) 23y +22%y —ay +y=122% y= Az~! + Bx + CzInx + 422

Ua D



Recorrido

@ Ecuaciones diferenciales: generalidades

PVIy PVF
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Problemas con valores iniciales

Definicién (PVI)
Un PVI es un problema que consiste en encontrar una solucién y(z) de una
EDO de orden n, sujeto a condiciones prescritas, es decir, condiciones sobre
y(z) y/o sus derivadas.

A dichas condiciones prescritas que debe cumplir la funcién y(x) y/o sus
derivadas, se las llama condiciones iniciales.

Dada -

% = f(:E?y’y/a "'7y(n71))

Condiciones iniciales

y(zo) = Yo, ¥ (x0) = 1, .-, ¥V (20) = Yn_1

Ua YD



Problemas con valores iniciales

Definicién (PVI)
Un PVI es un problema que consiste en encontrar una solucién y(z) de una
EDO de orden n, sujeto a condiciones prescritas, es decir, condiciones sobre
y(z) y/o sus derivadas.

A dichas condiciones prescritas que debe cumplir la funcién y(x) y/o sus
derivadas, se las llama condiciones iniciales.

Dada -
ay / (n—1)
Ton = F @5y, )

Condiciones iniciales

y(zo) = Yo, ¥ (x0) = 1, .-, ¥V (20) = Yn_1

Ejemplo 1:
y'(x) = —y(z)
y(0) =1
y'(0) =0

Ua YD



PVI

Ejemplo 2: resolver los PVI
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PVI
Ejemplo 2: resolver los PVI

{ y'(x) = y() { y'(x) = y(z)

Que pase por el punto (1,-2)
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PVI
Ejemplo 2: resolver los PVI

{ y'(x) = y() { y'(x) = y(z)

Que pase por el punto (1,-2)
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PVI
Ejemplo 2: resolver los PVI

{ y'(x) = y() { y'(x) = y(z)

Que pase por el punto (1,-2)
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PVI
Ejemplo 2: resolver los PVI

{ y'(x) = y() { y'(x) = y(z)

Que pase por el punto (1,-2)

y(z) = ce”
yi(x) = 3e€”,
ya(z) = —Z e’
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PVI
Ejemplo 2: resolver los PVI

{ y'(x) = y() { y'(x) = y(z)

Que pase por el punto (1,-2)

y(z) = ce”
yl(w) - 3em’ ;
ya(z) = —Z e’

Soluciones de los dos PVI.

Ua YD



PVI

Ejemplo 3: PVI con mas de una solucién.
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PVI

Ejemplo 3: PVI con mas de una solucién.

{romy
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PVI

Ejemplo 3: PVI con mas de una solucién.

Lo 20

y(0) =0

Una familia uniparamétrica de soluciones de la EDO es

1
y(z) = 1x2 +ec.
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PVI

Ejemplo 3: PVI con mas de una solucién.

Una familia uniparamétrica de soluciones de la EDO es

1
y(z) = 1x2 +ec.

Ademas, la funcién constante y(z) = 0 es solucién singular de la misma
EDO.

Ua TS



PVI

Ejemplo 3: PVI con mas de una solucién.

Lo 20

y(0) =0

Una familia uniparamétrica de soluciones de la EDO es

1
y(z) = 1x2 +ec.

Ademas, la funcién constante y(z) = 0 es solucién singular de la misma
EDO.

Las dos soluciones del PVI:
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PVI

Ejemplo 3: PVI con mas de una solucién.

Una familia uniparamétrica de soluciones de la EDO es

1
y(z) = 1x2 +ec.

Ademas, la funcién constante y(z) = 0 es solucién singular de la misma
EDO.

Las dos soluciones del PVI:
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PVI

Ejemplo 3: PVI con mas de una solucién.

Lo 20

y(0) =0

Una familia uniparamétrica de soluciones de la EDO es

1
y(z) = 1x2 +ec.

Ademas, la funcién constante y(z) = 0 es solucién singular de la misma
EDO.

Las dos soluciones del PVI:
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Teorema
Problema con valor inicial de primer orden:

y, = f(a:,y)
{ y(0) = o (2)
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Teorema

Problema con valor inicial de primer orden:

y, = f(a:,y)
{ y(0) = o (2)

Teorema (Teorema de existencia y unicidad de solucién para PVI de

primer orden)

Sea R una regién rectangular en el plano xy definida pora < x < b,

¢ <y <d, ysea (xg,yo) un punto interiora R. Si f y g—i son cotinuas en
R, entonces existe un intervalo I = (o — h,xo + h), h > 0, contenido en
[a, b] y existe una anica funcion y definida en I que es solucién del

problema con valores iniciales (2).

Ua YD



Existencia y unicidad de solucién a un PVI lineal de orden n

Llamemos (3) al PVI

dny dn—l
(In(w)dliin'f‘an_l(l')m‘i‘+a0($)y:g({1}‘), (3)
y(@o) =yo, ¥(@0) =w1, -+, ¥ (w0) = Yn-1.

Teorema (Existencia y unicidad de solucién a un PVI lineal de orden n)

Sean ap(z), an—1(x), -, ap(x) y g(x) continuas en un intervalo I y sea
an(x) # 0 para toda x € I. Si xg es cualquier punto en I, entonces existe
una anica solucién del PVI (3) en 1.

Sin demostrar.
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Ejercicios del TP4

7. Determine los valores de los coeficientes que aparecen en la solucién
dada de la EDO en cada caso, para resolver el PVI o PVF, segin
corresponda:

a) (o) solucién y = Acosx + Bsenz de la ecuacién diferencial
y"” +y =0, con valores iniciales con y(0) = =1y ¢/(0) = 8.

¢) (o) solucion y = Acos(2x) + Bsen(2x) de la ecuacién diferencial
y" 4 4y = 0, con valores de frontera y(0) =0y y(§) = 3.
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2" (t) + 16z(t) = 0;
solucién general

Ua YD



Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2" (t) + 16z(t) = 0;
solucién general

x(t) = c1 cos(4t) + co sen(4t).

31 /50
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2" (t) + 16z(t) = 0;
solucién general

x(t) = c1 cos(4t) + co sen(4t).

31 /50
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2" (t) + 16z(t) = 0;
solucién general

x(t) = c1 cos(4t) + co sen(4t).

31 /50
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2" (t) + 16z(t) = 0;
solucién general

x(t) = c1 cos(4t) + co sen(4t).

31 /50
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2" (t) + 16z(t) = 0;
solucién general

x(t) = c1 cos(4t) + co sen(4t).

a) z(0) =0, z(3) = 0.
z(0)=c1+0=0;
r(5)=c1+0=0;

U4
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2" (t) + 16z(t) = 0;
solucién general

x(t) = c1 cos(4t) + co sen(4t).
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2" (t) + 16z(t) = 0;
solucién general

x(t) = c1 cos(4t) + co sen(4t).

a) z(0) =0, z(5) =0. b) z(0)
z(0)=c1+0=0;
r(5)=c1+0=0;

x(t) = cosen(4t).
Tiene infinitas
soluciones.
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2" (t) + 16z(t) = 0;
solucién general

Cr = |
|+ 2=

x(t) = c1 cos(4t) + co sen(4t).

a) 2(0) =0, 2(5) =0. b) z(0) =
z(0)=c1+0=0;
z(5) :cl—l—OZO;

x(t) = cosen(4t).
Tiene infinitas
soluciones.
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2" (t) + 16z(t) = 0;
solucién general

Cr = |
|+ 2=

x(t) = c1 cos(4t) + co sen(4t).

a) 2(0) =0, 2(5) = 0. b) x(0)
z(0)=c1+0=0;
z(5) :cl—l—OZO;

x(t) = cosen(4t).
Tiene infinitas
soluciones.
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2" (t) + 16z(t) = 0;
solucién general

x(t) = c1 cos(4t) + co sen(4t).

a) (0) =0, z(5) =0. b)
z(0)=c1+0=0;
r(5)=c1+0=0;

x(t) = cosen(4t).
Tiene infinitas
soluciones.

%) =0+4c=0.
ene solucién (nica
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2" (t) + 16z(t) = 0;
solucién general

x(t) = c1 cos(4t) + co sen(4t).

a) (0) =0, z(5) =0. b)
z(0)=c1+0=0;
r(5)=c1+0=0;

x(t) = cosen(4t).
Tiene infinitas
soluciones.

%):O‘l‘CQ:O.
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2" (t) + 16z(t) = 0;
solucién general

x(t) = c1 cos(4t) + co sen(4t).

a) (0) =0, z(5) =0. b)
z(0)=c1+0=0;
r(5)=c1+0=0;

x(t) = cosen(4t).
Tiene infinitas
soluciones.

z(0) =0, z(3) = c) z(0) =0, z(3) = 1.
z(0) =c1+0=0; z(0)=c1+0=0;
(%) =0+c =0.
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2" (t) + 16z(t) = 0;
solucién general

x(t) = c1 cos(4t) + co sen(4t).

a) (0) =0, z(5) =0. b)
z(0)=c1+0=0;
r(5)=c1+0=0;

x(t) = cosen(4t).
Tiene infinitas
soluciones.

%):O+62:O.
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2" (t) + 16z(t) = 0;
solucién general

x(t) = c1 cos(4t) + co sen(4t).

a) (0) =0, z(5) =0. b)
z(0)=c1+0=0;
r(5)=c1+0=0;

x(t) = cosen(4t).
Tiene infinitas
soluciones.

No tiene solucién.
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2" (t) + 16z(t) = 0;
solucién general

x(t) = c1 cos(4t) + co sen(4t).

a) (0) =0, z(5) =0. b)
z(0)=c1+0=0;
r(5)=c1+0=0;

x(t) = cosen(4t).
Tiene infinitas
soluciones.

('2:1

o1
{2—7

z(0) =0, z(3) = c) z(0) =0, z(3) = 1.
x(O)ch—i-O: ; 1‘(0)_01+0—0
:U(%)—O—FCQ—O r(§)=c1+0=1;
Tiene solucién nica No tiene solucién.
= i CONCLUSION?
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Recorrido

@ Ecuaciones diferenciales: generalidades

Campos direccionales

Ua YD



Definiciéon

Dada una ED ¢/ = f(x,y), el
conjunto de los elementos
lineales que se obtiene al
evaluar sistematicamente a f
en una cuadricula de puntos
en el plano xy se llama
campo direccional o campo
de pendientes.
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Definiciéon

Dada una ED ¢/ = f(x,y), el
conjunto de los elementos
lineales que se obtiene al
evaluar sistematicamente a f
en una cuadricula de puntos
en el plano xy se llama
campo direccional o campo
de pendientes.

Ejemplo 1: 3/ = sen(x + y)
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Definiciéon

Dada una ED ¢/ = f(x,y), el
conjunto de los elementos
lineales que se obtiene al
evaluar sistematicamente a f

en una cuadricula de puntos B
en el plano zy se llama NN ~
campo direccional o campo - y
de pendientes.

M N\ ”
Ejemplo 1: 3/ = sen(x + y) N J

FIGURA 2.1.2 Las curvas solucién

siguen el flujo de un campo direccional.
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Ejercicio: campos direccionales

y(t) —tyy'(t) = 2y(tt)

@ Trace los diagramas de direcciones en

Dadas las EDOs: ¥/(t)

[—2;2] x [-2;2].

® Indique a cual corresponde cada una:
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Ejercicios del TP4

8. (o) Se desea encontrar una funcién y = f(x) cuya grafica en cada

punto tenga una pendiente dada por e* — x y cuyo grafico interseca al

eje y en el punto (1, —

1)

a) Plantee un PVI que permita hallarla.
b) Observe el diagrama de direcciones asociado a esta EDO y note que la
pendiente en cada punto no depende de la ordenada, sino solo de la

abscisa del mismo. Trace la solucién de este PVI en el grafico.

2

T e T s
B N Y
RSSO ONN
R N
T N N
ONONONONNIONONNNNONNNNNNN
AR R R R R R R R R R RN
SUONUNRUNUNUNUNUNNONNNN NN
OIS
AR R AR R R R R R R RN
OUONOUNNOUONUNNNUNINNNNNN
OO
R N
e i
—_——0

=
IS
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Ejercicios del TP4

9. (o) La poblacién p (en miles) de determinada especie en el instante ¢
esta dada por la ecuacion:

dp _

g =p(2-p).

En la siguiente figura se muestra el campo de direcciones
correspondiente, analice y responda:

Ua YD



Ejercicios del TP4

9. (o) La poblacién p (en miles) de determinada especie en el instante t.
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Recorrido

® Resoluciéon de EDOs de primer orden
Variables separables
Ecuaciones lineales de primer orden
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Recorrido

® Resoluciéon de EDOs de primer orden
Variables separables
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Variables separables

Definicién

Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es separable si es de la
forma:

Y = g(x)p(y).
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Variables separables

Definicién
Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es separable si es de la
forma:

Ejemplos:
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Variables separables

Definicién
Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es separable si es de la
forma:

Ejemplos:

y/ _ y2x€3x+4y
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Variables separables

Definicién

Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es separable si es de la

forma:
Y = g(2)p(y).
Ejemplos:
y/ _ y2x€3x+4y N y _ y264y 3z
S~
py) 9=)
Yy =y+senx
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Variables separables

Definicién
Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es separable si es de la
forma:

Ejemplos:

y/ _ y2x€3x+4y — y/ _ y264y e
S~

py) 9@

Y =y+senz NO es una EDO separable
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Variables separables

Definicién
Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es separable si es de la
forma:

Ejemplos:

y/ _ y2x€3x+4y — y/ _ y264y e
S~

py) 9@

Y =y+senz NO es una EDO separable

(1+z)dy —ydx =0

Ua RV ED



Variables separables

Definicién
Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es separable si es de la
forma:

Ejemplos:

y/ _ y2x€3x+4y — y/ _ y264y e
S~

py) 9@

Y =y+senz NO es una EDO separable

(14+2)dy—ydr=0 — (14z)dy=ydr —

Ua RV ED



Variables separables

Definicién
Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es separable si es de la
forma:

Y = g(x)p(y).

Ejemplos:

/.2, 3z+4y /.2 4y 3z
= xe — = e’ xre
Yy Yy Yy Y K ,

py) 9@

Y =y+senz NO es una EDO separable

@_ 1
dac_1+acy

(14+2)dy—ydr=0 — (14z)dy=ydr —

Ua RV ED



Ejemplos

Ejemplo: (1 4+ z)dy — ydx =0
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Ejemplos

Ejemplo: (1 4+ z)dy — ydx =0 — — =

5=
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Ejemplos

Ejemplo: (1 4+ z)dy — ydx =0

5=

dy  dx

y 14z

Inly|=Injz+ 1|+ C;

2026
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Ejemplos

. dy dx
E lo: (1 dy —ydxr =0 — — =
jemplo: (1 + x)dy — ydx y T2

d
/ Y /l—i—x — Inly|=Injz+ 1|+ C

ly| = C|z + 1| donde C' = ¢“* > 0

Ua
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Ejemplos

. dy dx
E lo: (1 dy —ydxr =0 — — =
jemplo: (1 + x)dy — ydx y T2

d
/ Y /l—i—x — Inly|=Injz+ 1|+ C

ly| = C|z + 1| donde C' = ¢“* > 0

y=C(z+1) en R;
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Ejemplos

. dy dx
E lo: (1 dy —ydxr =0 — — =
jemplo: (1 + x)dy — ydx y T2

d
/ Y /l—i—x — Inly|=Injz+ 1|+ C

ly| = C|z + 1| donde C' = ¢“* > 0

y=C(z+1) en R; y=-C(zx+1) en R;

y=0x+1)=0 en R.

Luego, la solucién general de la EDO dada es:

y=K(x+1), KR, paratodazxenR.
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Pérdida de una solucién
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Pérdida de una solucién

1 1
y=y-4 = dy=ds = ! 1 _ 1 | dy=dx

y—2 y+2

y? —4

9
2=yl —m2+y) =w+k = L= = pelotsh

1
4 y+2

Ua YD



Pérdida de una solucién

1 1
/ 2 4 1
v=y 24T !y—Q yt+e2| YT
1 y—2 Az+4k
—(In]2 —y| —1In|2 = = Z— =+t
(M2 =yl =24y =a ik =
B 1+ ce*®
Y= T eeta

Ua YD



Pérdida de una solucién

1 1
/ 2 4 4
vy=y y2—4y * !y—Q y+2 4 *
L2yl —m2ay)math = U2 o poerar
4 y+2
1 Az 1.1
y=2 +ee ceR; sic>0,a:7é11nf;
c

1 — ceta’

Ua YD



Pérdida de una solucién

1 1
/ 2 4 4
=y —4 = dy =dx — —
Y Yy y2—4y € !y—Q v+ 2
1 y—2 Az 44k
—(In|2—y|—In|2 = P = 2= =4t
(R -mRry) etk = g
1+ ce*® . 1.1
Yy = ?[‘::‘2;543;, C € IER; Sl c > (), X 7é ;1 lIl E;;

c=0 = y=2

Ua
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Pérdida de una solucién

1 1
/ 2 4 4
vy=y y2—4y * !y—Q y+2 4 *
L2yl —m2ay)math = U2 o poerar
4 y+2
1 Az 1.1
y=2 +ee ceR; sic>0,a:7é11nf;
c

1 — ceta’

c=0 = y=2; y=—2 es solucién singular.
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Pérdida de una solucién

1 1
/ 2 4 4
=y —4 = dy =dx — —
Y Yy y2—4y € !y—? v+ 2
L2yl —m2ay)math = U2 o poerar
4 y+2
1+ ce*® . 1.1
Yy = ?[‘::‘z;;iag, C € IER; Sl c > (), X §£ Zi lIl E;;

c=0 = y=2

y = —2 es solucién singular.

2026
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cién

Pérdida de una solu

6 5 4 -3 -2 -1 012 3 4 5 6

4+ ® N — O Y o ® <

43 / 50
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Ejercicios del TP4

11. Resuelva la ecuacién diferencial dada por separacién de variables, si es
posible:
b) (o) dx + e3*dy = 0.

d
12. (o) Resuelva la ecuacién diferencial d—y = 2y'/? y encuentre una
x

solucién singular.

13. (o) Resuelva los PVIs que aparecieron en los ejercicios 8 y 9; trace las
soluciones en los graficos correspondientes y constate que coinciden
con las halladas anteriormente.
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Recorrido

® Resoluciéon de EDOs de primer orden

Ecuaciones lineales de primer orden
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Definiciéon

Definicién

Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es lineal en la variable
dependiente y, si es de la forma

a1(x)y + ao(x)y = g(x).

donde ag, a; y g son funciones continuas en un intervalo I y a;(x) # 0 en
1.
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Definiciéon

Definicién

Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es lineal en la variable
dependiente y, si es de la forma

a1(x)y + ao(x)y = g(x).

donde ag, a; y g son funciones continuas en un intervalo I y a;(x) # 0 en
1.

Algunas ed lineales son separables, otras no:

Y =x+5
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Definiciéon

Definicién

Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es lineal en la variable
dependiente y, si es de la forma

a1(x)y + ao(x)y = g(x).

donde ag, a; y g son funciones continuas en un intervalo I y a;(x) # 0 en
1.

Algunas ed lineales son separables, otras no:

y =x+5 Yy +y==z
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Definiciéon

Definicién

Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es lineal en la variable
dependiente y, si es de la forma

a1(x)y + ao(x)y = g(x).

donde ag, a; y g son funciones continuas en un intervalo I y a;(x) # 0 en
1.

Algunas ed lineales son separables, otras no:

y =x+5 Yy +y==z

FORMA ESTANDAR:

Ua YD



Método
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Método

y' () + P(x)y(z) = f(z)

Multiplicamos por un factor integrante: p(x)
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Método

y' () + P(x)y(z) = f(z)

Multiplicamos por un factor integrante: pu(x

Y (2)p(x) + y(z) P(x)p(r) = f(z)p(z)

Ua TS



Método

y' () + P(x)y(z) = f(z)

Multiplicamos por un factor integrante: p(x)

Y (@)p(z) + y(x) P(x)u(z) = f(2)u(z)

Buscamos 1 de manera que el primer miembro sea la derivada de un
producto:

Ua TS



Método

y' () + P(x)y(z) = f(z)
Multiplicamos por un factor integrante: p(x)
Y (@)p(z) + y(x) P(x)u(z) = f(2)u(z)

Buscamos 1 de manera que el primer miembro sea la derivada de un
producto:

P(a)u(z) =

Ua TS



Método

y' () + P(x)y(z) = f(z)
Multiplicamos por un factor integrante: p(x)
Y (@)p(z) + y(x) P(x)u(z) = f(2)u(z)

Buscamos 1 de manera que el primer miembro sea la derivada de un
producto:

Pla)ulx) = L.

Ua TS



Método

y' () + P(x)y(z) = f(z)
Multiplicamos por un factor integrante: p(x)
Y (@)p(z) + y(x) P(x)u(z) = f(2)u(z)

Buscamos 1 de manera que el primer miembro sea la derivada de un
producto:
dp
P =k
(@)ute) = -

Obtenemos una EDO que felizmente resulta ser separable: % = P(z)dx

Ua TS



Método

y' () + P(x)y(z) = f(z)
Multiplicamos por un factor integrante: p(x)
Y (@)p(z) + y(x) P(x)u(z) = f(2)u(z)

Buscamos 1 de manera que el primer miembro sea la derivada de un
producto:

Pla)ulx) = L.

Obtenemos una EDO que felizmente resulta ser separable: % = P(z)dx

p(z) = o) P(x)dz (N(x) — kel P@) dx)

Ua TS



Método
' (z) + P(x)y(z) = f(x)

y'(@)pu(z) + y()Pla)u(x) = flz)u()
p(x) = o) P(x)dz (u(az) — kel P@) dx)
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Método
' (z) + P(x)y(z) = f(x)

y'(@)pu(z) + y()Pla)u(x) = flz)u()
p(x) = o) P(x)dz (u(az) — kel P@) dx)
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Método
' (z) + P(x)y(z) = f(x)

y'(@)pu(z) + y()Pla)u(x) = flz)u()
p(x) = o) P(x)dz (u(az) — kel P@) dx)
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Método
' (z) + P(x)y(z) = f(x)

y'(@)pu(z) + y()Pla)u(x) = flz)u()
p(x) = o) P(x)dz (u(az) — kel P@) dx)

/f xz)dx +C

y(l’)efp(w)dx:/f(l')@fp(x)dxdx—l—c
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Método

' (z) + P(x)y(z) = f(x)
Y (2)p(x) + y(z) P(x)p(x) = f(x)p(x)
p(x) = o) P(x)dz (u(a:) — kel P@) dx)

/f xz)dx +C

y(.%)efp(w)dx:/f(l')efp(x)dxdx—i—c

y<m) _ e—fP(x)dx/f(x)efP(x)dx dr + Ce—fP(:c)dx

-~ mMc ] U4 2026 48 / 50



Ejemplo
Resolver:

2 = 23 n(x)

Ua D



Ejemplo

Resolver:
y'(z) + y(;) =23 1n(x)
wu(z)y' (z) + u(a:)y(;) = j(z)2% In(z)
zy' () + y(z) = 2" In() 1
az (@(@) = 7' In(a) (@) = ()~
() 1
(o) = [ ot tnla) o) =
oz 2° 2) =
ztlnz  2?
y(z) = é -2 %

MC U4 2026 49 / 50



Ejercicios del TP4

16. En cada caso, verifique que la ecuacién diferencial dada es lineal; halle
la solucion general y el intervalo I en el que esta definida.

d
a) (r) % = by.

d
b) (o) ﬁ +y=e
o) (r) y +32%y = 22

dy _

17. (o) Resuelva el siguiente PVI: 7
x

z + 5y, y(0) = 3.

Ua D
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