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Recorrido

@ Revision de integrales de funciones de una variable

@® Integrales dobles e iteradas
Teorema de Fubini
La integral doble sobre regiones mas generales
Teorema del valor medio para integrales dobles

© Integrales triples
@ Cambio de variables en integrales dobles
@ Integrales sobre curvas

Integrales a lo largo de trayectorias
Integrales de linea de campos vectoriales
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Recorrido

@ Revision de integrales de funciones de una variable
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Integral de una funcién de una variable
Dadas f definida y acotada en [a,b] y una particién P de [a, b]:
P =A{xo,x1," ,xpn}a=x9<x1 <+ <xp =",
a partir de una coleccién de puntos muestra asociada a P:
x] € [xo,x1], X € [Tp_1,Tp],

se define la integral (de Riemann) de f como

b
dx = )Axy, | limit t
/a f(z)dx ||,P||‘>OZf xy)Axy, si el limite existe.

T R



Integral de una funcién de una variable

Dadas f definida y acotada en [a,b] y una particién P de [a, b]:
P =A{xo,x1," ,xpn}a=x9<x1 <+ <xp =",
a partir de una coleccién de puntos muestra asociada a P:
x] € [xo,x1], X € [Tp_1,Tp],

se define la integral (de Riemann) de f como

b
/ f(z)dx = |7>|| Zf xy)Axy, si el limite existe.

Aplicaciones:
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Integral de una funcién de una variable

Dadas f definida y acotada en [a,b] y una particién P de [a, b]:
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a partir de una coleccién de puntos muestra asociada a P:
x] € [xo,x1], X € [Tp_1,Tp],

se define la integral (de Riemann) de f como

b
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Integral de una funcién de una variable

Dadas f definida y acotada en [a,b] y una particién P de [a, b]:
P =A{xo,x1," ,xpn}a=x9<x1 <+ <xp =",
a partir de una coleccién de puntos muestra asociada a P:
x] € [xo,x1], X € [Tp_1,Tp],

se define la integral (de Riemann) de f como

b
/ f(z)dx = ||7>|| Zf xy)Axy, si el limite existe.

Aplicaciones:

b n
/ d0(z)dxr = lim 5(mk)A1'k

I1Pll—=0 £=
9(zk)

~
Az
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Recorrido

@® Integrales dobles e iteradas
Teorema de Fubini
La integral doble sobre regiones mas generales
Teorema del valor medio para integrales dobles
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Volimenes de sélidos sobre regiones rectangulares.

Sea R un rectangulo con los lados paralelos a los ejes, que se expresa como
[a,b] x [e,d].

Definicién

El volumen de la region que esta sobre R y bajo la grafica de una funcién
continua no negativa f se llama integral doble de f sobre R y se anota

JJt@naro [y
R R

Dar ejemplos (prismas, semiesfera).
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Principio de Cavalieri

7/ 85
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Principio de Cavalieri e integrales iteradas

Graph of z = f(x,y)

; A = [ fee, ) ay
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Principio de Cavalieri e integrales iteradas

Graph of z = f(x,y)

z4
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Definicién de funcién acotada en una region D

Definicién

Una funcién f : D € R? — R es acotada en D si existen niimeros reales m
y M tales que m < f(x,y) < M para todo (z,y) € D.

Similarmente se define funcién acotada en una regién D C R™.
Observacién: no debe confundirse el concepto de funcién acotada en una
regién con el de regién acotada.

Veamos un par de ejemplos.

T R



Definicién de funcién acotada en una region D

® f(z,y) = /1 — 22— y? es una funcién acotada y su dominio es un

conjunto acotado (y cerrado).

1—z2
conjunto acotado (no cerrado).

1 - .
® f(x,y) = ———=— es una funcién no acotada y su dominio es un
) / _y2

® f(z,y) = cos(z) cos(y) es una funcién acotada y su dominio es R?,
que es no acotado (y cerrado).

2026 10 / 85



Definicién de particién

Y R = [a,b] X [c,d]
d |
R
c
+ Lo
0 a b

T s 5



Definicién de particién

Y R = [a,b] X [c,d]

X

0 a b

Una particiéon P de R = [a, b] x [c, d] esta formada por dos colecciones
ordenadas:

{wo, 21,22, .s 2} Y {Y0, Y1, 92, - - -, Un}
talessquea=zo <11 < - <zxp=byc=yo <y <---<yp=d.

T s 5



Definicién de particién

Y R = [a,b] X [c,d]

X

0 a b

Una particiéon P de R = [a, b] X [c, d] esta formada por dos colecciones
ordenadas:

{wo, 1,22, ... 20} Y {Y0, Y1, Y25 -+, Ym }
talesquea=zo <1 < - <zp=byc=yo <y <+ < yYm =d.

T Y



Definicién de particién regular

Y R = [a,b] X [c,d]
d +4
R
C 1
N X
0 a b

Una particién regular P de R = [a,b] X [c, d] esta formada por dos
colecciones ordenadas:

{JJQ,CEl,CCQ, cee 7xn} y {yO)y17y27 cee 7yn}

talesquea=arg <1 < - <xp=b,c=yYy <y1 < --- < yp =d,
xi—xi_l:Ax:b*Tayyi—yi_ley:%, paratodoi=1,2,...,n.

T s i 5



Definicién de particién regular

Y R = [a,b] X [c,d]
d +4
R
C 1
N X
0 a b

Una particién regular P de R = [a,b] X [c, d] esta formada por dos
colecciones ordenadas:

{JJQ,CEl,CCQ, cee 7xn} y {yO)y17y27 cee 7yn}

talesquea=arg <1 < - <xp=b,c=yYy <y1 < --- < yp =d,
xi—xi_l:Ax:b*Tayyi—yi_ley:%, paratodoi=1,2,...,n.
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Definicién de particién regular

Y R = [a,b] X [c,d]
d A
R AA
/
A&y L
Ax
C 1
0 a

Una particién regular P de R = [a,b] X [c, d] esta formada por dos

colecciones ordenadas:

{JJQ,CEl,CCQ, ..

talesquea=arg <1 < - <xp=b,c=yYy <y1 < --- < yp =d,
xi—xi_l:Ax:b*Tayyi—yi_ley:%, paratodoi=1,2,...

'7xn} y {yO)y17y27"‘

us3
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Definicién de particién regular

Y R = [a,b] X [c,d]
d +4
R AA
/
Ax
C 1
0 a

Una particién regular P de R = [a,b] X [c, d] esta formada por dos

colecciones ordenadas:

{JJQ,CEl,CCQ, ..

talesquea=arg <1 < - <xp=b,c=yYy <y1 < --- < yp =d,
xi—xi_l:Ax:b*Tayyi—yi_ley:%, paratodoi=1,2,...

us3

'7xn} y {yO)y17y27"‘
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Definicién de integral doble sobre un rectangulo cerrado

Y R = [a,b] X [c,d]
d
R AA
Ay ik
Az
{54
L X
0 a

2026
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Definicion de integral doble sobre un rectangulo cerrado

R =[a,b] X [¢,d]
R AA

Ay

Fik

Az

Hya >
2026 18 / 85



Definicion de integral doble sobre un rectangulo cerrado

R = [a,b] X [¢,d]
R AA

Ay

Fik

Az

J ALY
2026 19 / 85



Definicién de integral doble sobre un rectangulo cerrado

Definicién (de integral doble sobre rectangulos)

Dadas una funcién f definida y acotada en un rectangulo R y una particién
P de R, la suma de Riemann de f asociada a P es

n

Sn=>_> f(Pr)AA.

i=1 k=1




Definicién de integral doble sobre un rectangulo cerrado

Definicién (de integral doble sobre rectangulos)

Dadas una funcién f definida y acotada en un rectangulo R y una particién
P de R, la suma de Riemann de f asociada a P es

n

Sn =) f(Pr)AA.

i=1 k=1

Si el lim,, ., S, existe para cualquier eleccion de puntos Pj; en los
rectangulos R;x, se dice que f es integrable sobre R. En este caso, la
integral doble de f sobre R es el limite de las sumas S,, y se puede
representar por

//Rf(x,y)dA, //Rf(:c,y)dacdy o //Rfda:dy.

T TS




Propiedades de las integrales dobles

Teorema (Condicién suficiente para la integrabilidad)

1. Si f es continua en un rectangulo R cerrado, es integrable en R.

2. Si f es acotada sobre un rectangulo R y el conjunto de puntos donde
f es discontinua estd contenido en una unién finita de graficas de
funciones continuas, entonces f es integrable en R.

Break in the
surface

A “broken surface” 2=f(x.»

P

Set of discontinuities of x o . N
Set of discontinuities of

MC us3 2026 21 /85




Propiedades de las integrales dobles

Teorema (Propiedades de las integrales dobles)

Si f y g son funciones integrables sobre el rectangulo R, y ¢ es una
constante, entonces:

1 vew +a@ona= | r@naas | spaa
2. //cf(x,y)dA:c/ i )l

f(z,y) < g(z,y) para todo (z,y) € R,

3. Sif
// f(z,y)dA < // z,y)d
| [[ reaa] < ] irctaa

T

2026 22 /85



Propiedades de las integrales dobles

Teorema (Propiedades de las integrales dobles, Cont.)

5. Si R, Rs,...,R,, son rectangulos con interiores disjuntos dos a dos, f
es acotada e integrable sobre cada R; y Q = Ri1U Ry U ---U Ry, es
un rectangulo, entonces f es integrable en Q) y

//Qf(x,y)dA = é//R f(z,y)dA.

/’Q’\

T Y




Recorrido

@® Integrales dobles e iteradas
Teorema de Fubini
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Teorema de Fubini

Teorema (Teorema de Fubini)

Si f es continua en la region rectangular R = [a, b] X [c, d|, entonces

/ab/cdf(fv,y)dydx:/cd/abf(a:,y)dxdy://Rf(xjy)dA‘

T Y



Recorrido

@® Integrales dobles e iteradas

La integral doble sobre regiones mas generales

T S



Regiones y-simples

Dadas ¢; : [a,b] = Ry ¢2 : [a,b] — R tales que ¢1(z) < ¢2(x) para todo
x € [a,b], el conjunto

D={(z.y) €B:z € a.b], du(z) <y < bole)}

se llama y-simple. La frontera de D estd formada por segmentos verticales
y las graficas de funciones continuas de z definidas en [a, b].

us3 2026 27 / 85



Regiones x-simples
Dadas 91 : [c,d] = Ry 9 : [c,d] — R tales que 91 (y) < 12(y) para todo

y € [c,d], el conjunto

D= {(z,y) eR*:y € [c,d], Y1(y) <z <b2(y)}

se llama z-simple. La frontera de D esta formada por segmentos
horizontales y las graficas de funciones continuas de y definidas en [c, d].

y Y !
x =Y ()
d d 1 d '_\'
o) D ! ue Alb E"‘ W b =420
‘! e =0
X X X
us 2026 28 /85



Regiones simples o elementales

Son aquellas regiones que son y-simples y z-simples a la vez.
Analizar y dibujar ejemplos.

T Y



Regiones simples o elementales

Son aquellas regiones que son y-simples y z-simples a la vez.
Analizar y dibujar ejemplos.

df
dl d )
[ o ‘ .................... ~_ C | ‘ [l I -
0| a bx o0 a b x 0 a b X

T Y



La integral sobre una region elemental

Definicién
Si D es una region elemental, R es un rectangulo tal que D C Ry f es
una funcién continua (y por lo tanto acotada) f: D — R, entonces se
define la funcién f*: R — R por

* _ | fl=,y), si(z,y)€D,
F@y) = { 0, si (z,9) € D, (z,y) € R.

Entonces, podemos definir

//D flz,y)dA == //R £*(@,y) dA.

Observacion: f* es acotada (ya que f lo es) y es continua excepto
posiblemente en 9D. Como 0D esta formada por graficas de funciones
continuas, f* es integrable sobre R.

T TS



Integral doble sobre regiones elementales

z

Graph of z = f(x, )

/

q

|

|

1

/s |

// L,
D 2

~—=————

Elementary region

//fxydA //fxy

V4

Graph of /'

d
-

L Vo
7/
7

V. B

:/ / f*(x,y)dydx:/d/bf*(a:,y)dazdy
//¢1(a; wydydw-//l(y f(x,y) dz dy.

us3
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Teorema

|

® Si D es una regién y-simple, entonces

f(z,y)dA = Wi f(z,y)dy dz.
I, [

® Si D es una region x-simple, entonces

Y2(y)
//fxydA // f(z,y)dx dy.
Y1(y)

.

Caso especial: area de D

Si f(x,y) =1 para todo (z,y) € D, [[,, f(x,y) dA es el area de D (vol.

sélido altura 1). Ademas

// 1dA = //:(( 1dyd:c=/ab<¢2(:c>—¢1<w>) da

que coincide con la férmula vista en AMI.

.

e

2026 32 /85



Recorrido

@® Integrales dobles e iteradas

Teorema del valor medio para integrales dobles
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Definicién (Valor medio de una funcién en una regién)

Si f es una funcién integrable en una region acotada D C R? cuya area
cumple 0 < A(D) < oo, el valor medio de f sobre D se define por

Jorom = ﬁ//[)f(w,y) dA.

T Y



Definicién (Valor medio de una funcién en una regién)

Si f es una funcién integrable en una region acotada D C R? cuya area
cumple 0 < A(D) < oo, el valor medio de f sobre D se define por

Forom = A(lD) //D £, ) dA.

Proposicién (Desigualdad del valor medio)

Si f es acotada en D, existen m y M tales que m < f(x,y) < M para
todo (z,y) € D. Luego

m - A(D) < //Df(:v,y) dA < M - A(D).

T Y



Definicién (Valor medio de una funcién en una regién)

Si f es una funcién integrable en una region acotada D C R? cuya area
cumple 0 < A(D) < oo, el valor medio de f sobre D se define por

1
fprom - M/Df(way)dA

Proposicién (Desigualdad del valor medio)

Si f es acotada en D, existen m y M tales que m < f(x,y) < M para
todo (z,y) € D. Luego

D) < /D f(z,y)dA < M - A(D).

Ejemplo de aplicacion de esta desigualdad: probar que

1 // sen(x)
—(1 —cos(1 — gdrdy <1
2( 0.1]x[0,1] 1+ (zy)*



Ejemplo

1 sen(x)
Probar que: =(1 —cos(1)) < // — 7 _dxdy < 1.
d 5 L) 01]x[01] 1+ (zy)? Y

T Y



Ejemplo

1 sen(x)
Probar que: =(1 —cos(1)) < // — 7 _dxdy < 1.
d 5 L) 01]x0,1] L+ (zy)* Y

Sean 0 <z <1,0<y < 1.
1
e < 1<1,1<1 t<oyl>— > _
S(ay) <1 1<1+(ay)" <2y 2 T @t 2 2
o > 0 luego sen x S 1
sen x lu _— — senz.
- g 14 (zy)* = 2

1 sen x
° fsenxdxdyg// 7dxdy§// ldxdy = 1.
//[071]2 2 0,12 1+ (zy)* 0,1)2

T Y



Ejemplo

1 sen(x)
Probar que: =(1 —cos(1)) < // 7d dy < 1.
d 5 ) 0,10, 1+ (2y)* v

Sean 0 <z <1,0<y < 1.

e < (zy)t <1, 1<+ (ay)*<2yl1> >

1
L+ (zy)t — 2

senx
———— > —senz.
14 (zy)* = 2

1 sen x
° fsenxdmdyg// 7dxdy§// ldxdy = 1.
//[071]2 2 0,12 1+ (zy)* 0,1)2

Como

1 1
// %senxdmdyz%(/ senxda:) (/ dy)zé(l—cosl),
[0,1]2 0 0

se concluye que

1
—(1—cos1) // sen(w g drdy < 1.
2 [0121+ l‘y

® senx > 0; luego



lgualdad del valor medio

Teorema (Teorema del valor medio para integrales dobles)

Si f:D — R es continua y D es elemental, entonces para algiin punto
(x0,y0) € D se cumple

//D f(2,y) dA = f(z0,0) A(D),

donde A(D) es el drea de D.

T S



Recorrido

© Integrales triples
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Definicién de particién regular

/ A’\\,\‘

Una particién regular P de R = [a,b] X [c,d] X [p, q] esta formada por
tres colecciones ordenadas:

{1‘0,171,. . '7xn}7{y07y1> ce ,yn} y {ZO7ZI> .. '7Zn}

talesquea=xp <11 < - <xp=bc=yg <y < - <yp =d,
p=z<z21<--<2z2,=gq,Yyademas z; — z;_ 1—Aaz—b—
yi—yi_ley:%yzi—zi_lez—q P paratodoi=1,2,...,n.

T TS



Definiciéon

Sean B = [a,b] X [c,d] X [p, q] un paralelepipedo (una caja o rectangulo
generalizado) y f, una funcién definida en B. Definimos una particién P de
B dividiendo los tres lados de B en n partes iguales, y formamos la suma

de Riemann: 0
Su =YD fleir)AV,

i=1 j=1 k=1

donde c;j;, es un punto de B;ji, el ijk-ésimo paralelepipedo en la particién
de By AV es el volumen de B;j;.

T Y



Definiciéon
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Definiciéon

Definicion
Sea f(x,y,z) acotada, definida en B. Si

|

lim S, =S

n—o0

existe y es independiente de la eleccién de c;;i, decimos que f es integrable
en By llamamos a S integral triple de f en B y la denotamos por

//de //f$y, ) dV, //fxy, dx dy dz.

T s B



Propiedades

Las funciones continuas definidas en un paralelepipedo B (box) son
integrables, igual que las funciones acotadas cuyas discontinuidades estan
contenidas en graficas de funciones continuas (como z = g(z,y)). Las
demas propiedades que valen para integrales dobles también se cumplen
para integrales triples. En particular, vale el Teorema de Fubini:

T Y



Propiedades

Las funciones continuas definidas en un paralelepipedo B (box) son
integrables, igual que las funciones acotadas cuyas discontinuidades estan
contenidas en graficas de funciones continuas (como z = g(z,y)). Las
demas propiedades que valen para integrales dobles también se cumplen
para integrales triples. En particular, vale el Teorema de Fubini:

Teorema (Teorema de Fubini: Reduccién a integrales iteradas.)

Sea f(x,y,z) una funcion integrable en la caja B = [a,b] x [¢,d] X [p, ¢q].
Cualquier integral iterada, si existe, es igual a la integral triple; esto es,

//B frp = /ab/cd/pq f(2,y,2) dzdy d
- /ab/pq/cdf(mvz) .

En total, hay seis érdenes de integracion posibles.

—

T Y



Ejercicios del TP3

24. Calcular las siguientes integrales sobre las cajas indicadas, eligiendo un
orden conveniente:

a) ///Ba:QdV, B =[0,1] x [0,1] x [0,1].

c) ///B(Q:U—I—?)y—i-z)dv, B=10,2] x [-1,1] x [0,1].

T s 8 5



Regiones elementales

Una region elemental en R? es aquella en la que una de las variables esta
entre dos funciones de las otras dos variables, siendo los dominios de estas
funciones una regién elemental (esto es, z-simple o y-simple) en el plano.

]\ Az=n )
/‘ \‘\:\
b i y
‘*\%’ —~
x y=0,(x) =0,(x) 2= )

T Y



Integrales triples sobre regiones elementales

Supongamos que W es una region elemental en la que z se mueve entre
dos funciones de = e y. Entonces, o bien

// flx,y, 2 dxdydz—// / (m,y,z)dzdyd:v,
o1(z) Jyi(z,y)

o bien
Y2(y) rxa(zy)
// flx,y, 2z d:vdydz—// / f(x,y, 2)dzdx dy.
1( x1(z,y)

Si f =1, obtenemos la integral [[[}; dz dy dz, que es el volumen de la
region W.

T Y



Integrales triples sobre regiones elementales

b rea(x) ry2(z,y) P2(y) rxz(z,y)
/ / / f(z,y,z) dz dy dx; / / / f(z,y,z)dzdz dy.
a Jo1(z) Jvi(z,y)

P1(y) Ix1(z,y)
2 z
\\j ZENY) \\\d/
/ | | ) .
[ >x<
4 Lz=7(x, ) X D T =00
:I\\/ x = () _/</
- T“i“-~}\\\\\\\>y
— o0, @)
MC U3

2026
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Ejemplo

Haga un planteo para integrar la funcién continua f(x,y, z) sobre el sélido
D, comprendido entre el paraboloide z = 9 — 2 — 3% y los planos z = z,
xr =2y y=1, en el primer octante.

T s 5



Ejemplo

Haga un planteo para integrar la funcién continua f(x,y, z) sobre el sélido
D, comprendido entre el paraboloide z = 9 — 2 — 3% y los planos z = z,
xr =2y y=1, en el primer octante.
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Ejemplo
Haga un planteo para integrar la funcién continua f(x,y, z) sobre el sélido

D, comprendido entre el paraboloide z = 9 — 2 — 3% y los planos z = z,
xr =2y y=1, en el primer octante.

2 1 9—224y?
/ / / f(x,y, z)dzdydz.
0 JOo Jz

2026 47 / 85



Ejercicio

Sea W la regién que esta en el primer octante, limitada por los planos
x=0,y=0, z=2y la superficie z = 22 + 3%

e s 0 5



Ejercicio

Sea W la regién que esta en el primer octante, limitada por los planos
x=0,y=0, z=2y la superficie z = 22 + 3%

@ Realizar un esbozo de la regién.

(2] Calcular/// rdrdydz.
w

e s 0 5



Ejercicio

Sea W la regién que esta en el primer octante, limitada por los planos
x=0,y=0, z=2y la superficie z = 22 + 3%

@ Realizar un esbozo de la regién.

(2] Calcular/// rdrdydz.
w
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Ejercicio

Sea W la regién que esta en el primer octante, limitada por los planos
x=0,y=0, z=2y la superficie z = 22 + 3%

@ Realizar un esbozo de la regién.

(2] Calcular/// rdrdydz.
w

///dexdydz:

V2 pV2—2? 2
= / / / rdzdydx
0 0 2492

_ 82
15

us3 2026 48 / 85



Eejercicios del TP3

26. Sea
W={(z,y,2) :0<z<m 0<y<1 0<z<uz}.

Describir la proyeccion de W sobre el plano xy, plantear una integral

iterada y calcular
/// sinzx dV.
w

T s D 5



Eejercicios del TP3

26. Sea
W={(z,y,2) :0<z<m 0<y<1 0<z<uz}.

Describir la proyeccion de W sobre el plano xy, plantear una integral

iterada y calcular
/// sinzx dV.
w

27. Sea W el solido del primer octante limitado por los planos
coordenados y el plano z +y + z = 1.

a) (o) Dibujar W'y su proyeccién sobre el plano xy.
b) (o) Plantear una integral triple y calcular el volumen de W.

¢) (r) Calcular ///Wzdv.
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Recorrido

@ Cambio de variables en integrales dobles
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Formula del cambio de variables, relacién con la vista en
AMI

b
/ Flg(2)g (x)dw =

T Y



Formula del cambio de variables, relacién con la vista en
AMI

T Y



Formula del cambio de variables, relacién con la vista en

AMI

/ Flg(@))g (x)dz = /g (gj)f(u)du.

Teorema (Cambio de variables en integrales dobles)

Sean D y D* regiones elementales del plano y sea T : D* — D de clase
C!; supdngase que T es inyectiva y que D = T(D*). Entonces, para
cualquier funcién integrable f : D — R, se tiene

| t@wzay= || 1o o) ]23;3

T Y



Integrales dobles en coordenadas polares

FIGURA 15.21 Laregion R: g1(#) = r = g»(#), « = # = 3, esta contenida en la region con
forma de abanico 0: 0 = r = a, « = ) = 3. La particion de O mediante arcos de circunferencia
y rayos induce una particion de R.

T Y
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nos conduce a la formula A4, = r; ArAd.
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Transformacion:

Sector grande

FIGURA 15.22

area del sec-

nos conduce a la formula A4, = r; ArAd.

T(r,0) = (rcosf,rsenf)

Radio interior: %

Radio exterior: % (r

Ad =
k (tor mas grande

La observacion de que

area del sec-
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=

Sector pequefio

Transformacion:

Jacobiano:

SRSk
SSSI

MC

Sector grande

FIGURA 15.22

area del sec-

nos conduce a la formula A4, = r; ArAd.

T(r,0) = (rcosf,rsenf)

Radio interior: %

Radio exterior: % (r

Ad =
k (tor mas grande

La observacion de que

area del sec-
tor mas pequenia

2026

)
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Radio interior: %(r — 7) A6

Ar AL\2
(""k -5 Radio exterior: % (rx + ﬁ) Ad.

Sector pequefio
FIGURA 15.22  La observacién de que

Sector grande area del sec- ) _ ( area del sec- )

Adg = ( . . .
tor mas grande tor mas pequena

nos conduce a la formula A4, = r; ArAd.

Transformacion:
T(r,0) = (rcosf,rsenf)

Jacobiano:
%—f % ': cosf —rsenf — [ =r
% % senf rcosf '
u3 2026 53 /85



Ejercicio

Cambie la integral cartesiana

2 \4—y?
/ / (2 + y*)dady
0o Jo

por una integral polar equivalente. Luego evalie la integral polar.

e Y



Ejercicio

Cambie la integral cartesiana

2 \4—y?
/ / (22 + y?)dxdy
0o Jo

por una integral polar equivalente. Luego evalie la integral polar.
¥

2
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Ejercicio

Cambie la integral cartesiana

2 \4—y?
/ / (22 + y?)dxdy
0o Jo

por una integral polar equivalente. Luego evalie la integral polar.
¥

2

/2 2
/ / r3 dr df
0 0

T Y



Ejercicio

Cambie la integral cartesiana

2 \4—y?
/ / (22 + y?)dxdy
0o Jo

por una integral polar equivalente. Luego evalie la integral polar.
¥

2

/2 2
/ / r3drdf = 27.
0 0

T Y



Nota sobre el cambio en integrales triples

Las coordenadas cilindricas aparecen cuando aplicamos coordenadas polares
en el plano xy. Hay mas casos pero nos limitaremos a este.

T Y



Nota sobre el cambio en integrales triples

Las coordenadas cilindricas aparecen cuando aplicamos coordenadas polares
en el plano xy. Hay mas casos pero nos limitaremos a este.
El jacobiano de la transformacién es r, igual que antes.

T Y



Ejercicio (revisién)
Sea W la regién que esta en el primer octante, limitada por los planos

x=0,y=0, z =2y la superficie z = 22 + 3%
@ Realizar un esbozo de la regién.

(2] Calcular/// rdrdydz.
w

T s G 5



Ejercicio (revisién)

Sea W la regién que esta en el primer octante, limitada por los planos
x=0,y=0, z =2y la superficie z = 22 + 3%
@ Realizar un esbozo de la regién.

(2] Calcular/// rdrdydz.
w
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Ejercicio (revisién)

Sea W la regién que esta en el primer octante, limitada por los planos
x=0,y=0, z =2y la superficie z = 22 + 3%

@ Realizar un esbozo de la regién.

(2] Calcular/// rdrdydz.
w

2026 56 / 85



Ejercicio (revisién)
Sea W la regién que esta en el primer octante, limitada por los planos

x=0,y=0, z =2y la superficie z = 22 + 3%
@ Realizar un esbozo de la regién.

(2] Calcular/// rdrdydz.
w

: /// rdrdydz =

! w
| /2 V2 2
/ / / r2 cos(#) dz dr df =
3 0 0 2

T

56 / 85



Ejercicio (revisién)
Sea W la regién que esta en el primer octante, limitada por los planos

x=0,y=0, z =2y la superficie z = 22 + 3%
@ Realizar un esbozo de la regién.

(2] Calcular/// rdrdydz.
w

/// rdrdydz =
/F/Q/ /r cos(# dzdrde—i

U3 2026 56 / 85



Ejercicios del TP3

29. Dibujar las siguientes regiones y describirlas en coordenadas polares,

usando r > 0:

@) (0) D= {(z,y):
) (o) D={(@.y):
Q) (1) D ={(z.y)
@) () D={@.v):

2026

57 / 85



Ejercicios del TP3

29. Dibujar las siguientes regiones y describirlas en coordenadas polares,

usando r > 0:

a) (0) D={(z,y):a*+y> <4, >0, y >0}
b) (0) D={(z,y):1<a*+y*<9, y >0}
¢) () D={(z,y): x> +y* <4, <0, y <0}
d) () D={(z,y): 2> +y*> <4, 0<y <z}

30. Resolver mediante integrales dobles en coordenadas polares:

a) Calcular el 4rea del disco Dr = {(x,y) : 2% + y? < R?}, donde R > 0.
Explicitar los limites y el factor que transforma el elemento de area.

b) (r) Calcular el area de la corona R? < 2?2 + 32 < R3, donde
0 < R1 < Ry, y comprobar el resultado restando las areas de dos
discos.

T s G B



Ejercicios del TP3

32. Dibujar la region, cambiar cada integral cartesiana por una integral
polar equivalente y evaluar la integral polar:

a) (o) /Oz/oﬁ(x2+y2)dxdy.

33. Sea D = {(w,y) : a2 + 1> < 1} y sea f(,y) = 47",
a) Una estudiante propone

//Df(a:,y)dA:/O%/OleTZ dr df.

Identificar el error, corregir el planteo y calcular la integral.
b) Calcular el valor medio de f sobre D.

T s GO B



Ejercicios del TP3

35. Para cada sélido B, describir su proyeccion sobre el plano xy, expresar
esa proyeccion y los limites de z en coordenadas cilindricas y plantear
la integral iterada correspondiente. Utilizar dV = r dz dr df al integrar
primero respecto de z.

a) (o) Calcular /// zdV, donde B esta dentro del cilindro 22 +¢% =1,
B
sobre el plano z = 0 y debajo del cono 2z = /22 + 42.

b) (o) Calcular el volumen del sélido encerrado por el paraboloide
z=4—x%>—y?yelplano z = 0.

¢) (r) Calcular /// (2% 4+ y*)dV, donde B esta limitado por debajo por
B
el paraboloide z = 22 4 42 y por arriba por el cono z = 2 — /2 4 y2.

T s D 5



Ejercicios del TP3

34. (*) Dibujar la region, transformar a polares y calcular
2 rV2zx—22 1
————dydu.
/1 /0 @+

Indicacién: reconocer la circunferencia 22 4+ y? = 22 y tener en cuenta
la condicién z > 1 al determinar los limites radiales.

T TS



Recorrido

@ Integrales sobre curvas
Integrales a lo largo de trayectorias
Integrales de linea de campos vectoriales
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Recorrido

@ Integrales sobre curvas
Integrales a lo largo de trayectorias
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Interpretacion

uUs3

Q>
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Interpretacién

a
Lfﬁzlnmemm.

Imagenes tomadas del sitio web de Khan Academy.
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Integrales a lo largo de trayectorias

(e Ve Z)
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Integrales a lo largo de trayectorias

Definicién (Integrales a lo largo de trayectorias en el plano)

La integral de f(x,y) a lo largo de la trayectoria c esta definida cuando
c: [a,b] — R? es de clase C! y la funcién compuesta ¢ — f(z(t),y(t)) es
continua en [a, b]. Definimos esta integral por

b
/fds:/ f(z@),y@) || (t)]| dt.

A veces, /fds se denota por /f x,y)ds.

Si ¢ es sélo C! a trozos o f o ¢ es continua a trozos, definimos f fds
descomponiendo [a, b] en segmentos sobre los cuales f(c(t)) ||c/()|| sea
continua y sumando las integrales sobre los segmentos.

T s G 5



Integrales a lo largo de trayectorias

Definicién (Integrales a lo largo de trayectorias en el espacio)

La integral de f(z,y, 2) a lo largo de la trayectoria c esta definida cuando
c: [a,b] — R3 es de clase C! y la funcién compuesta
t— f(z(t),y(t),z(t)) es continua en [a,b]. Definimos esta integral por

b
/fds:/ fz(t),y(t),2(t)) ||<'t)|| dt.

A veces, /fds se denota por /f x,y, z)ds.

Si ¢ es sélo C' a trozos o f o c es continua a trozos, definimos [, fds
descomponiendo [a, b] en segmentos sobre los cuales f(c(t)) ||c/(¢)|| sea
continua, sumando las integrales sobre los segmentos.

T s B



Propiedades

La integral de un campo escalar continuo a lo largo de una trayectoria C':

® ¢s independiente de la parametrizacion de la trayectoria, en tanto se
mantenga la propiedad de ser de tipo C*.

® ¢s independiente del sentido de recorrido de la curva.

T s G0 5



Propiedades

La integral de un campo escalar continuo a lo largo de una trayectoria C':

® ¢s independiente de la parametrizacion de la trayectoria, en tanto se
mantenga la propiedad de ser de tipo C*.

® ¢s independiente del sentido de recorrido de la curva.

Teorema (Cambio de parametrizacién para integrales a lo largo de

trayectorias)

Sea c una trayectoria C' a trozos, f una funcién continua con valores

reales definida sobre la imagen de ¢ y sea r cualquier reparametrizacion de
c. Entonces

/:f(x,y,z)dsz/rf(x,y,z)ds.

Por ello, si la imagen de ¢ es C, escribimos
V.

[t@y2ds= [ f@p2)ds= [ fwy2)ds
c r C
Us F Y




Ejemplo: integral a lo largo de una trayectoria

Calcular la integral de linea del campo escalar dado por

flz,y) = 32% + ¢/

a lo largo de la curva C que es la circunferencia de ecuacién 22 4 y? = 4.

T s 5



Ejemplo: integral a lo largo de una trayectoria

Calcular la integral de linea del campo escalar dado por

flz,y) = 32% + ¢/

a lo largo de la curva C que es la circunferencia de ecuacién z2 + 3% =

2026

4.
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Ejemplo: integral a lo largo de una trayectoria

Calcular la integral de linea del campo escalar dado por

flz,y) = 32% + ¢/

a lo largo de la curva C que es la circunferencia de ecuacién z2 + 3% =

2026

4.
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Ejemplo: integral a lo largo de una trayectoria

Calcular la integral de linea del campo escalar dado por

flz,y) = 32> +¢°

a lo largo de la curva C que es la circunferencia de ecuacién 2 + 32

2026

=4.

71/ 85



Ejemplo: integral a lo largo de una trayectoria

C:r(t) = (2cos(t),2sen(t)), 0 <t < 2m; r'(t) = (—2sen(t),2cos(t))

T Y



Ejemplo: integral a lo largo de una trayectoria

C:r(t) = (2cos(t),2sen(t)), 0 <t < 2m; r'(t) = (—2sen(t),2cos(t))

2m
/0(3‘762 +y')ds = [ f(r(t))'()]dt =

0

e s T B



Ejemplo: integral a lo largo de una trayectoria

C:r(t) = (2cos(t),2sen(t)), 0 <t < 2m; r'(t) = (—2sen(t),2cos(t))

/(3w2+y2)d5 = 27rf(r(t))|r'(t)|dt = /2ﬂ(3~4cos2(t)+4sin2(t)) 2dt
C 0

0

2w 2
=24 / cos®(t)dt + 8 / sen?(t)dt = 247 + 87 = 32m.
0 0

e s T B



Ejercicios del TP3

36. Calcular las siguientes integrales a lo largo de las trayectorias
indicadas. En cada caso, explicitar f(r(t)) y ||r'(¢)]].

2) (o) /C(x—i—y)ds, () = (1 —1,0), 0<t<1.
b) (r) /C(xy—l—y+z)ds, r(t) = (2t,t,2—-2t), 0<t<1.

c) (r)/cscds, r(t) = (t,t/2), 0<t<4.
V3

S S
crltyit 2

d) (r)

r(t) = (t,t,t), 1<t<2.

T
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Ejercicios del TP3
37. Calcular las siguientes integrales:
a) (o) La integral de f(z,y,z) = —Vx? + 22 sobre la semicircunferencia
r(t) = (0,acost,asint), 0<t<m, a > 0.

b) (r) La integral de f(x,y) = x? — y sobre el arco de 22 +y% =4
contenido en el primer cuadrante, desde (0,2) hasta (v/2,1/2).

) (o) /(x + /y) ds, donde C esta formada por el segmento y = z,
c

0 <z <1,y el arco de parabola y = 2%, 0 < z < 1. Ambos tramos se
recorren una sola vez.

©,0)

T Y



Ejercicios del TP3

38. Un robot moévil debe trasladarse dentro de un almacén. El costo de
energia por unidad de longitud depende de la posicion y estad dado por

f(z,y) =1+ 0,1z + 0,05y.

a) (o) Parametrizar el segmento desde A = (0,0) hasta B = (4,3) y
calcular el costo del recorrido mediante una integral apropiada.

b) (o) Comparar con el recorrido que va primero de (0,0) a (4,0) y luego
a (4, 3) mediante dos segmentos. ; Cual de estos dos recorridos tiene
menor costo? Explicar qué papel cumplen la longitud y los valores de f
sobre cada camino.

¢) (*) Proponer una modificaciéon del modelo que agregue una
penalizacién no negativa cuando el robot se acerque al punto (4, 2).
Explicar el significado del término afiadido. No se pide evaluar la
integral correspondiente al nuevo modelo.

T s T B



Recorrido

@ Integrales sobre curvas

Integrales de linea de campos vectoriales
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Definicion de la integral de linea

Definicion (Integrales de linea)

Sea F un campo vectorial en R3 continuo sobre la trayectoria C'

c: [a,b] — R3. Definimos /F - ds, la integral de linea de F a lo largo de
c, por la férmula ¢

/CF-ds— /abF(c(t)) L& (t) dt.

Como sucede con las funciones escalares, también podemos definir [ F - ds
si F(c(t)) - ¢/(t) es sélo continua a trozos: integramos el producto escalar
de F con ¢’ sobre el intervalo [a, b].

V.

T s T B



Definicion de la integral de linea

Definicion (Integrales de linea)
Sea F un campo vectorial en R3 continuo sobre la trayectoria C'

c: [a,b] — R3. Definimos /F - ds, la integral de linea de F a lo largo de

Cc
c, por la férmula

/CF-ds— /abF(c(t)) L& (t) dt.

Como sucede con las funciones escalares, también podemos definir [ F - ds
si F(c(t)) - ¢/(t) es sélo continua a trozos: integramos el producto escalar
de F con ¢’ sobre el intervalo [a, b].

Si r da la posicién de un movil, suele escribirse

/F~ds:/F-dr.
C C

T s T B
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Teorema (Propiedades)
Si F es un campo vectorial continuo definido sobre una trayectoria de clase C':

® [a integral de linea de F es independiente de la parametrizacion de la
trayectoria, en tanto sea de clase C'*. Por ello se suele escribir:

/F~ds:/F-ds:/F-dr.
c C C

® [a integral de linea de F es dependiente del sentido de recorrido de la curva:
si llamamos C'~ a la misma curva que C' pero con orientacion opuesta,

/F-dr:—/ F - dr.
c _

® SiC es la unién por los extremos de Cy, Cs,...,Cy, (orientadas) entonces se
escribe C =C1+---+Cr y

/F-dr:/ F~dr+~--+/ F - dr.
@ C1 Ck

T s T B
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Ejemplo

Sean el campo vectorial F y las curvas C7, Cs y Cs dados en el siguiente

grafico:

e

——

e

e e

"

t//f\\\\
A A B N N
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T T
e
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Ejemplo

Sean el campo vectorial F y las curvas C7, Cs y Cs dados en el siguiente

grafico:

e

——

e

e e

"

t//f\\\\
A A B N N
/‘\\\r//IW\\\

T T
e

05

/F-dr:();/ F~dr<0;/ F.-dr=~0.
1 2 Cs

-15

79 / 85
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Ejercicio

Calcular la integral / F - dr para F(z,y) = (_xy) sobre c(t) = (t)
C
0<t< 1.

e S



Ejercicio

(),

) sobre c(t) =

(%

Calcular la integral / F - dr para F(z,y)
C

80 / 85
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Ejercicio
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Ejercicio

, t
Calcular la integral /CF -dr para F(z,y) = (_xy) sobre ¢(t) = (,",),
0<t<2
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Ejercicio

Calcular la integral / F - dr para F(z,y) = (_xy) sobre c(t) = (
C

0<t <2
77T N\
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Ejercicio

(x5).

) sobre c(t) =

T
-y

Calcular la integral / F - dr para F(z,y) = (
C

0<t<2
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Ejercicios del TP3

40. Considerar los campos
F<x7 y7 Z) = (y —"_ Z? Z —"_ x? m + y)7 G(x7 y7 Z) = (;Cy, yz7 wz)'

Calcular por parametrizacién las integrales de linea de ambos campos
desde (0,0,0) hasta (1,1,1) sobre las trayectorias:

a) El segmento C que une los dos puntos.

b) La curva Cy parametrizada por
ra(t) = (t,12,t4), 0 < ¢t < 1.

¢) El recorrido C5 + Cy, donde C3 va de (0,0,0) a
(1,1,0) y Cy va de (1,1,0) a (1,1,1), en

ambos casos mediante segmentos.
Comparar los resultados para cada campo. jEn cual de los dos casos los

calculos muestran dependencia del recorrido? j Basta obtener el mismo
valor sobre estas tres trayectorias para afirmar que ocurre lo mismo sobre
todas las trayectorias entre los extremos? Justificar,

T s B 5




Ejercicios del TP3

2. (o) Sean f(z,y) =x+yyF(z,y) = (y,0). Considerar las trayectorias
r(t) = (t,t), 0<t<I1, o(u) = (u/2,u/2), 0<u<2,
ynv)=1-v,1-v),0<v <1

a) Describir la imagen y el sentido de recorrido de cada trayectoria.

b) Calcular/fdsy/F~dr.

¢) Sin repetir todas las cuentas, determinar las integrales del campo
escalar y del campo vectorial sobre o y sobre n. Justificar con las
propiedades correspondientes.

T S



Ejercicios del TP3

43. Analizar las integrales de linea a partir de los campos representados en
las siguientes figuras, sin buscar una expresion algebraica de los
campos:

a) Para el campo de la figura 1y la circunferencia unitaria centrada en el

origen, recorrida en sentido antihorario, indicar si / F - dr es positiva,
C

negativa o nula. Justificar geométricamente.

b) Dibujar, para el campo de la figura 1, una curva suave no constante
sobre la que la integral de linea sea nula.

¢) Para el campo de la figura 2, estimar el signo de la integral sobre C; y
sobre Cy, con las orientaciones indicadas. Justificar a partir de la
direccion del campo respecto de las tangentes a cada curva.

y

figura 1 figura 2
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Ejercicios del TP3
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