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Espacio euclideo n-dimensional

Conjunto

R" — {(X]_,XZ, ,Xn) X € R , | = ]_’ _._Yn}

Operacién (binaria) de adicion: R” x R” — R”

X =(x1, X2, ... ,Xp) € R", y=W. Y, ...¥n) €R"

x+y:=x1+wn, 2ty .., xn+yn) €R"

Multiplicacion por escalares: R x R” — R”

AeER , x=(x1, x2, ... ,xn) €ER"

A x:=(Ax1, Ax2, ..., Ax,) € R™.
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Se prueba que cumplen las siguientes propiedades:

1. (propiedad asociativa) (x +y)+ 2z =x+ (y +z) para todo
x,y,z€R".

2. (existencia de neutro aditivo) Existe 0 € R" , 0 = (0,0, ...,0),tal que
x+0=0+x =x paratodo x € R".

3. (existencia de opuesto para cada elemento) Para todo x € R” existe
—x € R” tal que x + (—x) = (—x) + x =0.

4. (propiedad conmutativa) x +y = y +x para todo x € R”, y € R".
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5. (doble propiedad distributiva)
Al(x+y)=Ax+Ay paratodo x,y € R"ytodo A € R,y
(A4 p)x = Ax+ px paratodox € R"ytodo A,y € R.

6. (propiedad asociativa para escalares) (Ap)x = A (px) para todo
x€R"ytodo A, peR.

7. (neutralidad de la identidad multiplicativa escalar) 1 x = x para
todo x € R”

Con estas dos operaciones se dice que (R”, +,-), o simplemente R", es
un espacio vectorial real.
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Todo conjunto V' donde se ha definido una operacién de adicién + que
cumple las propiedades 1 - 4 se dice que es un grupo (aditivo)
conmutativo (o abeliano).

Si (V,+) es un grupo conmutativo donde esta definida una multiplicacién
por elementos de IR que verifica las propiedades 5 - 7 se dice que es un
espacio vectorial real.

Se denota (V,+,) o (V,+,- R)

Ejemplo: C(]a, b] ;IR) espacio de funciones continuas, con las
operaciones usuales de adicién de funciones y multiplicacién por
constantes (escalares).
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Nota : Los escalares también podrian ser nliimeros complejos en cuyo caso
se dice que V es un espacio vectorial complejo y se denota por
(V,+,-,C).

Mds general: los escalares también podrian ser elementos de un cuerpo F
en cuyo caso se dice que V es un espacio vectorial sobre F y se denota

por (V,+,- F).
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Producto interior

Definicién
El producto interior (o escalar) en R" es la funcion - :R" x R" —+ R
definida por

X-y=xiy1 +Xy2+ ... +Xn¥n
para x = (x1, xo, ... ,Xx,) € R, y=0W1 Y2, - .¥n) ER"

Con este producto interior se dice que el espacio vectorial IR” es el espacio
euclideo n-dimensional.
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Propiedades del producto interior

Para todo x,y,z€ R" y todo A € R :

(i) x x>0, v xx=0&x=0

(i) x y=y-x

(i) x-(y+z)=x-y+x-z

(iv) (Ax)-y=x-(Ay)=A(x-y)

Con este producto se puede definir la norma euclidea:

Ixll = lixlly = (x-x)"2

Si x-y =0 se dice que x e y son ortogonales.
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Subespacio vectorial

Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F .

Definicion

Un subconjunto S C V es un subespacio vectorial de V' si él mismo es
un espacio vectorial con las operaciones de adicion y de multiplicacién por
escalares restringidas a S.

El conjunto de todas las combinaciones lineales de m vectores vy, ..., Vi
en V es el subespacio generado por {vi, ..., v} y se denota por

span{vi, ..., Vm} = Z/\,- vi: A, AR ER
=1
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Dada una coleccién de vectores E = {v;}._. C V el subespacio generado
rfiel

por esta coleccién es el conjunto de todas las combinaciones lineales de

todo ndmero finito arbitrario de vectores v;, denotado por

span £

o por

span {v;}cr -

Definicion

Una coleccion de vectores E = {v;},.; C V es un conjunto generador

de V sispanE = V.

€T

Ejemplo 1:

L 1 0 5
Los vectores candnicos e = o )ye=| [ )sgeneran R-.
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Ejemplo 2:

Si V' es el espacio vectorial de todos los polinomios reales de grado a lo

sumo m, m € IN , un conjunto de generadores es {1,x,x2,x3, ...,x’”} ya

que todo polinomio de grado < m se escribe como
P(x) =aol+ a1x+ ax® + .+ apx™

cona;,eR,i=012..m.
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Independencia lineal

Definicion

Un conjunto de vectores {vi, ..., vm} en V es linealmente independiente
si ninguno de ellos es una combinacion lineal de los otros.

Equivalentemente, para todo Ay, ..., Am € R

Z/\; vi=0= A=A =...=1,=0
i=1

Una coleccién de vectores E = {v,-},-GI C V es linealmente independiente
si todo subconjunto finito lo es.
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Base

Definicion

Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Un conjunto de vectores
{Vi};c1 en V es una base (de Hamel) de V si es un conjunto linealmente
independiente generador de V.

Ejemplo: el conjunto {ey, ..., e,}, donde
1 0 0
0 1 0
S I I N T I
0 0 1

es una base de IR”, llamada base candnica de R".
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Propiedad
Todas las bases de un mismo espacio vectorial tienen la misma cantidad de
elementos.

Definicién

Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F. La dimension de V es el
ndmero de elementos de una base cualquiera de V.

Definiciéon
Una base {xi, ..., x,} de R" es una base ortonormal si

. x 1, sii=],
YN0, sid#
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Transformacién lineal

Definicién

Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo F. Una funcion
T :V — W es una transformacion o aplicacion lineal si para todo
vi,v» € V y todo A € F se tiene

T(V1+V2) = T(V1)+T(V2)
T(Av) = AT (v).

Definicién

Dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo, V. y W , son isomorfos
si existe una transformacion lineal biyectiva T : V — W .

Ejemplo: El espacio de los polinomios reales de grado < 2 es isomorfo a
R3 .
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Imagen. Nicleo.

Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo F y sea
T :V — W una transformacién lineal.

Imagen (T) = {weW: w=T(v) paraalgin ve V}
Ker(T) = {veV: T(v)=0}
Propiedad

Imagen (T) es un subespacio de W y Ker (T) es un subespacio de V.
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Teorema de la dimensidn

Teorema

Sea T : V — W una transformacion lineal entre dos espacios vectoriales
V' y W sobre un mismo cuerpo F, entonces

dim V = dimKer (T) +dimImagen (7).

Propiedad:
V/Ker(T) ~ Imagen(T)

Suma directa:

V = Ker(T) & Imagen(T)
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Una matriz A (real) de orden n x m es un arreglo

a1 a2 - ad1m
apl ax o+ a@m

A= . . | = laal
Ldnl @n2 * ° ° anm]

donde ay € Rparai=1,..,n j=1 .., m

A
Ao.

An |
donde A;. son las filasde Ay A; las columnas de A.
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Algebra matricial

Adicion de matrices: A de orden n x my B de orden n x m.

A+ B = [a; + bjj].
Multiplicacion por escalar: A deorden n x my a € R.
aA = [o a;].
Multiplicacion de matrices: A de orden n x my B de orden m x p.

AB = [i aik bkj] .

k=1

AB es de orden n x p.

Pablo Ochoa (Fac. de Ingenieria) Métodos Matematicos Octubre, 2026



Propiedades de operaciones matriciales

(A+B)+ C=A+(B+C)

A+B=B+A

A+0=0+A=A donde 0 = [0] es la matriz nula.
(AB)C = A(BC)

A(B+C)=AB + AC

Matriz identidad de orden n :

10 0]

01 0
I=1,=

o0 - - - 1]

Si A es deorden n x n, entonces AI, = I,A=A

En general: AB # BA
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Sea M el conjunto de todas las matrices (reales) de orden n x m, entonces:
(M, +) es un grupo conmutativo

(M, +, - R) es un espacio vectorial real de dimensién nm. ( - indica
multiplicacién por escalares aA)

Si n = m, entonces (M, +,.) es un anillo con identidad. ( . indica
multiplicacién de matrices A.B = AB)
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Matriz transpuesta de A = [a;:

di1 a1 - - am

di2 a»p - - - am
A= AT =

L91m d2m = ° °  dnm]

A’ es de orden m x n .
"Intercambia” filas con columnas.

Propiedades:

(A+B)=A+B" y (AB) =BA
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Traza

Traza de una matriz A = [a;] de orden n x n

traza (A) = Z aji
i=1

Propiedades:
Q traza (A) = traza (A)
@ traza (A+ B) = traza (A) + traza (B)
@ traza (nA) = atraza (A)
Q traza (A'B) = ,-lejzla;jb,-j, siA:mxn,B:mxn
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Tipos de matrices

Sea A = [aj]
e Matriz cuadrada: A = [a;| de orden n x n.
o Simétrica: Aes cuadraday aj = a; paratodo/,j=1,.. n.
o Diagonal: Aescuadraday aj =0 paratodoi#j, i, j=1,...n

e Triangular inferior D, vy triangular superior Dy :

[dhi1 O - - - 0] [di1 2 - - - dip

d1 dp - - - 0 0 dyn - - - dyy
b, — . | | Dy | .. )

_dnl dn2 oo dnn_ L 0 0 ot dnn_

o ldempotente: P cuadraday P2 = P.
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Matriz inversa

Definicién

Sea A una matriz cuadrada de orden n. La matriz B cuadrada de orden n
es la matriz inversa de A si

AB =BA=1.

Escribimos A~!. A se dice inversible, o regular, o no singular.

Propiedades:
O Si A~! existe, entonces es Gnica.
0 (A1) t=a
@ (A) = (A1),
Q@ (AB) '=B"1A1,

siempre que existan A~1y B~L.
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Rango de una matriz

Sea A = [ajj] una matriz de orden n x m.

Definicién

El rango fila de A es el maximo niimero de filas de A linealmente
independientes.

El rango columna de A es el maximo niimero de columnas de A
linealmente independientes.

Teorema

Sea A una matriz n X m. El rango fila y el rango columna de A coinciden.

Definicion

El rango de A, p (A), es el rango fila o columna de A.
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Definicion

A de orden n x m es de rango completo si p (A) = min{n, m}.

Si A es cuadrada n x n, A es de rango completo si p (A) = n.

Propiedades:

Teorema

Sea A una matriz de orden n X m :
(i) Si B una matriz de orden m x p, entonces

o (AB) < min{p(A),0(B)},

(i) Si P y Q son matrices cuadradas de orden n y m respectivamente,
ambas de rango completo, entonces

p(PA) = p(AQ) = p(PAQ) = p(A).
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Transformaciones lineales matriciales

Sea A una matriz de orden n X m. Se puede definir una transformacion
lineal asociada a A:

T:R" — R", T (x) = Ax.
T
X2
Observacién: Si x = y A= [A.l Ao A.m] , entonces
- Xm -

T(x)=Ax= Zx,- Aj
i=1
El rango de A es la dimensidn del espacio imagen de T.
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Toda transformacién lineal 7 : IR™ — IR” es una transformacién lineal
matricial:

Teorema

Para toda transformacion lineal T : IR™ — IR" existe una matriz A de
orden n X m tal que T (x) = Ax.

Observacion: esta propiedad es cierta para toda transformacién lineal

T:V — W, donde V y W son espacios vectoriales de dimensién my n
respectivamente.
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Sistemas lineales

Sea el sistema lineal de n ecuaciones con m incégnitas:

an X1+ ane X2+ ..+ aim Xm = b
dp] X1 + d22 X2 + ...+ am Xm = bz

ant X1+ am X2+ ...+ apm Xm = bp

se puede escribir como

Ax = b,
T - by ]
X2 b2
con A = [ajj] una matriz de orden n x m, x = , b=
L Xm L by i
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El sistema Ax = b tiene solucién si y solo si b es un elemento del espacio
columna de la matriz A.

Un sistema homogéneo Ax = 0 siempre tiene al menos la solucién
trivial x = 0. Sus soluciones forman un subespacio vectorial de R".

Dado un sistema compatible Ax = b, su conjunto solucion es x + S,
donde S es el espacio solucién del sistema homogéneo Ax =0y X es una
solucién particular.
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Teorema

La dimension del espacio solucién del sistema lineal homogéneo Ax = 0 es

m—p (A).

Corolario

Un sistema cuadrado Ax = b, (m = n), tiene solucidn tinica si y solo si

p(A) =n.
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Teorema

Si A es inversible, entonces todo sistema Ax = b tiene una tinica solucién
dada por

%= A"1h.
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Determinantes de matrices

Definimos determinante de matrices cuadradas A, det (A) = |A|, en
forma inductiva sobre el orden n de la matriz:

n=1 A=]a], det(A)=a .

Supongamos det (A) definido para matrices cuadradas de orden n— 1.

Sea A = [a;;] una matriz cuadrada de orden n. Sea Ay; la sub-matriz
cuadrada de orden n — 1 obtenida de eliminar la fila 1 y la columna j de A.

Entonces .
det (A) = |Al = Y (1) ay; |Ayl.
j=1
My := |Ayj| es el menor correspondiente a ay;.

Cyj:= (—1)" |Ayj| es el cofactor de ay; .

det |A’ Z aij Clj
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Propiedad

Sea A = [a;;] una matriz cuadrada de orden n. Sea Aj; la sub-matriz
cuadrada de orden n — 1 obtenida de eliminar la fila j y la columna j de A.
Entonces

n . .
det (A) = |A[ =} (-1)"" a5 |Ay].
j=1
M;j; := | Ajj| es el menor correspondiente a aj.
Cj == (=1)"7 |A;j| es el cofactor de aj; .

Desarrollo de Laplace:

n
det(A) = ‘A‘ = Za,-j C,J
=1
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Propiedades de determinantes

Sea A = [a;] una matriz cuadrada de orden n.

det (A) = det (A’) Luego toda propiedad de determinantes referida a
filas de una matriz también es valida para columnas.

Si B es la matriz obtenida de A intercambiando dos de sus filas,
entonces det (B) = —det (A).

Si B es la matriz obtenida de A multiplicando una de sus filas por un
escalar a, entonces det (B) = adet (A).

Si A, B 'y C son tres matrices de orden n tales que la fila / de Aes la
suma de las filas i de B y de C, mientras que todas las demas filas
coinciden, entonces det (A) = det (B) +det (C).

det (I) = 1.

Si A es una matriz triangular, en particular diagonal, entonces

det (A) = 311322.--ann-

Si B es una matriz cuadrada de orden n, entonces

det (AB) = det (A) .det (B).
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Teorema

Sea A una matriz cuadrada de orden n. Son equivalentes:

(i) A es no singular.

(ii) o (A) = n.

v

(iii) det (A) # 0.
v
Propiedad
: : : —1y _ 1
Si A es inversible, entonces det (A ) = A
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Valores propios y vectores propios

De aquf en adelante las matrices que se indiquen serdn cuadradas de orden
n X n con coeficientes en un cuerpo F .

Asimismo, a menos que se especifique lo contrario, todo vector serd un
vector (columna) de F" .

Definicién

Un escalar A es un valor propio (o valor caracteristico o autovalor) de
una matriz A si existe un vector no nulo x tal que

Ax = Ax.

Definicién

Un vector x es un vector propio (o vector caracteristico o autovector) de
una matriz A si existe un escalar A tal que Ax = Ax. Si x # 0 se dice que
X es un vector propio correspondiente al valor propio A.
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Conexidn entre ecuaciones diferenciales y autovalores

Recordemos la ecuacién diferencial de segundo orden para el sistema
masa-resorte:
my” (t) + by'(t) + ky(t) = 0.

Realizando el cambio de variables x = y’, se obtiene el sistema:

{y,:X
I— _k, b
X =— X

Este es un sistema plano de ecuaciones diferenciales, que puede escribirse
en la forma:

X'(t) = AX(t),

donde
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Sea v un vector propio de A con valor propio A. Entonces, la funcién

vectorial
X(t) = eMv

es solucién del sistema anterior, ya que

X'(t) = XeMv = eM(\v) = eM(Av) = A(eMv) = AX(t).
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Recordando que toda matriz representa una transformacion lineal, es dable
esperar que exista una definicién similar para operadores, o sea para
transformaciones lineales de un espacio vectorial sobre si mismo.

Definicién

Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F y sea
T:V—=>V

un operador de V. Se dice que un vector v € V' es un vector propio de T

si existe A € F tal que
Tv = Av.

Si v # 0 se dice que A es un valor propio de T.

Nota: Algunos autores exigen en la definicién de vector propio que sea un
vector no nulo.
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Ejemplo
Sea V =C%(R,R) = C% (R) el espacio vectorial de todas las funciones
f : R — R infinitamente derivables. Sea D el operador diferencial

D:C>(R) = C= (R)
D(f)=f".

La funcion f € C* (R) definida por f (t) = et es un vector propio
correspondiente al valor propio A, para cada A € R . En efecto

D (f) (t) = f' (t) = AeM = Af (1)

paratodot € R .
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Ejemplo

Sea la matriz diagonal

d 0 --- 0
0 d 0
0 0 d,

Todo vector candnico e; = (0, ...,0,1,0, ...,0)' ,i=1,2,...,n,esun

vector propio ya que
Ae,- = d,-e,—

y los escalares dy, ..., d, son valores propios de A.
o
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Propiedades de valores y vectores propios

Se desarrollardn en el contexto mas amplio de operadores, pero son validas
si se reemplazan estos Ultimos por matrices.

Teorema

Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F ysea A:V — V un
operador. Sea A un valor propio de A y sea V), el subespacio de V
generado por los vectores propios de A correspondientes a A . Entonces
todo elemento no nulo de V/y es un vector propio de A correspondiente a
A como valor propio.

Demostracién: Esbozo: si
m
V=cVi+..+chvy= Z CiVj
i=1

entonces
m m m m
Av = A ZC,'V,' :ZC,-AV,-:ZC,-AV,-:/\ZC,-v,-=/\v.
i=1 i=1 i=1 i=1
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Definicién

Al subespacio V) se lo conoce como espacio propio (o espacio
caracteristico) de A correspondiente a A.

Teorema

Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F ysea A:V — V un
operador. Si vy, V>, ..., vy, Son vectores propios de A correspondientes a
diferentes valores propios A1, A, ..., Ay , entonces los vectores

Vi, Vo, ..., Vm son linealmente independientes.

Demostracion: Por induccion sobre m.

Pablo Ochoa (Fac. de Ingenieria) Métodos Matemdticos Octubre, 2026 45/71



Ejemplo

Sea V el espacio vectorial complejo de las funciones infinitamente
derivables. Sean wy, ..., «, € C distintos entre si. Las funciones dadas por

—nyt

e Mt g tmt

son vectores propios del operador derivada, con valores propios distintos
a1, ...,&m, por lo tanto son linealmente independientes.

En Analisis Matematico son muy utilizadas las funciones definidas por

e2Tint — 65270t 4+ isen27nt ,n€N.
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Teorema

Sea V' un espacio vectorial de dimensicn finita sobre un cuerpo F y sea
A€ F.Sea A:V — V un operador. Entonces A es un valor propio de A
si y solo si el operador AT — A es singular, esto es no es invertible.

Corolario

Sea A una matriz cuadrada con coeficientes en un cuerpo F, entonces
A € F es un valor propio de A si y solo si det (AI — A) = 0.
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Polinomio caracteristico

Si A es una matriz cuadrada de orden n con coeficientes en un cuerpo F,
su polinomio caracteristico, Pa, es el determinante

Pa(t) :=det (tI — A).

Ejemplo
0 -1 0
El polinomio caracteristico de A= | 1 00 es
0 01
t 1 0
Pa(t)=| -1 ¢ 0|=-?+t-1.
0 0 t—1

Obsérvese que siempre el polinomio caracteristico es ménico y de grado n.
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Teorema

Sea A una matriz de orden n en un cuerpo F y sea A € F. Entonces A es

un valor propio de A si y solo si A es una raiz del polinomio caracteristico
de A.
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Forma diagonal de una matriz

Ejemplo

Dada |la matriz real diagonal

A—

O O w
o = O
N O O

su polinomio caracteristico es
Pa(t) =det(tI—A)=(t—3)(t—1)(t—2)

y sus valores propios son A1 = 3, A, = 1, A3 = 2; es decir los valores
propios de A son los elementos de su diagonal. Los vectores candnicos
€1, ep, 3 son vectores propios no nulos de A.

.
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Este ejemplo en que se pueden hallar los valores y vectores propios por
simple inspeccién (jsin necesidad de cdlculo alguno!) motiva el tema de
esta seccién: transformar A en una matriz diagonal sin cambiar sus valores
propios.

Teorema

Sea A una matriz cuadrada de orden n con coeficientes en un cuerpo F .
Supdngase que A tiene n vectores propios linealmente independientes,
X1, ..., Xn. SIS es la matriz que tiene como columnas estos vectores,
entonces S~1AS es una matriz diagonal D, con los valores propios de

A, A1, ..., A, , en su diagonal

A1 0O .- 0
S7lAS =D = 0 Az 0
0 0 - A,
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Corolario

Sea A una matriz cuadrada de orden n con coeficientes en un cuerpo F y
supongase que A tiene n valores propios distintos entre si en F. Entonces
existe una matriz no singular S con coeficientes en F tal que S~1AS es
una matriz diagonal, es decir A es diagonalizable.

@ La matriz invertible S no es tnica. En primer lugar, un vector propio
puede multiplicarse por un escalar no nulo y seguir siendo un vector
propio. Ademds los valores propios repetidos dan atn mas libertad.
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@ El reciproco del Teorema anterior es también valido; de hecho se tiene:

Teorema

Una matriz A cuadrada de orden n con coeficientes en un cuerpo F es
diagonalizable si y solo si A tiene n vectores propios linealmente
independientes.
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No todas las matrices poseen n vectores propios linealmente
independientes vy, por lo tanto, no todas las matrices son diagonalizables.
El ejemplo mds comin es la matriz

01

0 0|’
sus valores propios son A; = A> = 0 ya que es triangular. Para hallar sus
vectores propios:

(ML= A)x = {g _é]x:{g];sx:c“], con c € R.

Esto muestra que, a pesar de que A = 0 es un valor propio doble (su

multiplicidad algebraica es 2), su correspondiente espacio caracteristico
tiene dimensién 1 (la "multiplicidad geométrica” de este valor propio es 1)
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Algunas matrices con valores propios repetidos pueden diagonalizarse.
El criterio es calcular todos los vectores propios y ver si hay "suficientes”:
Si los valores propios son distintos no hay dificultad alguna.

Si, en cambio, algiin valor propio tiene multiplicidad algebraica m mayor
que 1, entonces se debe estudiar la dimensién del espacio caracteristico (la
que se puede considerar como una "multiplicidad geométrica”). Si esta es
también igual a m, tampoco habra dificultad. En particular esta es la
situacién en el caso de matrices simétricas reales.
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De la demostracién del Teorema anterior se deduce que:

@ las columnas de la matriz S que diagonaliza a A son siempre vectores
propios de A,

o la diagonal de D esta formada por los valores propios de A,

@ el orden de aparicién de los valores propios en A y de sus
correspondientes vectores propios en S es el mismo.
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Matriz no diagonalizable. Forma canénica de Jordan.

Ejemplo 1:
4 1 1
A = _1 2 , /\1 = /\2 = 3’ Vi = |:_1:|
A es no diagonalizable.
. 1

Autovector generalizado: (A—31) v, = v = Vo = {0]

|11 1|0 -1 1 31
e A e
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Ejemplo 2:

4 2 -4 1 2
A= 11 4 -3 , /\1=2,)L2=/\3=3, V1 = 1 , Vo = 1
1 1 0 1 1
A es no diagonalizable.
0
Autovector generalizado: (A—31) s =w = vz = |1
0
1 20 -1 0 2
lell], M1l=1]1 0 -1},
110 0 1 -1
2 00
MPAM=10 3 1| =1J
0 0 3
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Ejemplo 3:

3 1 1
A= 11 2 1}, A=A =A3=2,
-1 -1 1

A es no diagonalizable.

Autovectores generalizados: (A—A 1) vo = vy,

1 1
= Vo = 1, v = |0
-1 0
1 1 1 0 —1
M=1|0 1 o0}, Mt=10 1
-1 -1 0 1 0
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Teorema (forma candnica de Jordan)

Sea A una matriz real n x n. Existe una matriz M inversible tal que

I

Ik
donde J; son matrices cuadradas y tiene la forma

A G b

1
Al G b

1 12
A G

a p 10
(59 =63

— — = — SRS
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Algoritmo para encontrar My J

Sea
Sk = dim ker (A — K.

5
@ Encontrar una base {vj(l)}.1 . de ker (A — Al).
J:
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Algoritmo para encontrar My J

Sea
Sk = dim ker (A — K.

5
@ Encontrar una base {vj(l)}.1 . de ker (A — Al).
J:

01

@ Si dp > d1, elegir una nueva base {Vj(l)} de ker (A — Al) tal que

j=1
2 _ /@)
(A— )\l)vj = \/J
tenga &2 — 01 soluciones linealmente independientes vj(z),
j=1,..,00— 01.
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Algoritmo para encontrar My J

Sea
Sk = dim ker (A — K.

5
@ Encontrar una base {vj(l)}.1 . de ker (A — Al).
J:

o1

@ Si dp > d1, elegir una nueva base {Vj(l)} de ker (A — Al) tal que

j=1
(2 _ 1)
(A=A = V]

tenga &2 — 01 soluciones linealmente independientes vj(z),
j=1,...,62 — 61.Entonces

d2—01

{VJ.<2> }; _ {V}”}; U {VJ@ }le

es la base buscada para ker (A — \/)2.
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Algoritmo para encontrar My J

@ Si 03 > d2, elegir una nueva base {V( )} . de ker (A — \/)? con
j=

V( ) ¢ span{ (2 )} . ,j: 1,...,60 — 41, tal que
j=
(A— )\I) (3 _ V(2)

tenga d3 — &2 soluciones linealmente independientes vj(3),

Jj=1,..,85 — .
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Algoritmo para encontrar My J

@ Si 03 > d2, elegir una nueva base {V( )} . de ker (A — \/)? con
j=

V( ) ¢ span{ (2 )} . ,j=1,...,0o — 61, tal que
j=
(A— )\I) (3 _ V(Z)

tenga d3 — &2 soluciones linealmente independientes vj(3),

j: 1,...,53 - 52. Si paraj = 1 52 —(51,
V(2) Z civ

tomamos

oS

(1 1

vV =3 v,
i=1

y \71(1) = \/J.(l), para j =60, — 61+ 1,...,61.

Octubre, 2026
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Algoritmo para encontrar My J

Luego,

{VJ.B) }J‘%_l _ {\71_(1)};”_1 U {\/J_(z) };:5 U {v}3) }j_—lé

es una base para ker (A — A/)3.
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Algoritmo para encontrar My J

Luego,

{VJ.B) }J‘%_l _ {\71_(1)};”_1 U {\/J_(z) };:5 U {\/j(3) }j_—lé

es una base para ker (A — A/)3.
Continuamos este proceso hasta llegar a , = n y obtener una base

{vj(")}n de R". La matriz M es
j=1

M = [V:En) o .. V,(yn)].
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Algoritmo para encontrar My J

Luego,

{VJ.B) }J‘%_l _ {\%(1)};”_1 U {\/J_(z) };:5 U {\/j(3) }j_—lé

es una base para ker (A — A/)3.
Continuamos este proceso hasta llegar a , = n y obtener una base

{vj(")}n de R". La matriz M es
j=1

M = [an) o .. V,(yn)].
()

Vj(ifl) se

En M, cada vector generalizado v;’ que cumple (A— Al)v

coloca inmediatamente antes que \/J-(' 2
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o Encuentre una base de R3 tal que la matriz

N O O

2 1
A=1|0 2
0 -1

se reduce a su forma candnica.
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o Encuentre una base de R3 tal que la matriz

2 1 0

A=10 2 0

0 -1 2

se reduce a su forma candnica.
@ idem al anterior, pero para

0 -1 -2 -1 0 -2 -1 -1
1 2 1 1 1 2 1 1
A=1lo 0 1 o] YB 1o 1 1 o
0 0 1 1 0 O 0 1
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Diferenciabilidad

Definicién
Una funcién f : (a, b) — R es diferenciable en un punto xy € (a, b) si el
limite

lim f(xo+h) —f(x)
h—0 h

existe. Decimos que f es diferenciable en (a, b) si es diferenciable en cada
punto de dicho intervalo.

Notacidn: si f es diferenciable en xg, escribimos

F(x0) = lim [0 1) = Tl0)

Propiedad

Si f es diferenciable en xy, entonces es continua en x.
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Diferenciabilidad

Definicion
Una funcion f : IR" — IR™ es diferenciable en un punto xyp € R" si existe
una transformacién lineal A : R” — IR™ tal que

. [f(x0 + h) = f(x0) = A(h)||

= 0.
h—0 |[A]|

Notacidn: escribimos

f'(x0) = A.

Ademads, la transformacion A se denomina la diferencial de f en xp.
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Definicion

Derivadas parciales

Sea f : R" — R y sea e; un vector de la base candnica de R". La
derivada parcial i-ésima de f en xg se define como

ﬁ o f(Xo an he,') = f(Xg)
aX,‘ (XO) T /lino h '

siempre que el limite exista.

Si f:IR" — R, el vector gradiente de ¥ en xp se define como
Vi(xo):= (9 /9x1(x0), ... 0F / 9xa(x0)) T .
Sif:R"—=R™ f=(f,..fn) , entonces Df (xo) es la matriz m X n

cuya jj-ésima entrada es Jf;/dx;(xp).
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Diferenciabilidad y derivadas parciales

Si f:R" — IR™ es diferenciable en xp € IR” entonces

fl(xo) = Df (x).

Teorema

Sea f : R" — R™. Sj las derivadas parciales de f existen y son continuas
en xp, entonces f es diferenciable en xq.
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Teorema de la funcién implicita

Supongamos que tenemos un sistema de n ecuaciones que dependen de n
variables enddgenas xq, ..., x, y de m parametros q1, ..., 4,

ﬂ(xlv "'an:q].l ] qm) = 0

fo(X1s oo Xni Q1y oo Gm) = 0

El dominio para las variables endégenas es A y para los parametros es B.

Problema: supongamos que X = (X,....%,) € Ay §=(q1,....qm) € B
satisfacen las relaciones anteriores

f(%,3) =0, dondef=(f,....1).

i Podremos expresar xi, ..., x, como funciones de q1, ..., gm cerca del punto
(x.9)7
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Teorema

Supongamos que f; tiene derivadas parciales continuas para todo i € {1, ...,
con respecto a sus n+ m variables y sea (x, g) tal que

f(x,g) =0, dondef = (f,..,1).

Ademads, supongamos que el determinante

Of (o = of (= -
ﬁ(x ) o 5(x9)

det : : #£ 0.
af"(x 9 - 3(xq)

Entonces existen conjuntos abiertos A' C A y B' C B que contienen a % y g,

respectivamente, y n funciones 111, ..., 1], : B' — A’ con derivadas parciales
continuas tales que para todo q € B' y todo i € {1, ..., n}

fi(71(q), 1, (@)a) =0y y;(3) = .

Ademds
Dqg(g) = —[D«f (%)) ' Dqf (%, 7).
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Ejemplo:
3x1 +x2—|—x32—q1 =0
x1—X+x3+2q =0
2x14+2x0+2x3 —3q1 =0
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