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Modelos: movimiento libre no amortiguado en un sistema
masa-resorte
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Modelos: movimiento libre no amortiguado en un sistema
masa-resorte

? ? ? Fuerza recuperadora elastica
S = <= ,
§ i % i :3 F, = ks = mg (médulos)
= =
o J -~ > I+s Segunda Ley de Newton:
P} S =
) S =4 >
unstretched S > F=ma=F,+P
>
: mi = —k(s+x) +mg = —kx

<
)
equilibrium S X )
position gl mi(t) + kx(t) =0
—ks=0 .
me motion i(t) + wx(t) = 0.
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Modelos: movimiento libre amortiguado en un sistema
masa-resorte

e
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Modelos: movimiento libre amortiguado en un sistema
masa-resorte

B > 0: constante de amortiguamiento.

mx = —kx — Bz

mi+ B+ kx=0

m 420+ Wl =0
B
w.
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Modelos: movimiento libre amortiguado en un sistema
masa-resorte

Ecuacion del movimiento libre amortiguado en un sistema masa-resorte.

B > 0: constante de amortiguamiento.

mx = —kx — Bz

mi+ B+ kx=0

m 420+ Wl =0
B
w.
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Modelos: movimiento forzado en un sistema masa-resorte
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Modelos: movimiento forzado en un sistema masa-resorte

f(t): fuerza externa.
mi=—kx— B+ f
mi(t) + Ba(t) + kx(t) = f(t)
E(t) + 203 (t) + w?z(t) = f(t)
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Modelos: movimiento forzado en un sistema masa-resorte

Ecuacién del movimiento forzado en un sistema masa-resorte.

Jﬂt{

AR

EI

AMII

f(t): fuerza externa.
mi=—kx— B+ f
mi(t) + Ba(t) + kx(t) = f(t)
E(t) + 203 (t) + w?z(t) = f(t)
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Movimiento en un sistema masa-resorte

Amortiguado

Forzado

mi(t) + bi(t) + ka(t) = £(¢)

o
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Aplicaciones

Mass  Simple Mass-Spring-Damper System

= Masc—
S ring-
ngmty

Spr1nor—

dissapatior,

Damper
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Aplicaciones

—& damber

~spring
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Aplicacién en Economia: modelo de Samuelson-Hicks
(comparable al modelo masa-resorte)

Y (t): ingreso total nacional; C(t): consumo; I(t): inversion; Go: gasto
publico.
Relaciones:

Y(t)=Ct)+I(t)+Go; C(t) =cY(t), 0<c<1
Por otra parte:

Iy: Inversion auténoma constante; v > 0: mide cuanto capital se requiere
por unidad de aumento en la produccién. a > 0: Coeficiente de inercia o
retardo en el ajuste de capital. Asi: I(t) =Ip+vY(t) —aY(t).

Y(t)=cY(t)+Top+vY(t) —aY(t) + G
aY(t)—vY(t)+ (1 —c)Y(t) = Iy + Go.
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Ejercicios del TP 5

46. Supongamos que una masa de 1 kg alarga 5 m un resorte.

a) Determine la constante del resorte.

b) Plantee la ecuacién diferencial del movimiento, sabiendo que se
trata de un movimiento libre amortiguado en el que la fuerza
amortiguadora es 3 veces la velocidad instantanea.

¢) Escriba en términos de su planteo, las siguientes condiciones: |a
masa se libera dos metros por debajo de la posicién de equilibrio
con una velocidad ascendente de 3 m/s.

d) Reescriba la ecuacion diferencial, agregando a su modelo una
fuerza externa dada por f(t) = 3cos(t) N.
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Ejercicios del TP 5

46. Supongamos que una masa de 1 kg alarga 5 m un resorte.

a) Determine la constante del resorte.

b) Plantee la ecuacién diferencial del movimiento, sabiendo que se
trata de un movimiento libre amortiguado en el que la fuerza
amortiguadora es 3 veces la velocidad instantanea.

¢) Escriba en términos de su planteo, las siguientes condiciones: |a
masa se libera dos metros por debajo de la posicién de equilibrio
con una velocidad ascendente de 3 m/s.

d) Reescriba la ecuacion diferencial, agregando a su modelo una
fuerza externa dada por f(t) = 3 cos(t) N.

Solucion: 1 kg (t) + 3 % +2 % x(t) = 0. Condiciones: z:(0) = 2
m, ©(0) = -3 m/s. 1kgZ(t) + 3 % +2 N g(t) = 3cos(t) N.
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Ejercicios del TP 5

47. Para cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales que describen
el desplazamiento z(t) de un sistema masa-resorte, indique si el
movimiento es libre no amortiguado, libre amortiguado o forzado.
Indique ademas la frecuencia natural wq del sistema homogéneo
asociado:

a) ( )+ 16z(t) =
b) 2 ()+4$()+10x() 0
c) &(t) + 3i(t) + 9z(t) = 5 cos(2t)
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Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

P(x)y"(x) + Q(z)y () + R(z)y(x) = G(z)
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Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

P(x)y"(x) + Q(z)y () + R(z)y(x) = G(z)

Supuestos: P, Q, R continuas en un intervalo abierto I. P(x) # 0 para
todo z € I.
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Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

P(x)y"(x) + Q(z)y () + R(z)y(x) = G(z)

Supuestos: P, Q, R continuas en un intervalo abierto I. P(x) # 0 para
todo z € I.

La ecuacién
P(z)y"(z) + Q(@)y (z) + R(z)y(z) =0

se llama homogénea y

P(x)y"(x) + Q(z)y () + R(z)y(x) = G(z)

se llama no homogénea si G(x) # 0 para alguna x € I.
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Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

P(x)y"(x) + Q(z)y () + R(z)y(x) = G(z)

Supuestos: P, Q, R continuas en un intervalo abierto I. P(x) # 0 para
todo z € I.
La ecuacién

P(x)y"(x) + Q2)y'(x) + R(z)y(z) =0

se llama homogénea y

P(x)y"(x) + Q(z)y () + R(z)y(x) = G(z)

se llama no homogénea si G(x) # 0 para alguna z € I.
La ecuacion homogénea asociada a

P(x)y"(z) + Q(z)y () + R(z)y(x) = G(z)

€s
P(x)y"(x) + Q(@)y'(z) + R(x)y(z) = 0.
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Existencia de solucién anica a un PVI

Llamemos (1) al PVI

dny dn—l
(In(x)dliin'f‘an_l(l')m‘i‘+a0($)y:g(.’1}‘)7 (1)
y(@o) =yo, ¥(@0) =w1, -+, ¥ (w0) = Yn-1.

Teorema (Existencia de una solucién Gnica)

Sean ap(z), an—1(x), -, ap(x) y g(x) continuas en un intervalo I y sea
an(x) # 0 para toda x € I. Si xg es cualquier punto en I, entonces existe
una dnica solucion del PVI (1) en I.

Sin demostrar.
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2" (t) + 16z(t) = 0;
solucién general
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2" (t) + 16z(t) = 0;
solucién general

x(t) = c1 cos(4t) + co sen(4t).
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Problema con valores en la frontera: PVF
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2" (t) + 16z(t) = 0;
solucién general

x(t) = c1 cos(4t) + co sen(4t).

a) z(0) =0, z(5) =0. b)
z(0)=c1+0=0;
r(5)=c1+0=0;

x(t) = cosen(4t).
Tiene infinitas
soluciones.
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2" (t) + 16z(t) = 0;
solucién general

x(t) = c1 cos(4t) + co sen(4t).

a) z(0) =0, z(5) =0. b)
z(0)=c1+0=0;
r(5)=c1+0=0;

x(t) = cosen(4t).
Tiene infinitas
soluciones.
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Problema con valores en la frontera: PVF

Ejemplo: 2" (t) + 16z(t) = 0;
solucién general

x(t) = c1 cos(4t) + co sen(4t).

a) 2(0) =0, 2(5) =0. b) x(
z(0)=c1+0=0; (
r(5)=c1+0=0; x(
x(t) = cosen(4t). Tiene solucién tnica No tiene solucién.
Tiene infinitas r=0. i CONCLUSION?

soluciones.
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Ejercicios del TP 5

48. En los siguientes problemas se dan las soluciones generales de la
ecuacién diferencial en el intervalo que se indica. Encuentre el
miembro de esta familia que resuelve el problema propuesto de valor
inicial o de frontera.

b) y=Cre* + Coe™™, y" —y =0, (—00, ), y(0) =0, y'(0) = 1.
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Principio de superposicién: ecuaciones homogéneas

Teorema

Siy1 y yo son soluciones de la ecuacion lineal homogénea
an(2)y ™ (@) + an-1(2)y" V(@) + ... + ao(x)y(z) = 0,

entonces la funcion g(x) = c1y1(z) + cay2(x) también es una solucién de
la misma ED, cualesquiera sean los nimeros reales c1 y co.
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Principio de superposicién: ecuaciones homogéneas
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entonces la funcion g(x) = c1y1(z) + cay2(x) también es una solucién de
la misma ED, cualesquiera sean los nimeros reales c1 y co.

Demostrcién (en la préxima diapositiva.)
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Principio de superposicién: ecuaciones homogéneas

Teorema
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Observaciones:

AMII Unidad 5 2026 19 / 66



Principio de superposicién: ecuaciones homogéneas

Teorema

Siy1 y yo son soluciones de la ecuacion lineal homogénea
an(2)y ™ (@) + an-1(2)y" V(@) + ... + ao(x)y(z) = 0,

entonces la funcion g(x) = c1y1(z) + cay2(x) también es una solucién de
la misma ED, cualesquiera sean los nimeros reales c1 y co.

Demostrcién (en la préxima diapositiva.)

Observaciones:

1) La solucién trivial y = 0 siempre es una solucién de cualquier ED lineal
homogénea.

2) Combinaciones lineales.
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Principio de superposicién: ecuaciones homogéneas

Demostramos el caso n = 2;
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Principio de superposicién: ecuaciones homogéneas

Demostramos el caso n = 2; veamos que g(x) = c1y1(x) + caya(x)
satisface la ED

az(x)y" (x) + a1 (2)y (2) + ao(z)y(z) = 0.
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Principio de superposicién: ecuaciones homogéneas

Demostramos el caso n = 2; veamos que g(x) = c1y1(x) + caya(x)
satisface la ED

as(@)y’(z) + a1 (2)y/(2) + ao(x)y(x) = 0.
Derivamos g:

J(z) = av(z) + cyh(z);  ¢"(z) = ayf (z) + coy ().

y sustituimos en la ED:

az(x)g" (x) + a1(x)g'(x) + ao(x)g(x) =
= as(z)(c1yy (z) + coyy () + ax(z)

—
—
~—

1y () + cays (7))

=c10+c0=0.
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Recorrido

© Ecuaciones lineales homogéneas

@ Dependencia e independencia lineal de soluciones

AMII Unidad 5 2026 21 / 66



Familias de funciones LI y familias de soluciones LI

Definicién
1. La familia de funciones {f1, ..., fn} es linealmente dependiente (LD)

en I sii existen ¢y, ..., ¢, no todos nulos tales que
lel =+ ...+ Cnfn =0

lel(t) AF soo AF Cnfn(t) =0,tel.
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Familias de funciones LI y familias de soluciones LI

Definicién
1. La familia de funciones {f1, ..., fn} es linealmente dependiente (LD)

en I sii existen ¢y, ..., ¢, no todos nulos tales que
lel =+ ...+ Cnfn =0

lel(t) AF soo AF Cnfn(t) =0,tel.

2. La familia de funciones {f1, ..., fn} es linealmente independiente (LI)
en I en otro caso.
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Familias de funciones LI y familias de soluciones LI

Definicién

1. La familia de funciones {f1, ..., fn} es linealmente dependiente (LD)
en I sii existen ¢y, ..., ¢, no todos nulos tales que
lel =+ ...+ Cnfn =0

lel(t) AF soo AF Cnfn(t) =0,tel.

2. La familia de funciones {f1, ..., fn} es linealmente independiente (LI)
en I en otro caso.

€

» Ejemplo: {f1, f2} en [0,1], fi(z) = z; fa(z) = |z|.

V.
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Familias de funciones LI y familias de soluciones LI

Definicién

1. La familia de funciones {f1, ..., fn} es linealmente dependiente (LD)
en I sii existen ¢y, ..., ¢, no todos nulos tales que
lel =+ ...+ Cnfn =0

lel(t) AF soo AF Cnfn(t) =0,tel.

2. La familia de funciones {f1, ..., fn} es linealmente independiente (LI)
en I en otro caso.

€

» Ejemplo: {f1, fo} en [0,1], fi(z) = =z; fo(x) = |z|. {f1, fo} es LD en
[0,1].

= Mismo ejemplo en [—1, 1].
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Familias de funciones LI y familias de soluciones LI

Definicién
1. La familia de funciones {f1, ..., fn} es linealmente dependiente (LD)

en I sii existen ¢y, ..., ¢, no todos nulos tales que
lel =+ ...+ Cnfn =0

lel(t) AF soo AF Cnfn(t) =0,tel.

2. La familia de funciones {f1, ..., fn} es linealmente independiente (LI)
en I en otro caso.

€

» Ejemplo: {f1, fo} en [0,1], fi(z) = =z; fo(x) = |z|. {f1, fo} es LD en
[0,1].

= Mismo ejemplo en [—1,1]. {f1, fo} es LI en [—1,1].
w {f1, f2, f3}, fi(x) = 1; fo(x) = sen?(z); f3(x) = cos(2x).

V.
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Familias de funciones LI y familias de soluciones LI

Definicién
1. La familia de funciones {f1, ..., fn} es linealmente dependiente (LD)

en I sii existen ¢y, ..., ¢, no todos nulos tales que
lel =+ ...+ Cnfn =0

lel(t) AF soo AF Cnfn(t) =0,tel.

2. La familia de funciones {f1, ..., fn} es linealmente independiente (LI)
en I en otro caso.

€

» Ejemplo: {f1, fo} en [0,1], fi(z) = =z; fo(x) = |z|. {f1, fo} es LD en
[0,1].

= Mismo ejemplo en [—1,1]. {f1, fo} es LI en [—1,1].

» {f1, f2, f3}, fi(z) = 1; fa(x) = sen?(z); f3(z) = cos(2z). No es LI
(en ningin I C R). )
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Wronskiano

Definicién

El Wronskiano de una familia {f1, ..., fn} de n funciones derivables hasta el
orden n — 1 al menos, es la funcién dada por el determinante

fi(z) foz) o fulz)
fi(z) folz) - ful@)
Wisopw) (@) = 5 : :
A P@ 7@ - )
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Propiedades del Wronskiano

Teorema

Si{fi,..., fn} es una familia LD en I y las funciones son suficientemente
derivables, entonces Wy, . ¢ y(z) =0 para toda x € I.

Equivalentemente, su contrarreciproco:

Teorema

Si existe una v € I tal que Wy, . r(z) # 0, entonces { f1,..., fn} €s una
familia Ll en I.
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Propiedades del Wronskiano

Teorema

Si{fi,..., fn} es una familia LD en I y las funciones son suficientemente
derivables, entonces Wy, . ¢ y(z) =0 para toda x € I.

Equivalentemente, su contrarreciproco:

Teorema

Si existe una v € I tal que Wy, . r(z) # 0, entonces { f1,..., fn} €s una
familia Ll en I.

Teorema

Sean y1,v2, -+ ,Yn soluciones de la ED
an(2)y ™ (z) + - + a1 (z)y' (z) + ao(z)y(x) = 0 en I. Entonces
{y1,--- ,yn} es Ll en I si y solo si Wiy, ... ,.\(%) # 0 para todo x € I.

Sin demostrar.
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Ejercicios del TP 5

50. Determine si las siguientes funciones son linealmente independientes
en el intervalo (—o0, c0):

a) (0) fi(x) =z, fa(z) = 2°, fa(z) = 4z — 32>,
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Recorrido

© Ecuaciones lineales homogéneas

@ Teorema de solucién general de una ED lineal homogénea
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Teoremas (ED lineal homogeénea)

Definicién

Un conjunto fundamental de soluciones de una ED de orden n es una
familia LI de n soluciones de la ED en un intervalo 1.
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Teoremas (ED lineal homogeénea)

Definicién
Un conjunto fundamental de soluciones de una ED de orden n es una
familia LI de n soluciones de la ED en un intervalo I.

Teorema (Existencia de conjunto fundamental)

Para una ecuacion a,y™ + --- + a1y’ + agy = 0, tal que cada una de las
funciones coeficientes ay, es continua en un intervalo I y an(z) # 0 en I,

existe un conjunto fundamental de soluciones en I, {yi,- - yn}.
(Sin demostrar.)

.
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Teoremas (ED lineal homogeénea)

Definicién
Un conjunto fundamental de soluciones de una ED de orden n es una
familia LI de n soluciones de la ED en un intervalo I.

\

Teorema (Existencia de conjunto fundamental)

Para una ecuacion a,y™ + --- + a1y’ + agy = 0, tal que cada una de las
funciones coeficientes ay, es continua en un intervalo I y an(z) # 0 en I,

existe un conjunto fundamental de soluciones en I, {yi,- - yn}.
(Sin demostrar.)

Teorema (Teorema de solucién general de ED lineal homogénea)

Para una ecuacion an,y™ + - - + a1y’ + agy = 0, tal que cada una de las
funciones coeficientes ay, es continua en un intervalo I y a,(x) # 0 en I, si
{y1,--yn} es un conjunto fundamental de soluciones de la ED en I, la
solucién general se puede expresar como

y=ciy1+ -+ cnlYn.

(Sin demostrar.)
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Recorrido

© Ecuaciones lineales homogéneas

@ ED lineales homogéneas con coeficientes constantes: 3 casos
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ED homogénea con coeficientes constantes

ay” (x) + by (x) + cy(z) = 0
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ED homogénea con coeficientes constantes

ay”(x) + by'(x) + cy(xr) =0 < la ecuacién me habla
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ED homogénea con coeficientes constantes

ay”(x) + by'(x) + cy(xr) =0 < la ecuacién me habla

y(:v) — erx y/(l') — ,re7‘$ y"(x) — T‘2 erz
En la ED:
ar’e™ +bre™ 4+ ce™ =0
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ED homogénea con coeficientes constantes

ay”(x) + by'(x) + cy(xr) =0 < la ecuacién me habla

y(:v) — erx y/(l') — ,re7‘$ y”(x) — T‘2 erz
En la ED:
ar’e™ +bre™ 4+ ce™ =0
(ar® 4 br 4+ c)e"™ =0
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ED homogénea con coeficientes constantes

ay”(x) + by'(x) + cy(xr) =0 < la ecuacién me habla

En la ED:
ar’e™ +bre™ 4+ ce™ =0

(ar? +br +c)e"™ =0

ECUACION AUXILIAR

ar’+br+c=0 (anr™ + -4+ a1r+ap=0)

AMII Unidad 5 2026 29 / 66



ED homogénea con coeficientes constantes

ay”(x) + by'(x) + cy(xr) =0 < la ecuacién me habla

En la ED:
ar’e™ +bre™ 4+ ce™ =0

(ar? +br +c)e"™ =0

ECUACION AUXILIAR

ar® +br+c=0 (anr™ + -+ a1r +ag =0)
—b— Vb2 — 4ac —b+ Vb?% — 4ac
r = To =
2a 2a
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ay”(x) + by (z) + cy(z) =0
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Caso 1: b®* — 4ac >0

ay’(z) +by'(z) + cy(z) =0

9 —b—Vb? — dac —b+ Vb? —4dac
ar+br+c=0 ry = 5 ro = 5
a a
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Caso 1: b2 — 4ac > 0

ay’(z) +by'(z) + cy(z) =0

9 —b—Vb? — dac —b+ Vb? —4dac
ar+br+c=0 ry = 5 ro = 5
a a

y1 = €% y y5 = €"2% son soluciones de la ED;
probamos que son Ll en I = R:
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Caso 1: b2 — 4ac > 0

ay’(z) +by'(z) + cy(z) =0

—b— Vb2 —4dac —b+ Vb2 — 4ac

2
+bor+c=0 = =
ar r+c r1 o r2 90

y1 = €% y y5 = €"2% son soluciones de la ED;
probamos que son Ll en I = R:

T 72T

€ € e T2 )X
W(yhyz)(x) = r1e"T  roe = elrr) (rg —71) # 0.

2T
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Caso 1: b®* — 4ac >0

ay’(z) +by'(z) + cy(z) =0

9 —b—Vb? — dac —b+ Vb? —4dac
ar+br+c=0 ry = 2 ro = 5
a a

y1 = €% y y5 = €"2% son soluciones de la ED;
probamos que son Ll en I = R:

T 72T

e
rie"T  proel2®

(&

Wiy ) (@) = = e Hr2)% (g 1) £ 0.

Solucién general:

y = c1e"% + c9e™*  es solucién general de  ay” + by’ + cy = 0.
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Ejemplo Caso 1: b*> — 4ac > 0

Se tiene un sistema masa-resorte en el cual la masa es de un kilo, la

constante del resorte es de 4% y la fuerza que amortigua el sistema es

numéricamente igual a 5 veces la velocidad instantanea (el coeficiente b es
kg

579).

s

1. Exprese la ecuacién del movimiento:
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Ejemplo Caso 1: b*> — 4ac > 0

Se tiene un sistema masa-resorte en el cual la masa es de un kilo, la

constante del resorte es de 4% y la fuerza que amortigua el sistema es

numéricamente igual a 5 veces la velocidad instantanea (el coeficiente b es
kg

579).

s

1. Exprese la ecuacién del movimiento: y” + 5y’ + 4y = 0.
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Ejemplo Caso 1: b*> — 4ac > 0

Se tiene un sistema masa-resorte en el cual la masa es de un kilo, la

constante del resorte es de 4% y la fuerza que amortigua el sistema es

numéricamente igual a 5 veces la velocidad instantanea (el coeficiente b es
kg

579).

s

1. Exprese la ecuacién del movimiento: y” + 5y’ + 4y = 0.

2. Sabiendo que y(0) = 1y ¢/(0) = 0, interprete estas condiciones
iniciales:
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Ejemplo Caso 1: b*> — 4ac > 0

Se tiene un sistema masa-resorte en el cual la masa es de un kilo, la
constante del resorte es de 4% y la fuerza que amortigua el sistema es
numéricamente igual a 5 veces la velocidad instantanea (el coeficiente b es
5%

7).

1. Exprese la ecuacién del movimiento: y” + 5y’ + 4y = 0.

2. Sabiendo que y(0) = 1y ¢/(0) = 0, interprete estas condiciones
iniciales: la posicion inicial del cuerpo es 1m hacia abajo y la velocidad
inicial es cero: parte del reposo.
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Ejemplo Caso 1: b*> — 4ac > 0

Se tiene un sistema masa-resorte en el cual la masa es de un kilo, la
constante del resorte es de 4% y la fuerza que amortigua el sistema es
numéricamente igual a 5 veces la velocidad instantanea (el coeficiente b es
5%

7).

1. Exprese la ecuacién del movimiento: y” + 5y’ + 4y = 0.

2. Sabiendo que y(0) = 1y ¢/(0) = 0, interprete estas condiciones
iniciales: la posicion inicial del cuerpo es 1m hacia abajo y la velocidad
inicial es cero: parte del reposo.

3. Resuelva:
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Ejemplo Caso 1: b*> — 4ac > 0

Se tiene un sistema masa-resorte en el cual la masa es de un kilo, la
constante del resorte es de 4% y la fuerza que amortigua el sistema es
numéricamente igual a 5 veces la velocidad instantanea (el coeficiente b es
589,

1. Exprese la ecuacién del movimiento: y” + 5y’ + 4y = 0.

2. Sabiendo que y(0) = 1y ¢/(0) = 0, interprete estas condiciones
iniciales: la posicion inicial del cuerpo es 1m hacia abajo y la velocidad
inicial es cero: parte del reposo.

3. Resuelva: 12 +5r +4=0; 1 = —4;ry = —1;

y(t) =cre + et y(0)=c+e=1;
Y (t) = —dcre 4 — cpe™t; y'(0) = —4c1 — e =0;

c1+co =1
—4c1 —ca =0
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Ejemplo Caso 1: b*> — 4ac > 0

Se tiene un sistema masa-resorte en el cual la masa es de un kilo, la
constante del resorte es de 4% y la fuerza que amortigua el sistema es
numéricamente igual a 5 veces la velocidad instantanea (el coeficiente b es
589,

1. Exprese la ecuacién del movimiento: y” + 5y’ + 4y = 0.

2. Sabiendo que y(0) = 1y ¢/(0) = 0, interprete estas condiciones
iniciales: la posicion inicial del cuerpo es 1m hacia abajo y la velocidad
inicial es cero: parte del reposo.

3. Resuelva: 12 +5r +4=0; 1 = —4;ry = —1;

y(t) =cre + et y(0)=c+e=1;
Y (t) = —dcre 4 — cpe™t; y'(0) = —4c1 — e =0;

c1+co =1
—4c1 —ca =0
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ay”(x) + by'(z) + ey(z) = 0;
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ay”(x) + by'(z) + ey(z) = 0;

ar? +br+c=0
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Caso 2: b®* —4ac =0

—b

ay’(z) +by'(z) + ey(x) =05 ar’+bre=0; r=r=ry=_.

AMII Unidad 5 2026 32 / 66



Caso 2: b2 — 4dac =0

—b

ay’(z) +by'(z) + ey(x) =05 ar’+bre=0; r=r=ry=_.

y1 = €"%(es sol.); probamos que y2 = xe™ es solucién de la ED y que son
Llen I =1R:
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Caso 2: b2 — 4dac =0

—b

ay’(z) +by'(z) + ey(x) =05 ar’+bre=0; r=r=ry=_.

y1 = €"%(es sol.); probamos que y2 = xe™ es solucién de la ED y que son
LlenI =R: yp =xe"™;

AMII Unidad 5 2026 32/ 66



Caso 2: b®* —4ac =0

—b

ay’(z) +by'(z) + ey(x) =05 ar’+bre=0; r=r=ry=_.

y1 = €"%(es sol.); probamos que y2 = xe™ es solucién de la ED y que son
Llen I =R: yp =xe™;yh = (1+ra)e™; yy = (2r +riz)e™;
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Caso 2: b®* —4ac =0

—b

ay’(z) +by'(z) + ey(x) =05 ar’+bre=0; r=r=ry=_.

y1 = €"%(es sol.); probamos que y2 = xe™ es solucién de la ED y que son
Llen I =R: yp =xe™;yh = (1+ra)e™; yy = (2r +riz)e™;

ay’ + by + cy = (a(2r + r2z) + b(1 4+ rx) + cx)e™
= ((2ar +b) + (ar® + br + c)z) e =0
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Caso 2: b®* —4ac =0

—b
ay(x) + by (z) + ey(z) =0; ar?+br4+c=0; r=r =ry= 5

a
y1 = €"%(es sol.); probamos que y2 = xe™ es solucién de la ED y que son
Llen I =R: yo =xe™yh = (1 +rz)e™; oy = (2r +rir)e’;

ay’ + by + cy = (a(2r + r2z) + b(1 4+ rx) + cx)e™
= ((2ar +b) + (ar® + br + c)z) e =0

Tr Tr

€ xre

re’ (14 ar)e™ |~ (Lt ar —ar) =& £0.

Wiy y2) () =
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Caso 2: b®* —4ac =0

—b
ay(x) + by (z) + ey(z) =0; ar?+br4+c=0; r=r =ry= 5

a
y1 = e"*(es sol.); probamos que yy = ze"* es solucién de la ED y que son
Llen I =R: yo =xe™yh = (1 +rz)e™; oy = (2r +rir)e’;

ay’ + by + cy = (a(2r + r2z) + b(1 4+ rx) + cx)e™
= ((2ar +b) + (ar® + br + c)z) e =0

rT rT

e ze ,
W(th)(x) | rere (1+ar)e™ =’ I+ar—ar)= e £ 0.

Solucién general:

Yy =cre"® + coze’™  es solucion general de  ay” + by’ + cy = 0.

= Ty
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ay” () +by' (z)+cy(x) = 0;
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Caso 3: b® —4ac < 0

ay”(z)+by (2)+ey(z) =0;  ar’+brd+c=0; 7 =a+if; ro=a—if
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Caso 3: b® —4ac < 0

ay”(z)+by (2)+ey(z) =0;  ar’+brd+c=0; 7 =a+if; ro=a—if

—b Vdac — b?
o = — B =
2a 2a
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Caso 3: b® —4ac < 0

ay”(z)+by (2)+ey(z) =0;  ar’+brd+c=0; 7 =a+if; ro=a—if

—b Vdac — b?

a:% p= 2a

2 = el0FBT — 00T (cog(Br)+i sen(fz)); z9 = € (cos(fx)—isen(fzx))
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Caso 3: b® —4ac < 0

ay”(z)+by (2)+ey(z) =0;  ar’+brd+c=0; 7 =a+if; ro=a—if

—b Vdac — b?

a:% p= 2a

21 = el0TBT — 0% (cog(Bx)+isen(Bz)); z9 = € (cos(fx)—isen(fzx))
1 1 o 7 1 o
Y1 = =21 + =22 = e cos(Bx); yo=—=z1 + =22 = €*“sen(fz)

2 2 2 2
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Caso 3: b® —4ac < 0

ay”(z)+by (2)+ey(x) = 0;  ar’4br+c=0; 7 = at+if;

o = a—zﬂ
—b Vdac — b?
o = — B =
2a 2a

2 = el0FBT — 00T (cog(Br)+i sen(fz)); z9 = € (cos(fx)—isen(fzx))

y1 = —2z1 + —22 = e cos(fx); y2 = —121 + 122 = e sen(fx)
2 2 2 2
y1 = e*F cos(fx) y yo = e** sen(Sx) son soluciones de la ED; probemos
que son Ll en I = R.
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Caso 3: b® —4ac < 0

—b dac — b?
T 2g’ = 2a
y1 = e*cos(Bx); yo = ™ sen(fx)

ay’(z) + by'(x) + ey(z) = 0; @
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Caso 3: b® —4ac < 0

—b dac — b?
T 2g’ = 2a
y1 = e*cos(Bx); yo = ™ sen(fx)

ay’(z) + by'(x) + ey(z) = 0; @

Wiy ) (@) =
e cos(fSx) e sen(fx)
ae® cos(fx) — pe*sen(fx) ae* sen(fz) + Be™* cos(Sx)
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Caso 3: b® —4ac < 0

—b dac — b?
T 2g’ = 2a
y1 = e*cos(Bx); yo = ™ sen(fx)

ay’(z) + by'(x) + ey(z) = 0; @

Wiy ) (@) =
B e cos(fSx) e sen(fx)
ae® cos(fx) — pe*sen(fx) ae* sen(fz) + Be™* cos(Sx)
_ J2ax cos(Sz) sen(fz)
—° acos(fzx) — Bsen(fx) asen(fz) + [ cos(fx)

= e29% (cos(Bx)(asen(Bz) + B cos(Bz)) — sen(Bz) (o cos(Bx) — Bsen(Bx)))
= e?®(Bcos’ x + Bsen’ z) = BT #£ 0
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Caso 3: b® —4ac < 0

—b dac — b?
T 2g’ = 2a

y1 = e cos(fx);  y2 = e sen(fx)

ay’(z) + by'(x) + ey(z) = 0; @

W(ylny)(x) =
B e cos(fSx) e sen(fx)

ae® cos(fx) — pe*sen(fx) ae* sen(fz) + Be™* cos(Sx)
_ plax cos(Sz) sen(Sz)

acos(fzx) — Bsen(fx) asen(fz) + [ cos(fx)
= e29% (cos(Bx)(asen(Bz) + B cos(Bz)) — sen(Bz) (o cos(Bx) — Bsen(Bx)))
= e?®(Bcos’ x + Bsen’ z) = BT #£ 0

Solucién general:

y = e**(cq cos(fBx) + casen(fx)) es solucion general de
ay” + by + cy = 0.
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Ejemplos

1. La ED de un sistema masa-resorte es: 2y”(¢) + 10y/(¢) + 8y(t) = 0.

a) Interprete cada término.

b) Indique si se trata de la ecuacién de un movimiento libre o
forzado, amortiguado o no amortiguado.

¢) Resolver el PVI dado por la ED y las condiciones iniciales

y(0) =0, y'(0) = 3.
d) Halle posicién y velocidad de la masa en t = 1.

2. Resuelva 16y"(z) + 8y'(x) + y(z) = 0.
3. Resuelva Z(t) + 8&(t) + 25z(t) = 0.
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Ejercicios del TP 5

53. Obtenga la solucion general de las siguientes ecuaciones:

a) (0) 4y" +y =0.

b) (o) y” + 8y + 16y = 0.
¢) (o) y" =3y +2y=0.

e) (o) y" —4y" — 5y =0.
) (0)

"

g) @ y"+y" -y —y=0.
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Recorrido

© Ecuaciones lineales no homogéneas de segundo orden
@ Teoremas
@ Métodos para resolver edo lineales de orden superior con coeficientes
constantes
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@ Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

Ecuaciones lineales homogéneas
(%) g
e PVly PVF

@ Dependencia e independencia lineal de soluciones
@ Teorema de solucién general de una ED lineal homogénea
@ ED lineales homogéneas con coeficientes constantes: 3 casos

© Ecuaciones lineales no homogéneas de segundo orden
@ Teoremas

@ Métodos para resolver edo lineales de orden superior con coeficientes
constantes

@ Método de los coeficientes indeterminados
@ Método de variacién de parametros

@ Sistemas masa resorte

© Demostraciones y desarrollos
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Funcién o soluciéon complementaria

Definicién
Dada una ED no homogénea, ay” + by’ + cy = G(x), la solucién de la ED
homogénea asociada

ay’ +by +cy=0

se llama FUNCION COMPLEMENTARIA o SOLUCION
COMPLEMENTARIA. |
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Teorema de solucién general de ED lineal no homogénea

Teorema

Dada una ED lineal a,(z)y™ (z) + - - + a1(2)y' () + ao(z)y(z) = G(x)
donde las funciones coeficientes ay,, 0 < k < n, y G son continuas en algiin
intervalo abierto I y a,(x) # 0 en I. Entonces la solucién general de la ED
tiene la forma

Y = Ye + Yp,

donde y. es la funcion complementaria y y,, es cualquier solucién particular
de la ecuacion no homogénea.

V

Demostrar. Se prueba para n = 2.
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Teorema (Principio de superposién para ED no homogéneas)

Sean las k ecuaciones diferenciales no homogéneas de n-ésimo orden

an(2)y™ (@) + an-1(2)y " V(@) + ... + a1 (2)y () + ao(2)y(z) = g1 (),

an(2)y™ (2) + an—1(2)y" V(@) + ... + a1(@)y (z) + ao(2)y(z) = gi(),

donde sélo cambian los términos independientes. Supongamos que
Yp1» -+ Yp,, SON soluciones particulares de cada una de las ecuaciones
anteriores, en un mismo intervalo I. Entonces,

Yp = C1Yp, 4 oo TF CkYps,

es una solucién particular de

anty™ + an_1y™ Y + a1y’ + agy = 191 + ... + Crgr.

Observacién: no hay relacién entre k y n.

Demostracion dejada como ejercicio.
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Recorrido

© Ecuaciones lineales no homogéneas de segundo orden

@ Métodos para resolver edo lineales de orden superior con coeficientes
constantes
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Método de los coeficientes indeterminados

Método de Coeficientes Indeterminados

Dada una EDO a,y"™ (z) + ... + apy(z) = g(x).
El método de los coeficientes indeterminados propone encontrar una
solucién particular y,(x) similar a g(z).

1. Proponer la forma de la solucién particular y,(x).
2. Derivar y,(x) e igualar en la EDO.

3. Resolver el sistema de ecuaciones para hallar los coeficientes.

Limitacién: sélo puede aplicarse para ciertas funciones g, tales como
polinomios, senos, cosenos, exponenciales y combinaciones de éstas.
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Método de los coeficientes indeterminados: Ejemplos

1) o' +4y — 2y =222 — 32+ 6.
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Método de los coeficientes indeterminados: Ejemplos

1) o' +4y — 2y =222 — 32+ 6.

Hallamos la solucién complementaria:y, = cie~(2+V0)z 4 cye(-2+V6)e
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Método de los coeficientes indeterminados: Ejemplos

1) o' +4y — 2y =222 — 32+ 6.

Hallamos la solucién complementaria:y, = cie~(2+V0)z 4 cye(-2+V6)e
Paso 1: Proponemos y,(z) = Az? + Bx + C.
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Método de los coeficientes indeterminados: Ejemplos

1) o' +4y — 2y =222 — 32+ 6.

Hallamos la solucién complementaria:y, = cie~(2+V0)z 4 cye(-2+V6)e
Paso 1: Proponemos y,(z) = Az? + Bx + C.

Paso 2: Derivamos y sustitumos:

yp(z) = 24z + B; y,(z) = 2A.

2A 4+ 4(2Ax + B) — 2(Az® + Bz + C) = 22° — 32 + 6.
Igualamos y resolvemos:

—24= 2 .
8BA-2B= -3 = A=-1B=-,, C=-9.
2A+4B—-2C= 6
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Método de los coeficientes indeterminados: Ejemplos

1) o' +4y — 2y =222 — 32+ 6.

Hallamos la solucién complementaria:y, = cie~(2+V0)z 4 cye(-2+V6)e
Paso 1: Proponemos y,(z) = Az? + Bx + C.

Paso 2: Derivamos y sustitumos:

yp(z) = 24z + B; y,(z) = 2A.

2A 4+ 4(2Ax + B) — 2(Az® + Bz + C) = 22° — 32 + 6.

Igualamos y resolvemos:

—24= 2 .
8BA-2B= -3 = A=-1B=-,, C=-9.
2A+4B—-2C= 6

Rta: yo = cre~ V0T 4 pe(-2+V0)z _ 2
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Método de los coeficientes indeterminados: Ejemplos

2) y" — 5y + 4y = 8e”.
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Método de los coeficientes indeterminados: Ejemplos

2) y" — 5y’ + 4y = 8e*. Hallamos la solucién

(2+V6)x (—24+6)x

complementaria:y. = cie” + coe
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Método de los coeficientes indeterminados: Ejemplos

2) y" — 5y’ + 4y = 8e*. Hallamos la solucién

complementaria:y, = cre~ VO 4 cye(-2+V6)z
Rta: Yyg = CleI + C2€4I _ §£B€x.
3
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Método de los coeficientes indeterminados: Ejemplos

2) y" — 5y’ + 4y = 8e*. Hallamos la solucién

complementaria:y. = cre— Vo) | 626(_2+\/g-)$

Rta: yg = c1e® + cpe®® — %aze”.

3) v/ —y +y =2sen(3x).

yR:a: ev/? (01 cos (@) + co sen (%))
yp = Asen(3x) + B cos(3z)
yo = e/ (01 cos <@> + ca sen (%)) + 2 cos(3z) — 18 sen(3x).
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Tabla

a(x) Forma de v,
1. 1 (cualquier constante) A
2. 5x +7 Ax + B
3.3 =2 Ax*+ Bx+C
4, ¥ —x+1 Ax*+ Bx* + Cx + E
5. sen 4x A cosdx + Bsendx
6. cos 4x A cos4x + Bsen4x
7. e Ae>
8. (9x — 2)e* (Ax + B)e™
9. x> (Ax* + Bx + C)e*
10. ** sen 4x Ae* cos 4x + Be¥* sen 4x
11. 5x%sen 4x (Ax* + Bx + C) cos 4x + (Ex? + Fx + () sen 4x
12. xe* cos 4x (Ax + B)e* cos 4x + (Cx + E)e’* sen 4x

AMII
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Tabla

TABLA 17.1  Método de coeficientes indeterminados para ecuaciones seleccionadas

de la forma

ay" + by + ey = 6(x).

Si G(x) tiene un
término que es
un multiplo
constante de ...

Y si

Entonces incluya
esta expresion en la
funcién de prueba

para y,.

e

sen kx, cos kx

pxz +gx +m

AMII

7 no es una raiz de la
ecuacion caracteristica

res una raiz simple de la

ecuacién caracteristica

7 es una raiz doble de la

ecuacion caracteristica

ki no es una raiz de la

ecuacion caracteristica

0 no es una raiz de la

ecuacion caracteristica

0 es una raiz simple de

la ecuacion caracteristica

0 es una doble raiz de la

ecuacion caracteristica
Unidad 5

A
Axe™

Axte™

Bcos kx + Csen kx
Dx* + Ex + F

Dx* + Ex* + Fx
Dx* + ExX* + Fx*

2026
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y" () + 4y(x) = sen(z) + 3¢®

«O> «Fr «=r «E=>» .



EJEMPLO

y"(x) + 4y(z) = sen(z) + 3e”

Sol. complementaria: y.(z) = ¢1 cos(2z) + ca sen(2x).
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EJEMPLO

y"(x) + 4y(z) = sen(z) + 3e”

Sol. complementaria: y.(z) = ¢1 cos(2z) + ca sen(2x).
Sol. gral:

1 3
ya(x) = ye(x) = ¢1 cos(2x) + cosen(2x) + 3 sen(x) + gex.

AMII Unidad 5 2026
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Ejercicios del TP 5

58. En cada caso, obtenga la solucién general usando coeficientes

indeterminados:

a) (o) y' +y — 6y = 2z.
b) (o) ¥ +y — 6y = e**
c) (0) y' +y — 6y =2z —e**.
g) (o) y" + 3y = —48x2¢e3%.
k) (o) y — 1y = dx + 2ze™".
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Método de variacion de parametros

Método de variacién de parametros

Dada a(z)y"(z) + b(x)y'(z) + c¢(x)y(xz) = G(x), con
ye(z) = c1y1(z) + cay2(x), se propone

Yp(2) = w1 (z)y1(z) + u2(2)y2(x).

{ iy + ubys = %
i + gy = 9 = /.

AMII Unidad 5 2026
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Método de variacion de parametros

Método de variacién de parametros

Dada a(z)y"(z) + b(z)y'(z) + c(z)y(x) = G(x), con
Ye(x) = c1y1(x) + caya(x), se propone

Yp(®) = ur(x)y1(z) + ua(z)y2(x).

uyyr + upyr =0
iy +ubyh =S = f. Resolver por determinantes.

AMII Unidad 5 2026
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Método de variacion de parametros: Ejemplo

49" + 36y = csc(3x)
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Método de variacion de parametros: Ejemplo

49" + 36y = csc(3x)

Yo = ¢1 cos(3z) + ca sen(3x)
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Método de variacion de parametros: Ejemplo

4y" + 36y = csc(3x)
Yo = ¢1 cos(3z) + ca sen(3x)

Yp = u1 cos(3x) + ug sen(3x)
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Método de variacion de parametros: Ejemplo

4y" + 36y = csc(3x)
Yo = ¢1 cos(3z) + ca sen(3x)

Yp = u1 cos(3x) + ug sen(3x)
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Método de variacion de parametros: Ejemplo

4y" + 36y = csc(3x)
Yo = ¢1 cos(3z) + ca sen(3x)

Yp = u1 cos(3x) + ug sen(3x)

1 tg(3
ull . u/2: C gl(Qx)

AMII Unidad 5 2026

51 / 66



Método de variacion de parametros: Ejemplo

4y" + 36y = csc(3x)
Yo = ¢1 cos(3z) + ca sen(3x)

Yp = w1 cos(3x) + ug sen(3x)

1 ,  ctg(3m)

r_ L _
="y 2 12

In | sen(3z)|

36 sen(3x)

1
y = c1 cos(3z) + cg sen(3x) — Tk cos(3z) +

1= (O, g) o subintervalos de éste.

AMII Unidad 5 2026 51 / 66



Ejercicios del TP 5

59. En cada caso, obtenga la solucién general usando variacién de

parametros:

AMII Unidad 5

2026

52 / 66



@ Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

Ecuaciones lineales homogéneas
(%) g
e PVly PVF

@ Dependencia e independencia lineal de soluciones
@ Teorema de solucién general de una ED lineal homogénea
@ ED lineales homogéneas con coeficientes constantes: 3 casos

© Ecuaciones lineales no homogéneas de segundo orden
@ Teoremas

@ Métodos para resolver edo lineales de orden superior con coeficientes
constantes

@ Método de los coeficientes indeterminados
@ Método de variacién de parametros

© Sistemas masa resorte
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Ecuacion del movimiento libre no amortiguado

my” (t) + by (t) + ky(t) = f(t) conb=0, vy f(t) =0, Vt
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Ecuacion del movimiento libre no amortiguado

my” (t) + by (t) + ky(t) = f(t) conb=0, vy f(t) =0, Vt

k
my” + ky =0, w =
m
y(t) = c1 cos(wt) + o sen(wt) — y(t) = Asen(wt + ¢)
llevar a la forma

Asen(wt+¢) = Asen(wt) cos(¢)+A cos(wt) sen(¢) = { ¢ = Asen(o)

ca = Acos(9)
Cc1 . w
A=/c?+c% tangp= —; Frecuencia natural: —
Co 2
.
A Peried Period
—plw Yndeor 2l
A ;
\/\
o
AMII Unidad 5
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Ecuaciones del del movimiento libre amortiguado

my" (t) + by’ (¢) + ky(t) =0, b> 0
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Ecuaciones del del movimiento libre amortiguado

Movimiento subamortiguado: b? < 4mk

my" (t) + by’ (¢) + ky(t) =0, b> 0

_ b

y = e“(cpcos(Bt) + casen(ft)) — y= e Asen(pt + )

AMII

v

Aett
/

/
N Ae™sin(Br + @)

VA N —,
/’% Quasiperiod
P _Ae™ =2n/B
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Ecuaciones del del movimiento libre amortiguado

my” (t) + by’ (t) + ky(t) =0, b >0
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Ecuaciones del del movimiento libre amortiguado

my” (t) + by’ (t) + ky(t) =0, b >0

Movimiento sobreamortiguado: b% > 4mk

t

y = cre"t + coe r1 < 0;r9 <O0.

no local one local one local
max or min max min
- ! ! 7 !
(a) (b) (c)
AMII Unidad 5 2026
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Ecuaciones del del movimiento libre amortiguado

my" (t) + by’ (¢) + ky(t) =0, b> 0
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Ecuaciones del del movimiento libre amortiguado

my" (t) + by’ (¢) + ky(t) =0, b> 0
Movimiento criticamente amortiguado: b> = 4mk

_by _by
y=cre 2m Hcote 2m

y(0) =1, y'(0) =0; b=6, 10, 12.

v

Ejemplo: 3" + by’ + 25y = 0;

U+ 6NTT je643Thr |, 11 6VTT - Tin

/ 22 22

(1450

b=10

b=12 ——

/
/
/
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Tres tipos de movimiento

Desplazamiento x(t) [m]

Comparacion de respuestas: subamortiguado, critico y sobreamortiguado
m=1 kg, k=4 N/m, x(0)=1, v(0)=0

1.0p Subamortiguado ({=0.25)
—— Criticamente amortiguado (§=1)
0sl .\ —— Sobreamortiguado {f=1.5)
0.6}
04r
0.2t
0.0 e =
-0.2}
—0.4}
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Tiempo [s]
AMII Unidad 5 2026
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Ecuaciones del movimiento forzado

my” (t) + by’ (t) + ky(t) = f(t), 0 < b < 4mk;
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Ecuaciones del movimiento forzado

my” (t) + by’ (t) + ky(t) = f(t), 0 < b < 4mk; f(t) = Fycos(7t)
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Ecuaciones del movimiento forzado

my” (t) + by’ (t) + ky(t) = f(t), 0 < b < 4mk; f(t) = Fycos(7t)

aAmh—b2 F,
y= Ae” e sen( b=t t+¢> + 0 sen(yt + 0)
V=P T
Transitorio Estable
N w 1 Vamk—p2 1 [k _ b2
024 “-‘\/,-\m 271 - 271 m - o1 m 4m?2
s | N
\ A
005 + A4 \
e \\ /‘\

YEAVAAVRY, A%

Figure 4.32 Convergence of (1) to the steady-state solution y,(r) when m = 4,b = 6,k =3, F, =2,y = 4
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Movimiento forzado no amortiguado - Resonancia pura

Y (1) + (1) = Fosin(yt), (b=0).
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Movimiento forzado no amortiguado - Resonancia pura
Y (t) + w?y(t) = Fysin(qt), (b= 0).

Fi
ya(t) = c1 cos(wt) + co sen(wt) + % sen(vt), si v # w.
ws =7

F
ya(t) = /3 + 3 (sen(wt) +tan~! <Z;>> + 2 _072 sen(~t).

No hay estado transitorio. Tomamos las condiciones iniciales y(0) =0y
y'(0) = 0 y calculamos el limite

Fi t
S <sen(w ) _ tcos(wt)) .
w

2 w

y ///
T
\/\v’

~
~

AMII Unidad 5 : 2026 60 / 66
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Ejercicios del TP 5

61. (o) Dado el PVI 3 + 4y 4+ 5y = 35¢~** con condiciones iniciales
y(0) = -3 yy'(0)=1:
1. Resuelva el PVI para obtener la solucién en la forma tradicional.

2. ldentifique la parte homogénea subamortiguada yp, () y exprésela en
la forma equivalente de amplitud y angulo de fase Ae®* sen(fBz + ¢).

3. Analice el comportamiento de la solucién cuando z — oo e indique si
existe un término de estado estable.
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@ Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

Ecuaciones lineales homogéneas
(%) g
e PVly PVF

@ Dependencia e independencia lineal de soluciones
@ Teorema de solucién general de una ED lineal homogénea
@ ED lineales homogéneas con coeficientes constantes: 3 casos

© Ecuaciones lineales no homogéneas de segundo orden
@ Teoremas

@ Métodos para resolver edo lineales de orden superior con coeficientes
constantes

@ Método de los coeficientes indeterminados
@ Método de variacién de parametros

@ Sistemas masa resorte

© Demostraciones y desarrollos
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Teorema de solucién general de ED lineal no homogénea

Teorema

Dada una ED lineal a,,(x)y"™ (z) + - - - 4+ a1 (2)y () + ao(z)y(z) = G(x)
donde las funciones coeficientes ay, 0 < k < n, y G son continuas en algin
intervalo abierto I y ay(x) # 0 en I. Entonces la solucion general de la ED
tiene la forma y = y. + y, donde y. es la funcion complementaria y y, es
cualquier solucién particular de la ecuacién no homogénea.

Demostrar.
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Teorema de solucién general de ED lineal no homogénea

Dada
az(x)y" (z) + a1(2)y'(z) + ao(z)y(z) = G(x), (2)

sea ® una solucién arbitraria de (2) en I, sea y, una solucién particular de
(2) en I y sean y; y yo dos soluciones LI en I de la ED homogénea asociada
a (2), es decir que y. = c1y1 + cay2 es una solucién complementaria de (2).
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Teorema de solucién general de ED lineal no homogénea

Dada
az(x)y" (z) + a1(2)y'(z) + ao(z)y(z) = G(x), (2)

sea ® una solucién arbitraria de (2) en I, sea y, una solucién particular de
(2) en I y sean y; y yo dos soluciones LI en I de la ED homogénea asociada
a (2), es decir que y. = c1y1 + cay2 es una solucién complementaria de (2).
Llamemos Y a la funcién dada por Y (z) = ®(z) — y,(x), definidaen I'y
probemos que Y es solucién de la ED homogénea asociada a (2):
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Teorema de solucién general de ED lineal no homogénea

Dada

az(x)y"(x) + ar(2)y () + ao(2)y(x) = G(), (2)
sea ® una solucién arbitraria de (2) en I, sea y, una solucién particular de
(2) en I y sean y; y yo dos soluciones LI en I de la ED homogénea asociada
a (2), es decir que y. = c1y1 + cay2 es una solucién complementaria de (2).
Llamemos Y a la funcién dada por Y (z) = ®(z) — y,(x), definidaen I'y
probemos que Y es solucién de la ED homogénea asociada a (2):

as(2)Y"(2) + a1 (2)Y'(x) + ao(2)Y (z) =
= az(2)(2"(z) — y,(2)) + a1(z)(¥'(2) — y,(2)) + ao(2)(2(z) — yp(z))
( 7)®" (x —i—al(x)(I)’ () + ap(z )@(x))
— (a2(2)yy (x) + a1 (2)y, () + ao(2)yp(x))
=G(z) - G(z)
=0
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Teorema de solucién general de ED lineal no homogénea

Luego Y es solucién de
az(@)y” () + a1(2)y () + ao(x)y(z) = 0
asi que, por T.S.G.H., existen ¢; y ¢, tales que

Y(z) = ciyi(x) + caye(x), Vr el
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Teorema de solucién general de ED lineal no homogénea

Luego Y es solucién de
az(@)y” () + a1(2)y () + ao(x)y(z) = 0
asi que, por T.S.G.H., existen ¢; y ¢, tales que
Y(z) = ciyi(x) + caye(x), Vr el
Entonces ®(z) — yp(z) = c1y1(x) + C2y2(x), o sea

(I)(JJ) =C1Y1 (%) + Egyg(l‘) + yp(:r) [ |
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Método de variacion de parametros

Dada a(z)y"(z) + b(z)y'(z) + c(x)y(xz) = G(x), con
Ye(z) = c1y1(x) + cay2(x), se propone

Yp(2) = wi(z)y1(z) + ua(z)y2().

Yp = U1yl + U2y2
yp — ullyl —+ Ulyll + u/2y2 + u2yé
Yp = ufyr iyl +ujyh +uayy + ubye +ubys + ubyh + usyy
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Método de variacion de parametros

Dada a(z)y"(z) + b(z)y'(z) + c(x)y(xz) = G(x), con
Ye(z) = c1y1(x) + cay2(x), se propone

Yp(2) = wi(z)y1(z) + ua(z)y2().

Yp = ULY1 + u2y2

Yp = U Y1+ ury + uhya + ugyy

y;,' = ufyr + uly] +uy] +uryy + uhye + ubyh + ubyh + usyl
ayy + by, + cyp = wi(ayy + by + cy1) + ua(ayy + by + cy2)
Fa(ufyr +ujyy) + a(usys + upyy) + (aujyy + buyyr + augys + busys)
= a L (Whyr + uhye) + b(uhyr + ubye) + a(uhy) + uhyh) = G
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Método de variacion de parametros

Dada a(z)y"(x) 4 b(x)y'(z) + c(x)y(x) = G(x), con
Ye(z) = c1y1(x) + cay2(x), se propone

Yp(2) = wi(z)y1(z) + ua(z)y2().

Yp = U1Y1 + U2y2
y, = ujyr +ury] + uhya + uayh

Yy = uiyr +uiy) +uiyy + uryy + ubye + ubys + uhyh + usyy
ayy + by, + cyp = wi(ayy + by + cy1) + ua(ayy + by + cy2)
aluyn + ) + a(ufe + i) + (@i + buign + aulh + buspe)
= a4 (Whyr + uby2) + b(ujyr + ubyo) + alujy; + ubyh) = G

{ uly1 + uhyz = 0
uhyl +upyhy =< = f.

TS ————— = Ty
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Método de variacion de parametros

Dada a(z)y"(z) + b(z)y' () + c(z)y(z)
Ye(z) = c1y1(x) + cay2(x), se propone

G(x), con

Yp(2) = wi(z)y1(z) + ua(z)y2().

Yp = U1Y1 + U2y2

y, = ujyr +ury] + uhya + uayh
yn = ufyr + ulyl + uiyh 4wyl 4 ubye + ubyh + uhyh + usyh

ay, + by, + cyp = ui(ayy + by| + cyr) + uz(ayy + byy + cy2)

Fa(ufyr +ujyy) + a(usys + upyy) + (aujyy + buyyr + augys + busys)

45 (WY1 +ubye) + b(uhyr + ubye) + a(uiy) +ubyy) = G

u1y1 + tay =0
iy +uhyh =S = f. Resolver por determinantes.
AMII
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