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Sistemas lineales no acoplados

Recordemos que la ecuacién
X'(t) = ax(t)
tiene por solucién general

x(t) = ce’®, ¢ = x(0).
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Sistemas lineales no acoplados

Recordemos que la ecuacién

Consideremos el sistema no acoplado

)
Ccds (:,. sen '6) , tE F{

X1 = —X1

/
1
. X, 14 (1)
X3_(+ e z Xy = 2xa. K
- \b 2t XLIH
Dicho sistema se puede escribir Xa’”’ Cy €
y -t
X =Cc, ¢
X' — AX. A— -1 0 ! Yo
x T AT o o) [ AT et
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Sistemas lineales no acoplados

La solucidn general del sistema se obtiene resolviendo cada ecuacién por

separado
x1(t) = et

xa(t) = pe?t
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Sistemas lineales no acoplados

La solucidn general del sistema se obtiene resolviendo cada ecuacién por

separado '
—ﬁ_,_

x<r)= 0 ) ¢, c=X(0)

Las curvas solucién tienen la forma K
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Diagrama de fases
El diagrama de fases de un sistema

X' = AX

es el conjunto de todas las curvas solucién del sistema en el espacio de
fases R". )
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Diagrama de fases

El diagrama de fases de un sistema
X' = AX

es el conjunto de todas las curvas solucién del sistema en el espacio de
fases R".

Retornando a (1), la funcién
f(X)=AX

define un campo vectorial que asigna a cada punto Xp del espacio de fases,
el vector tangente AXp a la curva solucién del sistema que pasa por Xp.

Xl'—- )(I
{yzl—.zyl \
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Campo de direcciones para el sistema (1).
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Para el sistema

/
= % (2)
/
X3 — _X3,
se obtiene el diagrama de fases
*3
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La diagonalizacién de matrices cuadradas A se puede usar para reducir un

sistema lineal 1
(x=m) PP
a un sistema no acoplado. ‘@

TR P

x= 7= %Dy = RREX “Ax
P [hw-v] Ve et ppe e A
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La diagonalizacién de matrices cuadradas A se puede usar para reducir un

sistema lineal
X' = AX

a un sistema no acoplado. Recordemos que si A es una matriz n X n que
tiene n valores propios reales distintos Ag, ..., Ap, entonces cualquier
conjunto de vectores propios asociados vy, ..., v, €s una base de R”, la
matriz

P=1vi- vy

es inversible y
P~LAP = diag[)1, ..., An).
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La diagonalizacién de matrices cuadradas A se puede usar para reducir un
sistema lineal
X' = AX

a un sistema no acoplado. Recordemos que si A es una matriz n X n que
tiene n valores propios reales distintos Ag, ..., Ap, entonces cualquier
conjunto de vectores propios asociados vy, ..., v, €s una base de R”, la
matriz

P=1vi- vy

es inversible y
P~1AP = diag[)1, ..., An]

Sea Y = P~1X, entonces

Y = P71X = P71AX = PTLAPY = diag[\y, ..., \]Y

que constituye un sistema no acoplado para Y. La solucién general de

dicho sistema es
E/(t) = diag[eMt, ..., e/\"t]Y(@

Pablo Ochoa (Fac. de Ingenieria) Métodos Matemdticos Octubre, 2026


Pablo
Lápiz

Pablo
Lápiz


Como X(t) = PY(t), Y(0) = P~1X(0), entonces la solucién buscada es

X(t) = Pdiag[eM?, ..., eMP71X(0).
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Como X( ) = PY/(t), Y(O) P~1X(0), entonces la solucién buscada es

)\t Ant1p—1

Ejemplo: resuelva el siguiente sistema

\/:\ laves on{"‘”’ @ A

L Saluetan Aol sistem: lfl Dylé
- A
y(‘é) = CJ\DS é f 2 Y(O)

P ><M=["l] [

o 1

R [ °1[ T1-
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Como X(t) = PY(t), Y(0) = P~1X(0), entonces la solucién buscada es
p
X(t) = Pdiag[eM?, ..., eMP71X(0).

Ejemplo: resuelva el siguiente sistema
Sclucmn :

x; = —x1—3x —X//'”—(C +c)€ -<,
‘ 2t
X, (¢)= &, @

X(4= Pyl
o (1

.
J%T—' A&

E =spen
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Subespacios estables e inestables

Subespacios estables e inestables

Suponga que A es una matriz n X n con k valores propios negativos
Aly..., Ak Y N — k valores propios positivos Axi1, ..., Ap. Sean vi, ..., v, los
vectores propios asociados. El subespacio estable del sistema X’ = AX es

E° =span {vi,...,vk}.

El subespacio inestable es

EY =span {vki1,..., Val-
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Exponencial de operadores

Dado un operador lineal T : R" — R", definimos su exponencial como

od
el = L e = Z_Z(_ VXG
k! nt

k=0
kzo
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Exponencial de operadores

Dado un operador lineal T : R" — R", definimos su exponencial como

o0 k
A o
K

k=0

Dado que el principal interés es resolver sistemas de la forma
X'= AX

asumiremos que T estd representado por una matriz A con repecto a la

base canénica y definimos et como sigue:

Exponencial de At

Dada una matriz A de tamafio n X ny t € R, definimos

P Z‘tk.

nxh

™ = — — S e
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Propiedades de la exponencial de matrices

Importante: la exponencial et es una matriz que puede calcularse en
base a valores y vectores propios (vectores propios generalizados) de A.
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Propiedades de la exponencial de matrices

Importante: la exponencial et es una matriz que puede calcularse en
base a valores y vectores propios (vectores propios generalizados) de A.

@ Si Jy P son matrices n x ny A= PJP~!, entonces N
e’ = Pe’P 1, P AP=)
A -1
e Pp
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Propiedades de la exponencial de matrices

Importante: la exponencial et es una matriz que puede calcularse en
base a valores y vectores propios (vectores propios generalizados) de A.

@ Si Jy P son matrices n x ny A= PJP~!, entonces

e = pelP .

o Si P~LAP = diag[)/], entonces
et = Pdiag[eVt|P~L.
k——\,\J
Dt . it Hut
- ding [ e
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Propiedades de la exponencial de matrices

Importante: la exponencial et es una matriz que puede calcularse en
base a valores y vectores propios (vectores propios generalizados) de A.

@ Si Jy P son matrices n x ny A= PJP~!, entonces

e = pelP .

o Si P~LAP = diag[)/], entonces
et = Pdiag[eVt|P~L.

e Si

entonces

_ (b) —sen(b)
G [zz;(b) cf)es(b)}
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Propiedades de la exponencial de matrices

e Si
a b
=5
entonces
1 b
A_ _a
e=e [O J.
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Propiedades de la exponencial de matrices
o Si
a b
A-la ]

1 b
A_ _a
e =e€ [O 1}.

De acuerdo a la forma canédnica de Jordan, para cada matriz A de tamafio
2 X 2, existe una matriz inversible P tal que

entonces

P AP =B

donde B admite una de las siguientes formas:
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Ademas, sabemos

At
B |€ 0 Bt |l t Bt _ _at |cos(bt) —sen(bt)
¢ = [ 0 e/\t} e Te [0 1] o€ =€ Len(bt) cos(bt) |-
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Ademas, sabemos

At
B |€ 0 Bt |l t Bt _ _at |cos(bt) —sen(bt)
¢ = [ 0 e/\t} e Te [0 1] o€ =€ Len(bt) cos(bt)

Luego, 3¢
pp-1,

Como veremos a continuacién, calcular e#t equivale a resolver el sistema

X' = AX.
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Ademas, sabemos

At B
Bt _ [e 0 } Bt o [(1) i] o0 Bt = oot {cos(bt) sen(bt)

0 M sen(bt) cos(bt) |-

Luego,

Como veremos a continuacidn, calcular e”'* equivale a resolver el sistema

X' = AX.

Teorema fundamental para sistemas lineales

Sea A una matriz real Entonces, dado Xy € R”, el problema de valores
iniciales

X' = AX
X(0) = Xo,

admite una dnica solucién dada por

m Ve,

i = = et
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Ejemplo: resuelva el problema de valores iniciales -2¢
X {f]_— c oS ¢. ¢

-2
{X’:AX X(g]—sc/n.‘ e

X(0) = Xo, -L,e
>< tX c
donde

- el

Esboce las curvas soluuon en el diagrama de fases R2, w
[—7_ —1

X({)=6 Xo= e " [J

¥|('Q]_- 8—21‘ cosC €) -genl & [q _ él'é [Cas ¢ -
XZ/“ Sen (8 cos( ¢) o sent €
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Para conocer el comportamiento de las soluciones del sistema plano
X' = AX
recordemos que existen matrices P y B tales que

B =P AP,

o<1 o-f g ool )

Luego, si conocemos el comportamiento de las curvas solucién del sistema

donde

Y' = BY

mediante la transformacién lineal X(t) = PY(t) = PeBtc podemos
recuperar informacién sobre las curvas solucién del sistema original.
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