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Ejemplos de EDP

@ Ecuacién de Laplace
Au= Uy, + -+ Uygx, =0.

Para n = 3 la ec. de Laplace aparece en el estudio de campo
gravitacionales, electroestdticos, temperatura en equilibrio, etc.
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Para n = 3 la ec. de Laplace aparece en el estudio de campo
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@ La ecuacién de onda
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de sonido, vibracién de cuerdas y membranas, etc.
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@ Ecuacién de Laplace
Au= Uy, + -+ Uygx, =0.
Para n = 3 la ec. de Laplace aparece en el estudio de campo
gravitacionales, electroestdticos, temperatura en equilibrio, etc.
@ La ecuacién de onda
Uy = Au.
En aplicaciones, la ec. aparece en el estudio de propagacién de ondas
de sonido, vibracién de cuerdas y membranas, etc.
@ Ecuaciones de Maxwell:

eEy =curlH, pHy = —curl E; div E=divH=0.
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Ejemplos de EDP

@ Ecuacién de Laplace
Au= Uy, + -+ Uygx, =0.

Para n = 3 la ec. de Laplace aparece en el estudio de campo
gravitacionales, electroestdticos, temperatura en equilibrio, etc.
@ La ecuacién de onda
Uy = Au.
En aplicaciones, la ec. aparece en el estudio de propagacién de ondas
de sonido, vibracién de cuerdas y membranas, etc.
@ Ecuaciones de Maxwell:

eEy =curlH, pHy = —curl E; div E=divH=0.

@ Ecuacién de Schrodinger para una particula de masa m que se mueve
en un campo de energia potencial V:

h2
ihpy = —~——Atp + Vap.
2m
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EDP de primer orden

La ecuacién diferencial en derivadas parciales de primer orden mas general en dos
variables es

F(X,}/7Uauxauy):0 (Xa)/)e D C R?

donde F es una funcién dada y u = u(x, y) es la funcién incégnita.
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EDP de primer orden

La ecuacién diferencial en derivadas parciales de primer orden mas general en dos
variables es

F(X,}/7Uauxauy):0 (Xa)/)e D C R?

donde F es una funcién dada y u = u(x, y) es la funcién incégnita.
En tres variables x, y, z,

F(X,y,z, u, vauyvuz) =0 (X,y,Z) eD CR3.
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EDP de primer orden

La ecuacién diferencial en derivadas parciales de primer orden mas general en dos
variables es
2
F(x,y,u,uc,u,)=0 (x,y)e DCR

donde F es una funcién dada y u = u(x, y) es la funcién incégnita.
En tres variables x, y, z,

F(X,y,z, u, vauyvuz) =0 (X,y,Z) eD CR3.

Si F es una funcidn lineal en las derivadas parciales de u, se dice que la ecuacién
es casi lineal. La ecuacidn casi lineal mas general es

a(Xay, U)ux + b(Xaya U)Uy = C(Xaya U)a

con coeficientes a,b y c.
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EDP de primer orden

La ecuacién diferencial en derivadas parciales de primer orden mas general en dos
variables es
2
F(x,y,u,uc,u,)=0 (x,y)e DCR

donde F es una funcién dada y u = u(x, y) es la funcién incégnita.
En tres variables x, y, z,

F(X,y,z, u, vauyvuz) =0 (X,y,Z) eD CR3.

Si F es una funcién lineal en las derivadas parciales de u, se dice que la ecuacién
es casi lineal. La ecuacidn casi lineal mas general es

a(Xay, U)ux + b(Xaya U)Uy = C(Xaya U)a

con coeficientes a,b y c.
Si F es lineal en las variables u, u, y u,, entonces la ecuacién se llama lineal. La
ecuacién lineal mas general es:

a(x, y)ux + b(x, y)uy + c(x, y)u = d(x,y).
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EDP de primer orden

La ecuacién diferencial en derivadas parciales de primer orden mas general en dos
variables es
2
F(x,y,u,uc,u,)=0 (x,y)e DCR

donde F es una funcién dada y u = u(x, y) es la funcién incégnita.
En tres variables x, y, z,

3
F(x,y,z,u,ux,u,,u;) =0 (x,y,z) € DCR.
Si F es una funcién lineal en las derivadas parciales de u, se dice que la ecuacién
es casi lineal. La ecuacidn casi lineal mas general es
a(x,y, u)ux + b(x, y, u)u, = c(x,y, u),

con coeficientes a,b y c.
Si F es lineal en las variables u, u, y u,, entonces la ecuacién se llama lineal. La
ecuacién lineal mas general es:

a(x, y)ux + b(x, y)uy + c(x, y)u = d(x,y).

Un ecuacién que no es lineal se llama no lineal.

Asumiremos que las funciones coeficientes son de claseC?.
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Un ejemplo simple

Consideremos
us + cuy = 0. (1)
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Un ejemplo simple

Consideremos
u; + cu, = 0. (1)
Realizando el cambio de variabes

y entonces si u es solucién de (1),

d
—u(ct +&,t) = cux + ur = 0.
dt

Asi, la solucién general de (1) es

u(x,t) = f(&) = f(x — ct).
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Un ejemplo simple

Consideremos
u; + cu, = 0. (1)
Realizando el cambio de variabes
x—ct=¢

y entonces si u es solucién de (1),

%u(ct +&,t) =cux + ur =0.
Asi, la solucién general de (1) es
u(x,t) = f(&) = f(x — ct).
Reciprocamente, si f € Cl(]R), entonces la funcidn
u(x,t) = f(x — ct)

es solucién de (1).
El gréfico de u representa una onda que se propaga a la derecha con velocidad c.
La cantidad u simplemente es arrastrada por un flujo uniforme.
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Interpretacion geométrica de una ecuacién de primer orden

Sea
a(Xayv U)Ux+b(X,y, U)Uy:C(X,y, U). (2)

Supongamos que z = u(x, y) una solucién de la ecuacién. La superficie
z = u(x,y) se denomina superficie integral. El vector normal a dicha
superficie es

(ux, uy,—1).

La ec. (2) puede reescribirse como
(a, b,¢) - (ux,u,,—1) =0.

Asi, u es solucién si el vector de direcciones caracteristicas (a, b, ¢) es
tangente a la superficie z = u(x, y).
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(a,b,c)
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Una curva
x=x(t), y=y(t), z=z(t),

cuyo vector tangente en cada punto coincide con las direcciones
caracteristicas se denomina curva caracteristica.
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Una curva
x=x(t), y=y(t), z=z(t),

cuyo vector tangente en cada punto coincide con las direcciones
caracteristicas se denomina curva caracteristica.
Las ecuaciones

X(t) =a(x,y,z), y'(t)=b(x,y,2), Z(t)=c(xy,2),

se denominan ecuaciones caracteristicas. Si a, b, ¢ son funciones C! en
una regién £, entonces sabemos a partir de la teoria de E.D.O. que a
través de cada punto de Q pasa exactamente una curva caracteristica.

Pablo Ochoa (Fac. de Ingenieria) Métodos Matemdticos Octubre, 2026 8/19



Una curva
x=x(t), y=y(t), z=z(t),

cuyo vector tangente en cada punto coincide con las direcciones
caracteristicas se denomina curva caracteristica.
Las ecuaciones

X(t) =a(x,y,z), y'(t)=b(x,y,2), Z(t)=c(xy,2),

se denominan ecuaciones caracteristicas. Si a, b, ¢ son funciones C! en
una regién £, entonces sabemos a partir de la teoria de E.D.O. que a
través de cada punto de Q pasa exactamente una curva caracteristica.

Si una superficie S dada por z = u(x, y) es una unién de curvas
caracteristicas, entonces S es una superficie integral.

Reciprocamente, si Py pertenece a una superficie integral S y si 7y es la
curva caracteristica que pasa por Py, entonces v yace completamente en 5.
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Problema de Cauchy

Problema de Cauchy

Sea I una curva dada paramétricamente por

x=1(s), y=g(s), z=h(s), sel.
El problema de Cauchy para la E.D.P:
a(x,y, u)ux + b(x,y,u)u, = c(x,y, u)
consiste en encontrar una solucién u = u(x, y) tal que

h(s) = u(f(s), &(s))

para todo s € /.
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Problema de Cauchy

Problema de Cauchy

Se na curva dada paramétricamente por
x=1(s), y=g(s), z=h(s), sel.
~——~ _— —

El problema de Cauchy para la E.D.P:
(a:b;c) - LWy vy 1)
E(x,y, u)ux + b(x, y, u)uy = c(x, y, u)

consiste en encontrar una solucién u = u(x, y) tal que

h(s) = u(f(s), &(s))

para todo s € /.

Un problema de valores iniciales es un caso particular del problema de
Cauchy: (¥ 171 %
x=t, y=0, z=h(t).
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Método de Caracteristicas

@ Sea I una curva dada paramétricamente por
— - -
x=1(s), y=g(s), z=h(s), sel,

con f,gy hdeclase Cten /.

o Sea Py = (x0,¥0,20) = (f(50), &(s0), h(s0)) un punto de I'y
supongamos que a, b y ¢ son de clase C! cerca de Py.

o Idea del método: la superficie integral z = u(x, y) tendrd que consistir
de las curvas caracteristicas que pasen a través de los puntos de I'.

a (x:y)
C‘«Lﬁtﬂ\%cs‘\
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Método de Caracteristicas

@ Sea I una curva dada paramétricamente por

x=1(s), y=g(s), z=h(s), sel,
con f,gy hdeclase Cten /.
o Sea Py = (x0,¥0,20) = (f(50), &(s0), h(s0)) un punto de I'y
supongamos que a, by ¢ son de clase C! cerca de P,.
o Idea del método: la superficie integral z = u(x, y) tendrd que consistir
de las curvas caracteristicas que pasen a través de los puntos de I'.
Sean
x=X(s,t), y=Y(st), z=2(s,t)
tales que
X(s,0) =1(s), Y(s,0)=g(s), Z(s,0)=h(s)

y X (s c
Xe=a(X,Y,2), Yi=b(X,Y,2), Z =X,V 2).
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Método de Caracteristicas

@ Sea I una curva dada paramétricamente por

x=1(s), y=g(s), z=h(s), sel,
con f,gy hdeclase Cten /.
o Sea Py = (x0,¥0,20) = (f(50), &(s0), h(s0)) un punto de I'y
supongamos que a, by ¢ son de clase C! cerca de P,.
o Idea del método: la superficie integral z = u(x, y) tendrd que consistir
de las curvas caracteristicas que pasen a través de puntos de .
Sean
K= X(s,t), y=Y(s,t), z=2(s, ta
tales que
X(s,0) =1(s), Y(s,0)=g(s), Z(s,0)=h(s)

c
Xe=a(X,Y,Z), Y:=bX,Y,2), Z = Z’(X7 Y,Z).

La existencia de las funciones X, Y y Z estd garantizada por resultados de
existencia y dependencia continua en pardmetros.
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Las funciones X, Y y Z son de clase C! cerca del punto (sp,0).

Pablo Ochoa (Fac. de Ingenieria) Métodos Matemdticos Octubre, 2026 11/19



Las funciones X, Y y Z son de clase C! cerca del punto (sp,0).
Las ecuaciones

x=X(s,t), y=Y(s,t), z=2(s,t)

representan una superfie S : z = u(x, y) si podemos resolver de las dos
primeras igualdades s y t en términos de x e y:

s=5(xy), t=T(xy)

=
y entonces u es Y :@\D

Z = U(X,}/) = Z(S(Xa)/): T(Xay))

Para que esto se pueda realizar cerca de (sp,0) es suficiente que

Xs(5,0) Ys(sovo)] _get| o) gl=) ] £0

J = det t
[Xt(so,o) Y(s0,0) |:3(X0a}’0720) b(x0, Yo, 20)

A y=eesl 2=\s) @\o(xelx/_‘z,) - @Q(Kﬂﬁlzc)

y= %ls) (1
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Las funciones X, Y y Z son de clase C! cerca del punto (sp,0).
Las ecuaciones

x=X(s,t), y=Y(s,t), z=2(s,t)

representan una superfie S : z = u(x, y) si podemos resolver de las dos
primeras igualdades s y t en términos de x e y:

s=S5(xy), t=T(xy)
y entonces u es
z=u(xy) = Z(5(x,y), T(x,y))-
Para que esto se pueda realizar cerca de (sp,0) es suficiente que

J— det Xs(s0,0) Y5(5070)] ~ de [ f'(s0) g'(s0)
Xt(s0,0)  Yi(s0,0) a(x0, ¥0,20) b(x0, ¥0, 20)

Si J = 0 no hay solucién del problema de Cauchy, excepto en el caso en
que I es caracteristica. En ese caso, puede haber infinitas soluciones.

Pablo Ochoa (Fac. de Ingenieria) Métodos Matem4ticos Octubre, 2026

11/19


Pablo
Lápiz


Pasoc Finsl:

V= ¢ 3

\Z= W)= X~

Ejemplo: resuelva la ec. del transporte con dato inicial %
uy, + cuyx =0, u(x,@ = h(x).
¥_’—/

alxyn=c e X(s\@
bo(x,7,2) = 1 \/(S\ =
<(%yD=0 Lsyc\\m

NXso)es Y(se)=0 Zlsa=ht)

'Xé(S,ﬂ:C YLCS;‘t):l 2 (5)6)’
X (s;8)= ctas Y(s#)= ¢ 2(5 2= h(s)
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En el caso especial de una ecuacioén lineal:

a(x,y)ux + b(x,y)u, = c(x,y)u+ d(x,y)

el sistema de ecuaciones caracteristicas es

x (¥
B(t)za(x(t),y(t)), yY'(t) = b(x(t), ¥(t)) qu

Z(t) =) 1(2))2() + dx(2), v ( )-a—

Mel=cld2lt) + (Y
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En el caso especial de una ecuacioén lineal:
a(x,y)ux + b(x,y)u, = c(x,y)u+ d(x,y)
el sistema de ecuaciones caracteristicas es
X (t) = a(x(t),y(t)), ¥'(t) = b(x(t), y(t))
Z'(t) = c(x(t), y(£))z(t) + d(x(t), y(t))-

Entonces, primero se resuelven:
X'(t) = a(x(t),y(t)), y'(t) = b(x(t), y(t))

que se puede escribir como una tnica ecuacion:
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En el caso especial de una ecuacioén lineal:
a(x,y)ux + b(x,y)u, = c(x,y)u+ d(x,y)
el sistema de ecuaciones caracteristicas es
X (t) = a(x(t),y(t)), ¥'(t) = b(x(t), y(t))
Z'(t) = c(x(t), y(£))z(t) + d(x(t), y(t))-

Entonces, primero se resuelven:
X'(t) = a(x(t),y(t), y'(t) = b(x(t), y(t))

que se puede escribir como una tnica ecuacion:

_ |y b(xy) )= /(x)
dx a(x,y)
S .

4 ¥
ot
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En el caso especial de una ecuacioén lineal:
a(x,y)ux + b(x,y)u, = c(x,y)u+d(x,y)
el sistema de ecuaciones caracteristicas es
X (t) = a(x(t),y(t)), ¥'(t) = b(x(t), y(t))
Z'(t) = c(x(t), y(£))z(t) + d(x(t), y(t))-
Entonces, primero se resuelven:
X'(t) = a(x(t),y(t)), ¥'(t) = b(x(t), y(t))
que se puede escribir como una tnica ecuacion:

dy _ b(x,y)
dx a(xy)

Luego, se obtiene z a partir de la ecuacién lineal:

Z'(t) = c(x(t), y(t))z(t) + d(x(t), y(t))-

Pablo Ochoa (Fac. de Ingenieria) Métodos Matemdticos Octubre, 2026 13/19



fos o £ine) O
22O X)Ly | 2e RGeS

S\IlPé“c\de en ‘R \n<"‘ Y; - _J‘;L ¥ :

uml)zw

. \ —
Y_. @ 1:)(&/%)(1:\(6

Ejemplo: resuelva la ec. de Euler para funciones homo s

. ' _ =5, !
W, (5) = Sy X,z X, =% X272
= A
X ¢s) S VL, — )(m',
n-\'l('S) \n(_SJ_' r: \
L—/_— Yz Xt =\
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Ejemplo: resuelva la ec. de Euler para funciones homogéneas

n
E Xk Uy, = o,
k=1

u(x1y .oy Xp—1,1) = h(x1, ..c, Xp—1)-

iPor qué no se habrd propuesto el dato en 07
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Ejercicios (entrega Jueves 5/11): resuelva los siguientes problemas de
valores iniciales (elija al menos dos):

o uy, + u, = u?, u(x,0) = h(x).
e u, = xuuy, u(x,0) = x.
e xuy, — yu, = u, u(x,0) = h(x).

Exponen: Mercedes Larriqueta y Carlos Caceres
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Forma candnica de una ec. lineal de primer orden

Sea
a(x, y)ux + b(x, y)uy + c(x,y)u = d(x, y). (3)
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Forma candnica de una ec. lineal de primer orden

Sea
a(x, y)ux + b(x, y)uy + c(x, y)u = d(x,y). (3)
Introducimos variables
E=E8(xy), n=n(xy),
donde n,£ € Cly
J = §x77y - §y77x # 0.
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Forma candnica de una ec. lineal de primer orden

Q_uy+bk yew = 4

a(X7y)uX+b(X7Y)uy+C(X>y)u:d(Xay)' \,] (3)

Introducimos variables o

L= w(E, )
n=n(x,y) M lxy
7/(,)( = .

donde n,£ € Cly
J = §x77y - §y77x # 0.

La regla de la cadena implica

v
Luego, reemplazando en (3): Nadd® X o b

Aug + Buy + cu = d, 4
(XY
A= u& +bty,, B=(an+bn,=0 iy

Sea
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Forma candnica de una ec. lineal de primer orden

B = 0 si y sélo si any + bn, = 0. Luego,

son curvas caracteristicas de (3). En cuant cualquier familia de curvas
no tangentes a las curvas caracterlstlcas n(x y) = ¢ funciona. Luego, (4)
se simplifica:

c(§:n)
A(&n)’

d(&m)

ug + a(&,mu = B(&m)|  al(ém) = AEm)’

, B(&n) =
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Ejemplo: reducir la siguiente ecuacién a su forma candnica y obtener la

solucién general:
E—uy—u \—17 ‘LL/{ y/'l,
a = 1 = 414 —w0 X = ‘é ‘\'C ,LL .
@ibz—l yz—j_—w*)’/:/i*é ;;ﬁ
nCX, ¥) = Vxt = d I (n3)
0%,y = yp( C(\ V4X =C 2(1,%) =4t

x=n-3 o

qﬂ:ucx,y)aum—f,ﬂ—_u(ms)
W

TRy W by & Ug Ty= U R O@
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Ejemplo: reducir la siguiente ecuacién a su forma candnica y obtener la
solucién general:
Uy — Uy = U.

Las curvas caracteristicas son x =t+ ¢, y=—-t+ oy z=—t+cs.
Luego

n=n(xy)=x+y=c
y elegimos para £ curvas no tangentes:

=& y)=y=c
Asi u, = nx y ug = —ux + u, y entonces la forma normal es
g =-u.

Integrando y volviendo a las variables originales, obtenemos la solucién
general:
u(x,y)=f(x+y)e ™.
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Ejemplo: reducir la siguiente ecuacién a su forma candnica y obtener la
solucién general:
Uy — Uy = U.

Las curvas caracteristicas son x =t+ ¢, y=—-t+ oy z=—t+cs.
Luego

n=n(xy)=x+y=c
y elegimos para £ curvas no tangentes:

=& y)=y=c
Asi u, = nx y ug = —ux + u, y entonces la forma normal es
Ug = u.

Integrando y volviendo a las variables originales, obtenemos la solucién
general:
u(x,y)=f(x+y)e ™.

Ejercicio (entrega Jueves 5/11): reducir a su forma canénica y resolver
la ec. yu, + u, = x. Expone: J. Ruiz.
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Método de separacién de variables

Se plantea

ux,y) =X(x)Y(y) #0 o u(x,y)=X(x)+ Y(y)

a fin de transformar la EDP en un conjunto de ecuaciones diferenciales
ordinarias.
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Método de separacién de variables

Se plantea

ux,y) =X(x)Y(y) #0 o u(x,y)=X(x)+ Y(y)

a fin de transformar la EDP en un conjunto de ecuaciones diferenciales
ordinarias.

Ejemplo: resuelva
y2u)2< + X2U}2, = (xyu)z.
wL¥yy) = X(x) y(y 2 Z'
Y (X(y))’/y}) + X CX[X)Y [)’| = w

gl + T 2 50T a)-
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Método de separacién de variables

Se plantea

ux,y) =X(x)Y(y) #0 o u(x,y)=X(x)+ Y(y)

a fin de transformar la EDP en un conjunto de ecuaciones diferenciales
ordinarias.

Ejemplo: resuelva
yiu2 + x2u§ = (xyu)?.

Escribimos u(x,y) = f(x)g(y)-
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Método de separacién de variables

Se plantea

ux,y) =X(x)Y(y) #0 o u(x,y)=X(x)+ Y(y)

a fin de transformar la EDP en un conjunto de ecuaciones diferenciales
ordinarias.

Ejemplo: resuelva
yiu2 + x2u§ = (xyu)?.

Escribimos u(x,y) = f(x)g(y)-
La solucién general es

A 1
u(x,y) = C.exp (2x2 + §y2\/ 1-— )\2) .
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Método de separacién de variables

Se plantea

ux,y) =X(x)Y(y) #0 o u(x,y)=X(x)+ Y(y)

a fin de transformar la EDP en un conjunto de ecuaciones diferenciales
ordinarias.

Ejemplo: resuelva
yiu2 + quf, = (xyu)?.

Escribimos u(x,y) = f(x)g(y)-
La solucién general es

A 1
u(x,y) = C.exp <2x2 + §y2\/ 1-— )\2) .

Ejercicio (entrega Jueves 5/11): resuelva mediante separacién de
variables la ecuacién u? + u}2, = 1. Expone: Semento Tulio.
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