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Modelando con EDP: cuerda vibrante en 1 d

Problema: considere una cuerda estirada con extremos fijos y obtenga la

dindmica que describe la posicién u(x,t) de la cuerda en x y el instante t,
luego de una perturbacién inicial.
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Modelando con EDP: cuerda vibrante en 1 d

Problema: considere una cuerda estirada con extremos fijos y obtenga la
dindmica que describe la posicién u(x,t) de la cuerda en x y el instante t,
luego de una perturbacién inicial.

@ La cuerda es flexible, asi la tensién en la cuerda es tangente al perfil
de la cuerda en el momento dado.

@ No hay elongacién de la cuerda y entonces la tensién es constante.

@ El peso de la cuerda es despreciable con respecto a la tensién en la
cuerda.

@ Los desplazamientos son pequeiios.

@ Las vibraciones son transversales.
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Modelando con EDP: cuerda vibrante en 1 d

0

Por la segunda ley de Newton:

Tsen 3 — Tsena = p(0s)ugt.
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Modelando con EDP: cuerda vibrante en 1 d

0

Por la segunda ley de Newton:

Tsen 3 — Tsena = p(0s)ugt.

Realizando las aproximaciones:

0s ~ 0x, sena = tanc, sen[3 = tanf3,

se obtiene 5
%
tan —tan a = p?utt.
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UX(X+ 5X7 t) - UX(X7 t) _ P
6X - ?utt(xa t)7

tomando limite §x — 0, obtenemos la ecuacién de onda uni-dimensional:

2 2
Ut = C Uy, c-=p/T.
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Una membrana vibrante

Se busca obtener la ecuacién dindmica para la posicién u(x, y, t) de una
membrana en el tiempo t.
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Una membrana vibrante

Se busca obtener la ecuacién dindmica para la posicién u(x, y, t) de una
membrana en el tiempo t.

@ La membrana es flexible, asi la tensidn en la cuerda es tangente al
perfil de la membrana en el momento dado.

@ No hay elongacién de la membrana y entonces la tensién es constante.

@ El peso de la membrana es despreciable con respecto a la tensiéon en
la membrana.

@ Los desplazamientos son pequeiios.

@ Las vibraciones son transversales.
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Una membrana vibrante

Ejercicio: deducir la ecuacidén de onda bidimensional para la membrana
vibrante
2 2
ug = ¢ (U +uyy), ¢ =T/p.
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Ondas en un medio elastico

If a small disturbance is originated at a point in an elastic medium, neigh-
boring particles are set into motion, and the medium is put under a state
of strain. We consider such states of motion to extend in all directions. We
assume that the displacements of the medium are small and that we are
not concerned with translation or rotation of the medium as a whole.

TZZ
Tz
Tz, 2 Tyz
Tz Tyy
I
S Ty T |
Txi ! |
0l— { : ™
 — —_ e
-+ e - e
| s | y
I~ |~ Ax
1Z 1
X Ay

Llamaremos u(x, t) = (u(x, t), v(x, t), w(x, t)) al campo de_desplazamientos.
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Por la segunda ley de Newton:

[{T:rx)x—ké.r - {Ta:x)x] dydz + [(Txy}y_l_ay — (Try)y dzdx

+ [{TTZ}.Z:+6.2: - {TM)Z] dxdy = pdzdydz us

Cuando 9V — 0,

OT N OToy N O u
or oy 0z e

De manera similar,

a,.Tyx + 6?” afyz = pﬁ,
dx dy Oz ot2

O 0T,y O, 82w
- + — =

dr dy o o
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Sea el tensor de deformacién lineal € = %(Vu +Vu'),

y empleando la ley de

donde 0 = e, + €, + £, es la dilatacién y A y 1 son las constantes de

o _1(w o
R T e Y T 2\ oy 9z
o dv L_ 1 {0u  Ow
T gyt TR T 2\ 02 Ox
f _ Ow : 1 [0v  Ou
=T T3\ Ty

Hooke obtenemos:

Toa = A0 + 2pess, Tyz = Qru'syz
Tyy = A0+ 2peyy, Too = 2uc.,

Tz = A+ 2p18,., Toy = 2Ussy

Lame. Asi, podemos expresar los tensores en términos de los

desplazamientos,
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du

Tex = A + Qu%,
_ . dt _|_ du
=/ By

dw N du
Tez — -— |-
\azr ™ 52

Derivado:
OTzz A of + 9%u
oz F[daz ’
0oy . 621-' N Ldzu
dy ¢ dx0y ¢ ay?’
0. Pw o d u
8z  Mozoz 922"
Asi:
)\89 L 8*u . 9% . 8w L 8%y N 9% . Pu\  O*u
oz H\ a2 dxdy  drdz dx? oy 022 ) Pa
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Similarmente, se obtienen ecuaciones para v y w. Asi, se llega a la
ecuacién de Navier:

(A + p) grad divu + pVZa = puy,
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Similarmente, se obtienen ecuaciones para v y w. Asi, se llega a la
ecuacién de Navier:

(A + p) grad divu 4+ pV2u = puy

Si div u = 0 (propagacién equivolumétrica), se recupera la ecuacién de
onda tridimensional para un campo vectorial:

Vzu = C2Utt.
N——

AR
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Conduccién de calor en sdlidos

Sea D* un dominio acotado, con frontera B*. Sea u = u(x,y,z,t) la
temperatura del cuerpo en el punto (x,y, z) en el tiempo t. Si la
temperatura no es constante, el calor fluye de zonas de mayor temperatura
a zonas de menor temperatura, de acuerdo a la ley de Fourier:

v=—-KVu,

donde v es la velocidad del flujo y K es la conductividad térmica.
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Conduccién de calor en sdlidos

Sea D* un dominio acotado, con frontera B*. Sea u = u(x,y,z,t) la
temperatura del cuerpo en el punto (x,y, z) en el tiempo t. Si la
temperatura no es constante, el calor fluye de zonas de mayor temperatura
a zonas de menor temperatura, de acuerdo a la ley de Fourier:

v=—-KVu,

donde v es la velocidad del flujo y K es la conductividad térmica.
Sea D un dominio en D* con frontera B en D*. Entonces, el ﬂu%o neto de
calor a través de B es )

B —
//Bv-uds. (
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Conduccién de calor en sdlidos

Sea D* un dominio acotado, con frontera B*. Sea u = u(x,y,z,t) la
temperatura del cuerpo en el punto (x,y, z) en el tiempo t. Si la
temperatura no es constante, el calor fluye de zonas de mayor temperatura
a zonas de menor temperatura, de acuerdo a la ley de Fourier:

v=—-KVu,

donde v es la velocidad del flujo y K es la conductividad térmica.
Sea D un dominio en D* con frontera B en D*. Entonces, el flujo neto de

calor a través de B es n
// v - yds.
B

\

El teorema de la divergencia implica diy (cju,) = A,

//Bv.,{‘dsz///Ddiv(—KvU)dxdydz:—K///DAudxdydz,

Pablo Ochoa (Fac. de Ingenieria) Métodos Matematicos Noviembre, 2026


Pablo
Lápiz


La cantidad de calor en D es ué x| 7\i: £)-

[ [ locares

donde p es la densidad del material y o el calor especifico. Ya que la tasa
de cambio de la cantidad total de calor en D es el negativo del flujo neto a
través de B, se obtiene

dx dy d. K dx dy dz.
| [ [scoyraras €K ] [ [(Bpmay
Como esto es cierto para todo subdominio, @

donde k = K /op. Esta ecuacién es la ec. del calor. gl;r Qe Lav\ch_
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Ecuaciones de segundo orden: ec. casi lineales

La ecuacién general de segundo orden casi lineal para u = u(x,y) es
auxx + 2buyy, + cuy,, = d,

donde a, b, ¢, d dependen de x, y, u, ux y u,. El problema de Cauchy
consiste en encontrar una solucién prescribiendo valores de

u O_)(“J,lg)(\('CX:

sobre una curva y en el pIano@ 2=

\/_\,,&_D
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Ecuaciones de segundo orden: ec. casi lineales

La ecuacién general de segundo orden casi lineal para u = u(x,y) es
auxx + 2buyy, + cuy,, = d,

donde a, b, ¢, d dependen de x, y, u, ux y u,. El problema de Cauchy
consiste en encontrar una solucién prescribiendo valores de

u,uxy uy

sobre una curva « en el plano xy.
Supongamos que vy estd dada por

x=f(s), y=g(s)y sclcl®
y prescribimos sobre v W (€¢3)  9ls)) <lh(s) | 1w (£(S) ,‘5(5‘) = ¢(
D) =), = (s,
Entonces MVCQLS‘ ,05(5‘) =~ ().

sl) = L\CS‘)
$13) U(#(s), 5(») :
(_\\CS) + .(‘3‘(5): h CSB
(0 F'6 + @& 3

(s
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Ecuaciones de segundo orden: ec. casi lineales

La ecuacién general de segundo orden casi lineal para u = u(x,y) es
auxx + 2buyy, + cuy,, = d,

donde a, b, ¢, d dependen de x, y, u, ux y u,. El problema de Cauchy
consiste en encontrar una solucién prescribiendo valores de

u,uxy uy

sobre una curva « en el plano xy.
Supongamos que 7y esta dada por

x=f(s), y=g(s),
y prescribimos sobre y
u=nh(s), ux=0e(s), u, =1i(s)
Entonces
H(s) = ¢(s)f'(s) +¥(s)g’(s)-
Estas son condiciones de compatibilidad. Asi, dada la curva ~, sélo dos
valores prescriptos son independientes.
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Ecuaciones de segundo orden: ec. casi lineales

Las condiciones de compatibilidad también aparecen en derivadas de orden

superior: ’U.x (F(ﬂ,‘j“‘) Y ,"‘\ILFA)’ jts‘)
= U f'(5) + uxyg'(s), dsy = uyf'(s) + uy,g'(s).
w—\——\J

= ¢‘(S) = “’/llﬂ
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Ecuaciones de segundo orden: ec. casi lineales

Las condiciones de compatibilidad también aparecen en derivadas de orden
superior:

d
= U f'(5) + uxyg'(s), % = uyf'(s) + uy,g'(s).

Asi, se obtiene

o + 2Bl H(Guyy :@
ba d ?.’“/@U Pt +Hgy <(0) (1)
a(x)y,':,%x)'u.\/) @ny @yy@ —_—
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Ecuaciones de segundo orden: ec. casi lineales

Las condiciones de compatibilidad también aparecen en derivadas de orden
superior:
duy duy,

ds U f'(5) + txyg'(5), ds uyxf'(s) + uyyg'(s).

Asi, se obtiene
auxx + 2buyy, + cuy,, = d
fllo + &'ty = ¢/ (1)
f'ue + g'uyy = 9.
El sistema tiene solucién tnica si

g 0
A=|0 f g'|=a(g)?—2bf'g" +c(f)#0.
a 2b c
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Ecuaciones de segundo orden: ec. casi lineales

Las condiciones de compatibilidad también aparecen en derivadas de orden
superior:
duy duy,

ds U f'(5) + txyg'(5), ds uyxf'(s) + uyyg'(s).

Asi, se obtiene
auxx + 2buyy, + cuy,, = d
fllo + &'ty = ¢/ (1)
f'ue + g'uyy = 9.
El sistema tiene solucién tnica si

g 0
A=|0 f g'|=a(g)?—2bf'g" +c(f)#0.
a 2b c

Una curva v es caracteristica con respecto a una ec. diferencial y a
los datos si A =0 a lo largo de +, y no caracteristica si A #0 a lo
largo de ~.
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Ecuaciones de segundo orden: ec. casi lineales

Asi, a lo largo de una curva no caracteristica, los datos de Cauchy
determinan univocamente los valores de u, uy, uy, Uy, Ux, Y Uy, €n 7.
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Ahora bien, si v es caracteristica, el problema de Cauchy generalmente no
tiene solucién. Ahora, a partir de

a(g')? — 2bf'g’ + c(f')> =0

se obtiene
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Ahora bien, si v es caracteristica, el problema de Cauchy generalmente no
tiene solucién. Ahora, a partir de

a(g')? — 2bf'g’ + c(f')> =0

se obtiene
dy btvb>—ac
dx a '
Esta es una EDO si a, b y ¢ son funciones conocidas.
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Ahora bien, sih es caracterl’stical el problema de Cauchy generalmente no
tiene solucién. Ahora, a partir de X = €(s)

E(g’)2—2bf’g'+c(f')2:(a y = <3<s)

ﬂibi b?2 — ac

se obtiene

dx a
ta es una EDO si a, by ¢ son funciones conocidas. La ecuacién
AUxx + 2buyy, + cuy, = d es: Sy \
. .5 ) CL ds (s)
o eliptica, si b — ac < 0; _L = =
e parabdlica, si b> — ac = 0; dx dx £'(s)

o hiperbélica, si b2 — ac > 0. 33

a(lﬁ )2’ Zb €|<3\ v C (F.)z:o

o zb
.1 L0 oL _,z,lg't-\-C'O

T \f*.\c,ﬁ .
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Ahora bien, si v es caracteristica, el problema de Cauchy generalmente no

tiene solucién. Ahora, a partir de

Ez — Q@g' + c(f')? :El

dy btvb>—ac
dx a '
Esta es una EDO si a, b y ¢ son funciones conocidas. La ecuacién
auxy + 2buyy, + cuy, = cﬂes:
e eliptica, si b> — ac < 0;
e parabélica, si b*> — ac = 0;
e hiperbélica, si b> — ac > 0.

se obtiene

Ejercicio (Aguirre expone 10/11, los demas entregan 12/11):

clasifique la siguiente ecuacién: uy, — yu, = 0 en eliptica, parabdlica y/o

hiperbdlica.

Ejercicio (Alberto y Bastidas exponen 10/11, los demas entregan

12/11): encuentre la solucién del siguiente problema mediante expansién

en serie de Taylor en la variable y:

Uy = U +u, u(x,0)=¢€", uy,(x,0)=0.
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La ecuacién de segundo orden lineal

Ahora analizaremos con mas detalle la ecuacién de segundo orden lineal:
alxy + 2buyy, + cuyy, + 2duy + 2eu, + fu =0, (2)

donde los coeficientes dependen de x e y.
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La ecuacién de segundo orden lineal

Ahora analizaremos con mas detalle la ecuacién de segundo orden lineal:
alxy + 2buyy, + cuyy, + 2duy + 2eu, + fu =0, (2)

donde los coeficientes dependen de x e y.

Sea

nuevas variables independientes. Entonces

Lu = A&, n)uge + 2B(E,n)ug, +()=0,

donde
—DA = ag2 + 2bpxdy, + )= O

B = ap s + b(ﬁbxd}y + ¢y¢x) + C¢y¢y
——0 C (@Y% + 2bhapy + el = O
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En el caso hiperbdlico, introducimos las curvas caracteristicas:
¢ = ¢(x,y) = constante, 7 = 1(x,y) = constante.
Asi, A= C =0y, dividiendo por B, se obtiene la forma candnica:
ugy + 2Dug + 2Euy, + Fu = 0.

La nueva ecuacidn tiene como curvas caracteristicas las ecuaciones
& = cont. y n = cont.
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Ecuacidon de onda unidimensional

Sea c.>0 Coy v Catciary STV

_ _ 1
Eu:utt—@uxxzﬂ S0
cC =

Hay dos familias de caracteristicas:

b -ac = cts
Ex + ct = constant_e?_l .
di _ b '\ -2
—_ — M - =
h=x-ct (©) dx @
g~ xact . ., dt_pte
2 & - - =
2 7 axX —
A A - C
+t=k £ 1>
% C
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Ecuacidon de onda unidimensional
Sean
E:x—i-ct, nzx—ct}
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Ecuacidon de onda unidimensional
- P = O}
Sean EILLH' < XX

E=x-+ct, n=x-—ct.

Escribimos u(&,n) = u(x + ct,x — ct) y calculamos us y uyxy en termmos/

de las derivadas de £ y 7. 3 n C,t.l""‘
o+

~
2(z,0) = wkact; x-ct) L
&:ac*umc/c)— % )

CCQ’V*;s”

@: QL;; JVZMﬁ * W
X
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Ecuacidon de onda unidimensional

Sean

E=x+ct, n=x-—ct

Escribimos u(&,n) = u(x + ct,x — ct) y calculamos us y uy en términos
de las derivadas de £ y 7.
Luego
uegy = 0.
Asi,
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Ecuacidon de onda unidimensional

Sean

E=x+ct, n=x-—ct

Escribimos u(&,n) = u(x + ct,x — ct) y calculamos us y uy en términos
de las derivadas de £ y 7.
Luego

uegy = 0.
Asi,
u(§n) = F(&) + G(n) =/F®+®.
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Ecuacidon de onda unidimensional

Sean
E=x+ct, n=x-—ct

Escribimos u(&,n) = u(x + ct,x — ct) y calculamos us y uy en términos
de las derivadas de £ y 7.
Luego

uegy = 0.

Asi,
u(&,m) = F(&) + G(n) = F(x + ct) + G(x — ct).

La funcién v = F(x + ct) es solucién de vi —cvy =0y v = G(x — ct)
resuelve v; + cvx = 0. Por ende, el grifico de u es una superposicién de

ondas, de forma constante, propagandose a velocidad ¢ en direcciones

opuestas. 2‘-.64;' cr kkx - M) ('\u),\/_,_
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Ecuacidon de onda unidimensional

Consideremos
Ut — e = 0

u(x,0) = f(x), ue(x,0) = g(x).

uCxi) = F(Xtct) 4 gzx—cfﬂ
()t G ()€l

x a)= F
AR R ) G‘(,X—Ci)-C

,lL{;(aX,t): F'(xxet)c
’IM_CX.O] -c.LFe T ¢

C
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Ecuacidon de onda unidimensional

Consideremos
Ut — e = 0

u(x,0) = f(x), ue(x,0) = g(x).
Luego,

u(x,t) =

N =

—ct

(F(x + ct) + F(x — ct)) + % / e d{\
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Ecuacidon de onda unidimensional

Consideremos
Upr — c2uXX =0

u(x,0) = f(x), ue(x,0) = g(x).

Luego,

N~

u(x,t) = = (F(x + ct) + f(x — ct)) + 1 /X+Ctg(§) d¢.

2¢ Ju—ct

Sife C?yge Cl entonces u e C?. La expresién de u se denomina
solucién de d’Alambert.
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Ecuacidon de onda unidimensional

Consideremos /X
Upr — c2uXX =0

u(x,0) = f(x), @X,O) = g(x). _
_U (Xl =l

Luego,

N~

u(x, t) =

(Flx+ o) + F(x — ct) + = / o) de.

2¢ Ju—ct

Sife C?yge Cl entonces u e C?. La expresién de u se denomina
solucion de d’Alambert.

Ejercicio (Bravo expone 12/11, los demas entregan 12/11): en el
problema anterior, identifique la curva =y sobre la que se dan los datos de
Cauchy y calcule el determinante A. También, calcule A para las familias
de caracteristicas de la ec. de onda.
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Observar que u(xp, ty) depende de los valores iniciales f y g en el intervalo
[Xo — ctp, Xo + Cto]:

El intervalo [xo — ctp, xo + cto] es el dominio de dependencia de la solucién
en el punto (xo, to).
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Reciprocamente, el punto (xo, tp) influye en la solucién u(x, t) en puntos
(x, t) de la regién acotada por las caracteristicas x — ct = xg — ctp y
X 4 ct = xg + cip.

(x0, 20)
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Reciprocamente, el punto (xo, tp) influye en la solucién u(x, t) en puntos
(x, t) de la regién acotada por las caracteristicas x — ct = xg — ctp y
X 4 ct = xg + cip.

(x0, 20)

Ejercicio (no se entrega): encuentre la solucién de d'Alambert del
problema
Ut = Py, x ER, >0

u(x,0) = sen(x), u(x,0) = cos(x).
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Interpretacién de la solucién de d'Alambert

1 1 xX+ct 1 1 XxX—ct
u(x,t):if(x+ct)+2—c/0 g(T)dT+§f(Xfct)f2—C/o g(r)dr

= ¢(x + ct) + P(x — ct).
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Interpretacién de la solucién de d'Alambert

u
x+2ct
u=1(x—ct)
x+ct
u=y)
0 X X
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Interpretacién de la solucién de d'Alambert

1 1 xX+ct 1 1 XxX—ct
u(x,t):if(x+ct)+2—c/0 g(T)dT+§f(Xfct)f2—C/o g(r)dr

= ¢(x + ct) + P(x — ct).

u=1y(x—2ct)

N

x+2ct

u=1(x—ct)

x+ct
u=y)

Asi, la forma de la curva permanece, pero la curva se mueve hacia la derecha una
distancia ct en un tiempo t.
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Supongamos que u:(x,0) = g(x) = 0. Entonces
u(x, t) = % (F(x + ct) + F(x — ct)).
3 = 1 (x) + € (%)
=0 Wxo) = L{f :

1600 & 1€
\L_/ \_/
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Supongamos que u:(x,0) = g(x) = 0. Entonces

u(x, t)

()l

Si f(x) # 0 en (—b, b), entonces las ondas iniciales (que se desplazaran en
ondas opuestas) estan dadas por

—f(x).

Las ondas inicialmente estdn superimpuestas y luego se separan en
direcciones opuestas.
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u

t t t —”b : !I) 1 t rL
x &) “ 1 F(% c?)
L SN @
T 1 LK T \ LI T T |
X

_b "
t=blc
——f—; ) N
/\ J\»b/c
i A
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Problema con valores iniciales y de frontera para la ec. de

onda

Observar que toda funcién de la forma

u(&n) = F(§) + G(n) = F(x +ct) + G(x — ct)
satisface la ecuacién funcional
u(x,t) — u(x +c( t +¢) — u(x —cn, t +1)

+u(x+c(—cnt+(+n)=0. (3)

Pablo Ochoa (Fac. de Ingenieria) Métodos Matematicos Noviembre, 2026



Problema con valores iniciales y de frontera para la ec. de

onda

Observar que toda funcién de la forma

u(&m) = F(E) + () =
satisface la ecuacién funcional D

—C = N e
L R ke ek )~ u(x et ) )
CcC>
"= bulxteC—ent+CHy) =0
Geométricamente, parfcada paralelogramo ABCD en el plano xt acotado por
cuatro caracteristicas, las sumas de los valores de u sobre vértices opuestos

coinciden:
u(A) + u(C) = u(B) + u(D).

'

S
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Problema con valores iniciales y de frontera para la ec. de

onda

Considere el problema

U = e x€(0,T), t>0
u(x,0) = f(x), u(x,0)=g(x), x € (0,L)
u(0,t) = «(t), u(L,0) = p(t), t>0.
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Problema con valores iniciales y de frontera para la ec. de

onda

Considere el problema

U = e x€(0,T), t>0
u(x,0) = f(x), u(x,0)=g(x), x € (0,L)
u(0,t) = «(t), u(L,0) = p(t), t>0.

Recordar:

x+ct
(F(x+ct)+ f(x—ct))+ 21C/_ t g(&) d¢.
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Vil

v Vi

u=ualt) u=p(s)

(i
.
A = 4 .

0 u=[flx), u =gix)

Ejercicio (expone Gonzalez }/{/;;) aplique el método anterior, para
resolver el problema

Upp = Uy x € (0,7),t>0

u(x,0) =1, wu(x,0)=0, x € (0,m)

u(0,t) =0, u(m,0)=0, t>0.
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Teorema de Cauchy-Kowalevski

El teorema se refiere a la existencia y unicidad de soluciones analiticas reales del
problema de Cauchy, donde tanto la ecuacién como los datos son analiticos.
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Teorema de Cauchy-Kowalevski

El teorema se refiere a la existencia y unicidad de soluciones analiticas reales del
problema de Cauchy, donde tanto la ecuacién como los datos son analiticos.
Considere la ecuacién casi-lineal de orden m:

Lu= Y A.Du+ C=0,

|a)l=m

donde Ay C son funciones de las variables independientes xi, ..., x, y de todas las
derivadas D?u de orden |3] < m — 1.
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Teorema de Cauchy-Kowalevski

El teorema se refiere a la existencia y unicidad de soluciones analiticas reales del
problema de Cauchy, donde tanto la ecuacién como los datos son analiticos.
Considere la ecuacién casi-lineal de orden m:

Lu= Y A.Du+ C=0,

|a)l=m

donde Ay C son funciones de las variables independientes xi, ..., x, y de todas las
derivadas D?u de orden |3] < m — 1.
El problema de Cauchy para la ecuacién anterior consiste de encontrar una
solucién u verificando datos de Cauchy prescriptos sobre una hipersuperficie
S c R" dada por

(X1, ey Xn) = 0.

Asumimos que ¢ tiene derivadas continuas hasta orden my

D¢ = ((bxlﬁ ""¢Xn) 7& 0.
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Teorema de Cauchy-Kowalevski

El teorema se refiere a la existencia y unicidad de soluciones analiticas reales del
problema de Cauchy, donde tanto la ecuacién como los datos son analiticos.
Considere la ecuacién casi-lineal de orden m:

Lu= Y A.Du+ C=0,

|a)l=m

donde Ay C son funciones de las variables independientes xi, ..., x, y de todas las
derivadas D?u de orden |3] < m — 1.
El problema de Cauchy para la ecuacién anterior consiste de encontrar una
solucién u verificando datos de Cauchy prescriptos sobre una hipersuperficie
S c R" dada por

(X1, ey Xn) = 0.

Asumimos que ¢ tiene derivadas continuas hasta orden my

D¢ = ((bxlﬁ ""¢Xn) 7& 0.

Los datos de Cauchy en S consisten en prescribir los valores de u y de todas las
derivadas de orden inferior a m sobre S.
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Teorema de Cauchy-Kowalevski

Consideraciones generales:

@ Dado un punto xp € S, asumimos que ¢ es analitica real en un
entorno de xg y Do(xg) # 0 (por ejemplo, ¢, # 0);
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Teorema de Cauchy-Kowalevski

Consideraciones generales:
@ Dado un punto xp € S, asumimos que ¢ es analitica real en un
entorno de xg y Do(xg) # 0 (por ejemplo, ¢, # 0);
o Los datos D?u prescriptos en S para |3| < m — 1 son analiticos reales
en xp (se expanden en potencias de x1 — (x0)1, -, Xn—1 — (X0)n—1)-
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Teorema de Cauchy-Kowalevski

Consideraciones generales:
@ Dado un punto xp € S, asumimos que ¢ es analitica real en un
entorno de xg y Do(xg) # 0 (por ejemplo, ¢, # 0);
o Los datos D?u prescriptos en S para |3| < m — 1 son analiticos reales
en xp (se expanden en potencias de x1 — (x0)1, -, Xn—1 — (X0)n—1)-
@ Los coeficientes A, y C son funciones analiticas reales en sus
argumentos x y D%u en xq y DA uP.
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Teorema de Cauchy-Kowalevski

Consideraciones generales:

@ Dado un punto xp € S, asumimos que ¢ es analitica real en un
entorno de xg y Do(xg) # 0 (por ejemplo, ¢, # 0);

o Los datos D?u prescriptos en S para |3| < m — 1 son analiticos reales
en xp (se expanden en potencias de x1 — (x0)1, -, Xn—1 — (X0)n—1)-

@ Los coeficientes A, y C son funciones analiticas reales en sus
argumentos x y D%u en xq y DA uP.

@ S es una superficie no caracteristica.

Entonces el teorema de Cauchy-Kowalevski asegura que existe una lnica
solucién analitica en xg del problema de Cauchy.
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Ecuacién de onda no homogénea

Sea
Uy = C2UXX + h(X7 t)

u(x,0) = f(x), ut(x,0) = g(x).
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Ecuacién de onda no homogénea

Sea
Upr = CPlyy + h(x, t)
u(x,0) = f(x), ut(x,0) = g(x).
Sea y = ct, entonces ;
Ugx — Uyy = h(x,y)
u(x,0) = f(x), uy(x,0) = g(x).
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Ecuacién de onda no homogénea

Sea
Upr = CPlyy + h(x, t)
u(x,0) = f(x), ut(x,0) = g(x).
Sea y = ct, entonces ;
Ugx — Uyy = h(x,y)
u(x,0) = f(x), uy(x,0) = g(x).

R
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Integrando la ecuacién:

//R(uxx—uyy)dR://RE(x,y)dR

y por teorema de Green,

//R(UXX_”Vy)dR:/B(uxderuydx).
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Integrando la ecuacién:

[ [ upyar = [ /RR

y por teorema de Green,
( 7\-\ \fd‘\

//R(Uxx — uyy)dR
B

Como B estd compuesta de By, B y Bo: 4

7[(ux dy + uy dx).
B

TO+UD
X ¥ o
ﬁ;n {'U-: dy + Uy dl'} = [r Uy d_r, Cxq - >’0 j d‘) ( G YQ}

0 —uo

fo\\/-. y‘(‘é);t (ur dy + uy dx) =[ (—uydr — uya‘y}

B B
z - X\(fwt = u(xo + yo,0) — u(zo, o),
- 'AX /Hq{u:dy—i—uyd.r}=[Hz[urdr+uydyj,

= U (.,E(] — yﬂ[)) — {T(],y[]) .
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Asi,

= —QH{J’EJ-.EJU] +u (-Eo - yu-.U]

Tg+Uo

+u[ur:u.+ya__[}]+f u,, di.

Tp—Yo
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Asi,

f (ur dy + u, dr) = —2@{::"9._3,1[;5 + u(xo — yo,0)
B

\—\/ Tg+UYn

S%'\:\ +u[£0+y{,__[}]+f iy, dir.
Tp—Nn

R

Luego,

1 1
u(xo, y0) = 5 (u(xo + ¥0,0) + u(xo — y0,0)) + / uy dx

X0—Y0
1 .
—// h(x,y) dR.
2J) Jr
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Asi,

(ur dy + 1y dr) = —2u (xo,y0) + u (To — Yo, 0)
B

xg+Uo

+u Ty + Yo, 0) + f

Tp—Yo

Luego, 7/1 6’[1,
1 1 [ty
u(xo, y0) = 5 (u(x0 + ¥0,0) + u(xo — y0,0)) + / uy dx

2 0—Y0
1 .
—// h(x,y) dR.
2J) Jr

En término de las variables originales,

X—4ct
u(x, t)—;(f(x+ct)+f(x—ct))+21C/ g0 ds—;//Rh(x,y) dR.
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Ejercicio (Caicedo 17/11, los demas no entregan): determine la
solucién de

Uxx — Uy, =1

u(x,0) = sen(x), uy(x,0) = x.
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