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Definiciones

Una funcién f : [a, b] — R es continua a trozos, si existe una cantidad
finita de puntos a = x3 < x» < --- < x, = b tal que f es continua en
(xi—1,X;) y los limites laterales f(x;+) y f(xj+1—) existen para

i=1,...,n—1.
: ! \/QA,/\«\ ‘FZY)
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Definiciones

Una funcién f : [a, b] — R es continua a trozos, si existe una cantidad
finita de puntos a = x3 < x» < --- < x, = b tal que f es continua en
(xi—1,X;) y los limites laterales f(x;+) y f(xj+1—) existen para
i=1,...,n—1.

Una funcién continua a trozos es periddica si existe p tal que

f(x + p) = F(x)

para todo x. El nimero p se denomina periodo y el menor de tales
nimeros se llama periodo fundamental.
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Funcién continua a trozos:

Slxy
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Funcién continua a trozos:

Slxy

Funcién periddica:

fox)

ANS AN

>
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Sistema ortogonal de funciones

Una coleccién de funciones {¢,} es un sistema ortogonal con respecto al
eso g = g(x) en [a, b] si:
peso g = q(x) en [a, b] v, ve V

A / b¢n(x)¢m(x)@dx=o, m# n. weree

Ejercicio (expone Garcia 17/11, los demas no entregan): Pruebe que

el sistema {sen(mx)} m=1,2, ... es un sistema ortogonal en el intervalo
- ~/
[—m, 7.

~—

2=1.
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Sistema ortogonal de funciones

Una coleccién de funciones {¢,} es un sistema ortogonal con respecto al
peso g = g(x) en [a, b] si:

b
/ On(X)Pm(x)q(x) dx =0, m # n.

Ejercicio (expone Garcia 17/11, los demas no entregan): Pruebe que
el sistema {sen(mx)} m=1,2, ... es un sistema ortogonal en el intervalo
[_7T7 7T]-

Sistemas ortonormales

Un sistema ortogonal de funciones {¢,} en [a, b] es ortonormal si

0, si m# n,

1, sin=m.

b
[ ont0om0a(x) i = {

Ejercicio: pruebe que el sistema
1, cos(x), sen(x), cos(2x), sen(2x), ..., cos(nx), sen(nx), ... es ortonormal en
[—, 7]
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Series de Fourier

Para cada funcidn f integrable en [—7, 7], asociamos una serie
trigonométrica

- CGS'f"‘ l Sén
f~ 5 + Z(ak cos(kx) + by sen(kx)). (G ) = cas(ni)
k=1 t isenln

Las sumas parciales de la serie son

so(x) = 2 + Z(ak cos(kx) + by sen(kx)).

2
k=1

PATAAAA
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Series de Fourier

Para cada funcidn f integrable en [—7, 7], asociamos una serie
trigonométrica

P [e.9]
Mg 2 aucostlod t bisen(lo)

_ _ £,.00 AAATAARAN
Las sumas parciales de la serie son

3 n
50 + kz_:l(ak cos(kx) + by sen(kx)).

sn(x) =

Buscaremos los coeficientes de tal forma de minimizar

i )

(0,305 = [ 1F(x) 2 dx. (1)
m i_‘if-(—‘(.%\—snl-*ﬂlclx

aa_o 7T Oo
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n

e% - ‘/,ﬁ fa) -G - ;(aj cos ja +bjsin jz))| da.

n

8[ . & Qg . . .
o = _2];77 flz)— = —E:((::J cos jx + bjsin jz) | coskx dz.

j=1

L3

al "
T = —Q[W flz)— G;D —Z(aj cos jx + b; sin jz) | sin kx dz.

=1
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n

e% - ‘/,ﬁ fa) -G - ;(aj cos ja +bjsin jz))| da.

n

EH . & Qg . ..
_=_2,/;r f(:r:)—?—Z(ajcos;i:c—&-bjsmj:r) cos kax dx.

8ak =
o _ —er flz)— G i (a;cosjz + b;sin jz) | sinkz dx
Bbk - 771 92 = 7 57 7 2 .
oI T
%=7“10— 7ﬁf(53)d33-, 2 @)
o1 T
— = 2mag —2] f(z)coskzdr, = O
day. o
‘d—I = 2mwhy. — ‘2/ f(z)sinkzdr, = O
by o
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Asi,

w=1 [t

—m

ag

1o
— / f (z) cos kx dx,
)

™

1o
by = 7/ f(z)sinkxdz.
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Asi,

[sz)dr

a = — f () cos kx dx,
i

=%/_rf(z)sinkrdr.

Ahora bien, calculando las derivadas segundas:

1
dai
P19t o
dai OB}

y realizando una expansién de Taylor:

I(ag+ Aag,....b, +Ab,) = I (ap,..., bn)@>°

donde Z T3, b

1 [e21 &1 &1
AI*2|idg.AaU Z(dzjaﬁWJbZH

se concluye que efectivamente la eleccién de los coeficientes minimiza (1).
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Ejercicio (expone Cepeda 17/11, los demas no entregan): determine
la serie de Fourier generada por f(x) = x + x? para —7 < x < 7.
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Convergencia de series de Fourier

Nociones de convergencia de series de funciones

@ Decimos que la serie de funciones > 2, f,(x) converge
puntualmente en (a, b) a f(x) si para cada x € (a, b) se tiene

lim |sk(x) — f(x)| =0,
k—o00

donde s (x) = S2K_, f(x). | s ¢ - £(x)) < 12

S e e

/\ Xjfélck)vlp).

N

Vk;k

| s (%) - c)l<1 Vezk

e
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Convergencia de series de Fourier

Nociones de convergencia de series de funciones

@ Decimos que la serie de funciones > 2, f,(x) converge
puntualmente en (a, b) a f(x) si para cada x € (a, b) se tiene

JimJsk(x) — £(x)] =

donde s(x) = Y, ().

@ Decimos que Y7 f,(x) converge uniformente en [a, b] a f si

kll’m (m{é);)]|sk(x)—f(x)\> =0.
—00 \ x€|a,

7 /\__‘./\\ /\/\
|s (-] < v;”é‘? éﬂ—FC*)\<1 Vr =
k> K, )\];(eta.;\;l €
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Considere la funcién f(x) = x en —m < x < 7, f(x) = f(x £ 2k~), k € N.

Jx)

=
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Considere la funcién f(x) = x en —m < x < 7, f(x) = f(x £ 2k~), k € N.

Jx)

=

La serie de Fourier generada por f es:

fN2Z k+lsen(kx).
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Considere la funcién f(x) = x en —m < x < 7, f(x) = f(x £ 2k~), k € N.

Jx)

\
I:J
|
444:&1114444
S
\i‘
[\)
g

La serie de Fourier generada por f es:

Observar que la serie se anula en x = &£, que es valor del promedio de los

limites laterales de f en esos puntos.
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Y =57(x))
y=x
1 X
—Br =2 - 7 2 3m
(@ .
y = s10(x)
y=x
- ! x
—1 JJT
(b)
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Analisis de la serie de Fourier alrededor de los puntos 7
Sea Entonces
"
wk
n .

s L ﬂ r(_ 2 kr\ _ ~sen(5) @
X,, Z se sten p =2 —
k=1 k=1 n
~ 2 Senx 4 X
o s
n
—
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Analisis de la serie de Fourier alrededor de los puntos 7
Sea x, = m — 7. Entonces

= 2(—1)kHE ™ e 2 km\ . x~ sen(ZX
sn(xn)szsenk(w—E)szsen — 722 oK
k=1 k=1 k=1 n
Asi, )
n
lim sn(xn) = 2Fse”(x) dx ~ 1,18
n—o0o 0
et
o X -
n
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Analisis de la serie de Fourier alrededor de los puntos 7
Sea x, = m — 7. Entonces

n n n mk
Sn(Xn):ZWSGHk(W—%):Z%SGH <k,:r> :2Zsen7£7k7)%
k=1 k=1

Asi,

n—o00 X

lim sn(xn) = 2/ () 4y ~ 1,187
0

Esta oscilacién no uniforme cerca de las discontinuidades se conoce como
fenédmeno de Gibbs.
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1%/11
Ejercicio (exponen Chiguano y Fiallos, los demas no entregan):
obtenga la serie de Fourier de

-1, —7m<x<0
f(x)=sgn(x) =<0, x=0
1, 0<x<m,

y f(x £ 2km) = f(x). Analice el fenémeno de Gibbs a la derecha del
origen, buscando los valores maximos de las sumas parciales s,. Haciendo
n — oo, calcule el valor del salto maximo.
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Extensién de funciones

Si f esta definida en (0, 7), podemos extender f de forma par:

N
Fa(x) = f(x), 0<x<m
¢ f(—x), —-m<x<0

o de forma impar:

Folx) = f(x), 0<x<m
Tl =f(=x), —m<x<0
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Series complejas de Fourier

Supongamos

f(x) :?0 Z (ap cos kx + by sinkx) .
k=1

Utilizando:

el + e i . el _ gir
COSY = ———, sSmMr — ————

reescribimos la serie de Fourier de f:

oo ikx —ikx tkx —ikx
Z [ +e € — €

{ak ( 2 ) g ( 2i )]
k=1 - ’

Qap > ap — lbk ikx Qy; + ’lbk —ikx
g () (252
k=1

fla) =

ro| 8

00
= ¢y 4 2 (Ck C2k:[: —‘rC,k Efik::c) .
k=1
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donde:
cp =

Ck

Pablo Ochoa (Fac. de Ingenieria)

g 1

2 "o flz)dx

/.

— ibg 1 /"
L B O 9- / f(z) (coskx —isin kz)dz
2r J_ -
1 i —ikx
o ] (z)e "“dx
%ﬁbk = 91 f(z) (coskx + isin kz)dz
2 J_.
1 " ikx
f(z)e™da.
2 J_.
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donde:

(o3
—ib, 1 ("
ak s %/ f(z) (coskx — isinkz) dx
713(:.7:
o [t
e p = ar + 36;‘" = i/ f(z) (coskx + isin kz)dz

1 r 2 2m
= ! f(x) e da.

Asi, obtenemos

f(z)= Z cp e —m < w <,

1 T —iRkT
Ec=% I (z) e ™ de.

con coeficientes
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Series de Fourier en intervalos arbitrarios

Supongamos que f = f(x) estd definida en [a, b]. Sea

= %(b+ a) + (bz;a) t, tel[-mma].

La funcién F(t) = f(x 2 esta definida en [—m, 7]y

bta) & (p- o
‘P( - —1{
F o~ ? + Z akcos(kt) + bysen(kt)),
k=1
donde 1/
2y = / F(t)cos(kt)dt, k=0,1, ...,
™ J—x

y

1 ™
bk = / F(t)sen(kt)dt, k=1,...
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Luego, la expansién para f en [a, b] es

km(2x — b — a) km(2x — b — a)
fN— - - 77 B S
+ E (akcos< P >+bksen< A >>,

donde ahora

2 P km(2x — b —
ayx = b—a/a f(x)cos <7r(>;_aa)> dx, k=0,1,..

2 b km(2x — b — a)
— f —_— k=1,..
by P /a (x)sen ( P > dx, ,
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En el caso particular en que [a, b] = [/, ], |a serie de Fourier generada

por f es
ao > kmx kmx
f~ > + Z <akcos (/) + bysen </)> ,
k=1
con /
1 k
ay = / f(x)cos <7rx> dx,
IJ_, /
Yy

1 [ k
by = // f(x)sen (7;)() dx.
—1
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En el caso particular en que [a, b] = [/, ], |a serie de Fourier generada

por f es
f ——i—Z aycos + bysen kmx
k k / )
con /
= 1/ f(x)cos <k7rx> dx,
J /
y

1 [ k
by = // f(x)sen (7;)() dx.
—1

Ejercicio (Expone Corteggiano 19/11, los demas no entregan):
obtenga la serie de Fourier de la extensién impar de la funcién f(x) = x
definida en —2 < x < 2.
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Convergencia de series de Fourier

Funciones suaves a trozos

Si f es una funcién continua a trozos en [a, b], si ' es continua en cada
uno de los intervalos (xj_1,x;) para j =1,...,ny los limites laterales
f'(xj—1+) y f'(xj—) existen, se dice que f es suave a trozos.
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Convergencia de series de Fourier

Si f es una funcién continua a trozos en [a, b], si ' es continua en cada
uno de los intervalos (xj_1,x;) para j =1,...,ny los limites laterales
f'(xj—1+) y f'(xj—) existen, se dice que f es suave a trozos.

Funciones suaves a trozos

Teorema de convergencia puntual

Si f es suave a trozos y periddica con periodo 27 en [—7, 7], entonces

(F(x4) + f(x=)),

N =

o0
a
?0 + ;(akcos(kx) + bysen(kx)) =

para toda x € [—m, 7.
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Teorema de convergencia uniforme

Sea f una funcién continua con periodo 27 y sea f’ una funcién continua
a trozos en el intervalo [—, 7]. Si ademds, f(—m) = f(r), entonces la
serie de Fourier de f converge a f uniformemente.
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Teorema de convergencia uniforme

Sea f una funcién continua con periodo 27 y sea f’ una funcién continua
a trozos en el intervalo [—, 7]. Si ademds, f(—m) = f(r), entonces la
serie de Fourier de f converge a f uniformemente.

Teorema de convergencia uniforme local

Sea f una funcién suave a trozos en [—, 7| con periodo 27, entonces la
serie de Fourier de f converge a f uniformemente en cada intervalo
cerrado que no contenga discontinuidades.
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Teorema de diferenciacidn de series de Fourier

Sea f continua en [—7, 7], con f(—m) = f(x), y sea f’ suave a trozos en

ese intervalo. Entonces, la serie de Fourier de f’ se obtiene diferenciando

término a término la serie de Fourier de f y esta serie converge a f/(x) en
los puntos de continuidad de 'y a (f'(x—) + f'(x+))/2.
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L)
g<% 4 EI (a, cos (kA \gkfpm{h*))b\
2 SN———
G-

Teorema de diferenciacidn de series de Fourier

Sea f continua en [—7, 7], con f(—m) = f(x), y sea f’ suave a trozos en

ese intervalo. Entonces, la serie de Fourier de f’ se obtiene diferenciando

término a término la serie de Fourier de f y esta serie converge a f/(x) en
los puntos de continuidad de 'y a (f'(x—) + f'(x+))/2.

A\

Teorema de integracién de series de Fourier

Sea f una funcién continua a trozos en [—m, 7| y periddica con periodo
27. Entonces, la series de Fourier de f (ya sea que converja o no), puede
ser integrada término a término.

(= -
fita=pc
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[coséx):(]——' \SC’\(X], \{)(6 [‘T‘;T“]z A

- Sen Cx) —Q—-g;

- .7 - n Tr
Ejemplo: la funcién f(x) = |sen(x)| puede representarse como

2 4N cos(2kx
= [sen ] = senlx) =+ ;Z(l_(—w))’
k=1 \
L4
Entonges de °
cos( )__§ >, ksen(2kx) ey
Xx) = 7rk:1—(1—4k2)’ T< Xx<T.
o7 -
L° —Sen W = =D E) 2k<05<2k’<\
N k=2 (I_lez)

Sen X= _%_ﬁ Zkz‘cos(,z_kx)
m k=1 (l"'\ k:]
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Series dobles de Fourier

Supongamos que f = f(x,y) es una funcién continuamente diferenciable,
con periodo 2:

f(x+2m,y) =f(x,y +2m) = f(x,y).
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Series dobles de Fourier

Supongamos que f = f(x,y) es una funcién continuamente diferenciable,
con periodo 2: y125 /D

f(x+2m,y) =f(x,y +2m) = f(x,y).

Asi, para cada y fijo, f(+,y) puede expandirse en una serie de Fourier
uniformemente convergente:

) = 29 15 (anly)cos(me) + boken(m).
m=1
con coeficientes ) {(x )
EN¢ \/+,2rrﬁ) am(y) = i/_ﬂ f(x, y)cos(mx) dx,
r S £(x yadT) eostmr™
™ _TW @(/y) = - f(x,y)sen(mx) dx.
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Expandimos los coeficientes:

o0
Am0 .
: 5 + E 1 (@pn cOsny + by sinny)
n=

oo
+ Z (Crnn cOSTY + dppp SINNY)
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Expandimos los coeficientes:

donde

)¢

a .
= 1;0 + (@, COSNY + by sinRY) |

n=1

Cmo
b () = ==+ Z Crn COS Y + dyyr SINNY)

1
n= o

m i
@Y"\h = -l“_ Q'ML"])CGS(V\)’)L)Y = __/L S gFCX,\/)CﬂZM‘

1w Tiw

A = —5 f (z,y) cos mz cosny dx dy, a—

- —_T

bin = _Zf f(z,y) cosmzsinny dz dy,
™ —m —_T

1 .
Crnn = —Zf f(z,y) sin mzx cosny dz dy,
™ —m —m

1 . .
A = —Zf f (z,y) sin ma sin ny dz dy.
™ —m —T
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Asi, la serie doble de Fourier de f es

o0
Z agy cos ny + by, sin ny)

n=1

B | =

aoo
f(ﬁ«"y)_T‘i‘

oo o0
+ E E (@mn cos mx cos NY + by cOS ME sin ny

1
+ Cop SIN T COS NY + dpy sSinmx sinny) .
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Asi, la serie doble de Fourier de f es

@po

f(ﬁ«"y)_T

l\.)l»—-

o0
Z agy cos ny + by, sin ny)

oo o0
+ E E (@mn cos mx cos NY + by cOS ME sin ny

+ Cop SIN T COS NY + dpy sSinmx sinny) .

Ejercicios (Huancho y Jacome 19/11, los demas no entregan):
pruebe que si f(—x,y) = f(x,y) y f(x,—y) = f(x,y), entonces sélo los
términos con cosenos permanecen.

Expanda en serie de Fourier la funcién f(x,y) = xy, —m < x <,
—T<y<m.
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