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El método de separacién de variables, también llamado método de Fourier,
combinado con el principio de superposicidn, es una técnica importante
que permite resolver problemas con valores iniciales y valores de frontera
que involucran ecuaciones diferenciales (lineales) en derivadas parciales.
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El método de separacién de variables, también Ilamado método de Fourie
combinado con el principio de superposicidn, es una técnica importante
que permite resolver problemas con valores iniciales y valores de frontera
que involucran ecuaciones diferenciales (lineales) en derivadas parciales.
La idea del método es proponer

u(x,y) = X(x)Y(y)

y entonces la ecuacién diferencial en derivadas parciales se transforma en
un problema de autovalores.
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Problema de la cuerda vibrante con extremos fijos

Supongamos que la tensién de la cuerda (de longitud /) es constante, que

la densidad es p con ¢ = T/p (c velocidad de propagacién de la onda), y
que tiene extremos fijos.
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Problema de la cuerda vibrante con extremos fijos

Supongamos que la tensién de la cuerda (de longitud /) es constante, que

la densidad es p con ¢ = T/p (c velocidad de propagacién de la onda), y
que tiene extremos fijos.

gt — gy = 0, 0<z<l t >0,
u(z,0) = f(z), 0<a<lI,
uw (2,0) =g (z), 0<az<l,
w(0,t) =0 t=0,
w(l,t)=0 t >0,

con f y g el desplazamiento y la velocidad iniciales, respectivamente.
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Problema de la cuerda vibrante con extremos fijos

Supongamos que la tensién de la cuerda (de longitud /) es constante, que

la densidad es p con ¢ = T/p (c velocidad de propagacién de la onda), y
que tiene extremos fijos.

gt — gy = 0, 0<z<l t >0,
u(z,0) = f(z), 0<a<lI,
uw (2,0) =g (z), 0<az<l,
w(0,t) =0 t>
w(l,t)=0
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Proponemos
u(x,t) = X(x)T(t) #0.

Sustituyendo en la ecuacién:
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Proponemos
u(x,t) = X(x)T(t) #0.

X 1! c X// ,

y entonces

X// 1 T//
22l _)\eR
X 271 €
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Proponemos
u(x,t) = X(x)T(t) #0.

X 1! c X// ,

y entonces

X// 1 T//

~ =5 —==A€R

X cc T
Esto da origen a dos ecuaciones diferenciales ordinarias (lineales, con
coeficientes constantes):

X" —AX =0,
T — AT =0.
A partir de u(0,t) =0,

u(0,t) = X(0)T(t) = 0 = X(0) = 0.

De forma similar, X(/) = 0.
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La ecuacidn caracteristica para el problema

AX =0, X(0)

)(// _
—_
es "
X = X 2 —\=0.

_(00OE

Jiz
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La ecuacidn caracteristica para el problema
X"—AX =0, X(0)=X(I)=0,

es
2 —\=0.

@ )\ > 0. La solucién general es
X(x) = Ae™ VM 4 BeVAx,

Las condiciones iniciaes implican

A+B=0, Ae VN1 BeVM —o.
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La ecuacidn caracteristica para el problema
X"—AX =0, X(0)=X(I)=0,

es

r>—\=0.

@ )\ > 0. La solucién general es
X(x) = Ae™ VM 4 BeVAx,
Las condiciones iniciaes implican
A+B=0, Ae VN1 BeVM —o.

Asi, A= B = 0. La solucién es trivial y por ende, no es de interés.

Pablo Ochoa (Fac. de Ingenieria) Métodos Matematicos Noviembre, 2026



La ecuacidn caracteristica para el problema
X"—AX =0, X(0)=X(I)=0,

es
2 —\=0.

@ )\ > 0. La solucién general es
X(x) = Ae™ VM 4 BeVAx,
Las condiciones iniciaes implican
A+B=0, Ae VN1 BeVM —o.

Asi, A= B = 0. La solucién es trivial y por ende, no es de interés.
@ A\ = 0. La solucién general es

X(x)=A+ Bx

y luego de aplicar las condiciones iniciales, obtenemos la solucién
trivial.
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@ A\ < 0. La solucién general es
X(x) = Acos(v/—Xx) + Bsen(v/=\x).
De las condiciones iniciales se obtiene A=0y
V=XM=nr,n=1,2, ..,

Yy entonces
An = —(nm/1)2.

Pablo Ochoa (Fac. de Ingenieria) Métodos Matemdticos Noviembre, 2026 6/34



@ A\ < 0. La solucién general es
X(x) = Acos(v/—Xx) + Bsen(v/=\x).
De las condiciones iniciales se obtiene A=0y
V=XM=nr,n=1,2, ..,

Yy entonces
An = —(nm/1)2.

Asi,
Xn(x) = Bpsen (nTﬂx> .
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@ A\ < 0. La solucién general es
X(x) = Acos(V —Ax) + Bsen(v—\x).
De las condiciones iniciales se obtiene A=0y

V=AN=nm,n=12 ..,

y entonces
An = —(nm/1)2.
Asi,
Xn(x) = Bpsen (nTﬂx> .
Luego,

Ta(t) = Cycos (nllct> + D,sen <¢t) ,

donde C, y D, son constantes arbitrarias.
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@ A\ < 0. La solucién general es
X(x) = Acos(V —Ax) + Bsen(v—\x).
De las condiciones iniciales se obtiene A=0y

V=AN=nm,n=12 ..,

y entonces
An = —(nm/1)2.
Asi,
Xn(x) = Bpsen (nTﬂx> .
Luego,

Ta(t) = Cycos (nllct> + D,sen <¢t) ,

donde C, y D, son constantes arbitrarias. Asi,

Uy (2,8) = X, (2) T, (1) = (gﬂ cOoS ?t + b,, sin ?f) sin (m;l)

satisface la ecuacién de onda y las condiciones de borde.
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Por superposicidn, la expresidn

i (an cos —f + b, sin ?t) (?)

n=1

es solucién de la ecuacidn de onda y satisface las condiciones de borde.
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Por superposicidn, la expresidn

w(z,t) = i (an cos ?t + b, sin ?t) sin (?)

n=1

es solucién de la ecuacidn de onda y satisface las condiciones de borde.

Derivando con respecto a t,

1
T/

Uy = i ? (—aﬂ si %t + b,, cos ?t) sin (?) .

Entonces

= . (NTI Xe€ (o4
u(z,0) sm (T) ._ C ’ )
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Observar que las igualdades anteriores se satisfacen si

! nwx
En = %/o f(z)sin (T) dz,
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Observar que las igualdades anteriores se satisfacen si

1

i o c .
ap = % /o f(z)sin (?) dz, by, = 2 g (z)sin (ﬂ?:ﬂ) dz,

nme Jo
En conclusidn, la funcién «(/
N
= no ” nwe nwxT
ul(x,t) = (a cos ——t + b,, sin —t) sin (—)
( 4 ) n; ™ E n E l

es solucién formal del problema considerado.
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Interpretacion fisica de u,

Las funciones X\\ (x) T (Z)

un(x, t) = (ancos(wnt) + bpsen(wnt))sen (nilx) , Wp= ame

se denomina modos normales de orden n de vibracién o n-ésimo arménico.
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Interpretacion fisica de u,

Las funciones

un(x, t) = (ancos(wnt) + bpsen(wnt))sen (m/rX) ,

se denomina modos normales de orden n de vibracién o n-ésimo arménico.
El primer arménico n = 1 se llama arménico fundamental y todos los
demds armodnicos son los sobretonos. La frecuencia del modo fundamental
es

con frec. angular

Esta es la Ley de Mersenne.

Pablo Ochoa (Fac. de Ingenieria) Métodos Matematicos Noviembre, 2026


Pablo
Lápiz


Interpretacion fisica de u,

Las funciones

un(x, t) = (ancos(wnt) + bpsen(wnt))sen (nilx) , Wp= ame
se denomina modos normales de orden n de vibracién o n-ésimo armanico.
El primer arménico n = 1 se llama arménico fundamental y todos los
demds arménicos son los sobretonos. La frecuencia del modo fundamental
es
T

mC
w1 = —, con frec. angular v; = —
/ 21
Esta es la Ley de Mersenne.
La expresién de u = ) up, representa el movimiento de una cuerda pulsada
como superposicion de los modos normales de vibracién con frecuencias
que son multiplos de la frecuencia fundamental.
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Interpretacion fisica de u,

Supongamos que la cuerda pulsada verifica que u:(x,0) = 0, entonces

t
un(x,t) = apsen (nilx> cos <n7r/c ) ,neN.
[

L J
X
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Interpretacion fisica de u,

Supongamos que la cuerda pulsada verifica que u:(x,0) = 0, entonces

t
un(x,t) = apsen (ﬂ/x) cos <n7r/c ) ,neN.

Estas ondas se llaman ondas estacionarias (no son ondas de propagacién, sino

distintos modos de vibracién de una cuerda).
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Interpretacion fisica de u,
—@ n=1
o h

Supongamos que la cuerda pulsada verifica que u¢(x,0) = 0, entonce - ==

t
O = un(x,t) = apsen @ cos (#) ,neN.

Estas ondas se llaman ondas estacionarias (no son ondas de propagacién, sino
distintos modos de vibracién de una cuerda).
Observe que la expresién de u, puede escribirse como:

(. t) = 52 (senF (x ct%—i— senF(x + ct]) ,

lo que muestra que una onda estacionaria es una suma de dos ondas de
igual amplitud que viajan en direcciones opuestas, onda incidente y
reflejada (en correspondencia con la solucién de d'Alambert).
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Interpretacion fisica de u,

No elas
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Interpretacion fisica de u,

Observar que se las ondas estacionarias se anulan para

Son los nodos del n-ésimo armdnico.
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Interpretacion fisica de u,

Observar que se las ondas estacionarias se anulan para

Son los nodos del n-ésimo arménico. Para que se den los modos
armonicos, la longitud de la cuerda debe cumplir

/= né, siendo A longitud de onda.

A=2/
h

Noviembre, 2026 12 /34
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Interpretacion fisica de u,

Observar que se las ondas estacionarias se anulan para

Son los nodos del n-ésimo arménico. Para que se den los modos
armonicos, la longitud de la cuerda debe cumplir

siendo A longitud de onda.

Ahora bien, la velocidad de la onda propagada c se relaciona con la
frecuencia del motor v (sistema en resonancia: v = v,) mediante

c= v

Con lo cual,
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Interpretacion fisica de u,

Luego, para que se produzca una onda estacionaria, necesariamente se
debe cumplir
4121%p T —~ 1
T=—. he
n
En la experiencia, la lnica variable es T.
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Sélo se producen ondas estacionarias cuando el motor entra en resonancia
con la cuerda, es decir, cuando la tensidn satisface la condicion de
resonancia. Fuente: https://www.youtube.com/watch?v=iUNloGvwvhO.
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Ejercicio (exponen Montdfar y Orozco 24/11, los demas entregan
19/11): Considere una cuerda con extremos fijos. Suponga que la cuerda
es pulsada de tal manera de formar un tridangulo isésceles de altura h.
Suponga que g(x) = 0. Obtenga las ondas estacionarias y la expresién de
u como superposicion de las ondas estacionarias.
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Teorema de existencia y unicidad

Supongamos que f” es continua en [0,/], f(0) =f(/)=0y
f”(0) = f”(/) = 0. Ademds, supongamos que g’ es continua en [0, /], con
g(0) = g(/). Entonces, existe una tnica solucién del problema
(=2) AN
Upp — gy = , D<z<l, t >0,
—pu(z,0)= f(x), 0=<z<I,
u (2,0) =g (z), 0<z<l,
b u(0,4) = 0 t>0
—eu(l,t)=0 t>0
(1-) QLéJ__ ) clztxx':o C:U:) ’Lf_{{-c‘k,x_—:c
wix;o)=* Wl X037 9
@ Uy lx;9) ‘-'UL(,O"t)=1"('L;t):O &Lx;o):’u(w,ﬁ\
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Demostracion

Primero,
nmx
(%) ng_l ansen ( —;

y la convergencia es uniforme en [0, /].
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Demostracion

Primero,
nmx
(%) nE_l ansen ( —;

y la convergencia es uniforme en [0, /]. [-ﬂ’ )L]
Extendemos f de forma impar a R definiendo

F(x) = i apsen (nilx> , x€eR
n=1

Asi, F(x) = f(x) si x € [0,/], F esimpary F(x £2/) = F(x).
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Demostracion

[
Primero, ,L('J (L" {}
f(x):Zansen(nilx) - 1[F(L-Cz€)
n=1 2. ) _
y la convergencia es uniforme en [0, /]. tFCL +C{j-

Extendemos f de forma impar a R definiendo ¥
0

F(2)= T e :
FZZ) %(l Za,,sen( ) x € R.
FEO = "~y 0.

Asi, F(x) = f(x) si x € [0,/], F es impary

Sea SN~— 1 /l(_ (x; O) - -‘
u(x, t)zE[F(X—ct)—i-F(x—Fct)]. 1

Entonces u; satisface las condiciones de frontera y la condicién inicial.

%, (o;4)= 1 (Fl-c® + FCe¢)] =0
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Ademds, como F’ existe y es continua,

8U]_ . 1 / /
W(x, t) = 5 [—cF'(x — ct) + cF'(x + ct)]
y entonces 5 . 1
g — = [—cF '(x)] = 0. = a ()
D (x,0) 5 [ cF'(x) + cF (x)] 0. 9
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Ademds, como F’ existe y es continua,

Our

1 / !
oy (x,t) = 5 [—cF'(x — ct) + cF'(x + ct)]

y entonces

du 1 / /
aTl(X’ 0) =5 [~eF'(x) + cF'(x)] = 0.

Por otro lado, como " es continua en [0,/] y f”(0) = f"(/) =0, F" es
continua en Ry

82ul 1 2 " 1"
W(X, t):§c (F"(x — ct) + F"(x + ct))

a2U1 . 1

W(x, t) 5 (F"(x —ct) + F"(x + ct)) .

Asi, up satisface el problema original con g = 0.
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Por las hipétesis en g, tenemos

st 330 (7)o (7).

y la convergencia es uniforme en [0, /].
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Por las hipétesis en g, tenemos

st 330 (7)o (7).

y la convergencia es uniforme en [0, /]. Considere la extensién periddica
impar de g en R:

G(x) = 3 cnpsen o , Ch= —mrc,
nz; < / > /
y defina

1 xX+ct 1 t 1 t
up(x,t) = / G(T)dT:/ G(X—CT)dT+2/ G(x + cT)dT.
0 0

z xX—ct 2

Ejercicio: compruebe, justificando cada paso, que up es solucién de la
ecuacion de onda, que up(x,0) =0, up(0,t) = wr(/,t) =0y
Oup /0t(x,0) = g(x).
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Por lo tanto, la funcién
U(X7 t) = U]_(X, t) + U2(X7 t)

es solucién del problema original.
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Por lo tanto, la funcién
U(X7 t) = U]_(X, t) + U2(X7 t)

es solucién del problema original.

Para ver la unicidad, supongamos que hay dos soluciones u 'y v del
problema original. Entonces w = u — v es solucién del problema con datos
nulos.
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Por lo tanto, la funcién
U(X7 t) = U]_(X, t) + U2(X7 t)

es solucién del problema original.

Para ver la unicidad, supongamos que hay dos soluciones u 'y v del
problema original. Entonces w = u — v es solucién del problema con datos
nulos.

Consideremos la energia total de la cuerda vibrante en t:

1 i
E(t) = 2/0 Awi(x, t) + wi(x, t) dx.

wti - C'_L/wxvf =0

Ul x.0) = O L=
w, (%;0= O
(o, ¢)= Wi, &) =9

S
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Por lo tanto, la funcién
U(X7 t) = U]_(X, t) + U2(X7 t)

es solucién del problema original.

Para ver la unicidad, supongamos que hay dos soluciones vy v de
problema original. Entonces w = u — v es solucién del problema con datos
nulos.

Consideremos la energia total de la cuerda vibrante en t:

E(t) = % /O w(x, t) dx.
| S —
dE

t / I
—t(t) = / P Wy Wi+ Wy Wy dx = (czwxwt)\é—/ C? Wy Wy X dx+/ wew;t dx = 0.
0 0 0

Observar que
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Por lo tanto, la funcién w (x;01=0

X.:01= O
th ;

= O

u(x, t) = ui(x, t) + ua(x, t)

es solucién del problema original.
Para ver la unicidad, supongamos que hay dos soluciones vy v de

problema original. Entonces w = u — v es solucién del problema con datos
\/\/—\’
nulos.

Consideremos la energia total de la cuerda vibrante en t:

O

s
o
Observar que C ENX(L £) Wtu t) - w (o, W, (o; J)

2
chif(t) _ /ZQC Wi Wy +Ws Wy dX ./ c Wt@ dx+/ Wt@dx =0.

Asi, E = C. Evaluando en t = 0 y usando las condiciones iniciales, C = 0.
Luego, w(x, t) = c y usando condiciones iniciales, w = 0 para todo x y t.

Wiy =6 gy E(t) = /[2 w2(x, t) + wi(x, t)\dx.
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El problema de conduccién del calor

Consideramos una varilla de longitud /. La varilla es lo suficientemente
delgada para asumir que calor se distribuye uniformemente en cada seccién
transversal. La superficie de la varilla estd aislada. La distribucién de
temperatura estd dada por la solucién del problema:

U = ktty,, 0<ax<l, t>0,
u(0,t) =0, t =0,
u(l,t) =0, t =0,
w(z,0)=f(z), 0<z <L
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El problema de conduccién del calor

Consideramos una varilla de longitud /. La varilla es lo suficientemente
delgada para asumir que calor se distribuye uniformemente en cada seccién
transversal. La superficie de la varilla estd aislada. La distribucién de
temperatura estd dada por la solucién del problema:

U = ktty,, 0<ax<l, t>0,
u(0,t) =0, t =0,
u(l,t) =0, t =0,
w(z,0)=f(z), 0<z <L

Por separacién de variables, asumimos
u(z,t) =X (z)T (t) #0.
y entonces

X _ -
X AT :
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Asi,

X"+ a’X =0,
T + kT = 0.

Recordamos
w(0,t) = X (0)T (t) =0, w(l,t) =X ()T (t)= 0.
Luego,

X"+a’°X =0,
X (0)=0, X (1)

|
=
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Asi,

X" +a*X =0,
T + kT = 0.

Recordamos

w(0,t) = X (0)T (t) =0, w(l,t) =X ()T (¢t)=0.
Luego,

X"+a’X =0,
X (0) =0, X (I)=0.
La solucién general del problema anterior es
X(x) = Acos(ax) + Bsen(ax).
Usando X(0) = 0, se obtiene A= 0.
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La segunda condicién

implica

Por ende,

Pablo Ochoa (Fac. de Ingenieria)

X(I) = Bsen(al) =0

nm

Xn(x) = Bpsen (HLIX) ,neN.
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La segunda condicién
X(I) = Bsen(al) =0

implica

—,neN.

Qp — |

Por ende,

Xn(x) = Bpsen (HLIX) ,neN.

Con respecto a T, la solucién general es

To(t) = Cpe (/K p e N.
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La segunda condicién
X(I) = Bsen(al) =0

implica

T,nGN.

Qp —

Por ende,
Xn(x) = Bpsen (nilx) ,neN.

Con respecto a T, la solucién general es
2
To(t) = Cpe= (/K e N,

Por superposicién,
> 2 nmx
u(x,t) = Z ane” (/) Kt s (T)
n=1

es una solucién formal de la ecuacion del calor.
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u satisface la condicidn inicial si

u(x,0) = f(x Z apsen (mlrx)
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u satisface la condicidn inicial si

u(x,0) = f(x Z apsen (mrx)

Asi, si f puede expresarse en términos de una serie de senos de Fourier con

2 /
anp = //0 f(x)sen <?> dx,

coeficientes

la funcién u dada por

u(x,t) = ij:l (3 /OI f(x)sen (nilx> dX) e~ (nm/*ktgep (nilx)

es una solucién formal del problema original.
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Teorema de existencia y unicidad

Supongamos que f es continua en [0, /], que f(0) = f(/) =0y que f’ es
continua a trozos en [0, /]. Entonces, existe una dnica solucién del
problema

up = kg, O0<xz<l, t>0,
w(0,1) =0, t >0,
u(l,t) =0, t >0,
w(z,0)=f(z), 0=<z<l
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Ecuacién de Laplace

O:ﬂé: ]CA'L u{:kuxx
Considere la distribucién estacionaria de temperatura en una placa
rectangular delgada. Dos lados estan aislados, un lado se mantiene a
temperatura cero y la temperatura del lado restante estd prescrita por
f(x). Por lo tanto, se requiere resolver

Al =V2u=0, 0<x<a O0<y<b,

b G

sujeto a las condiciones de frontera

S@ u(x,0) = f(x), 0<x<a,
@ ’b(_x u(x,b) =0, 0<x<a, S f =
Wy

ux(0,y) =0, ux(a,y) =0.
qs
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Sea
u(x,y) = X(x)Y(y).

Al sustituir esta expresién en la ecuacién de Laplace se obtiene
X" —AX =0, YY"+ Y =0.

Como las condiciones de frontera son homogéneas en x =0y x = a, se
tiene A = —a?, con a > 0, para soluciones no triviales del problema de

valores propios
X" +a?X =0,
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Sea
u(x,y) = X(x)Y(y).
Al sustituir esta expresién en la ecuacién de Laplace se obtiene

X' —=AX=0, Y'+IY=0.

Como las condiciones de frontera son homogéneas en x =0y x = a, se
tiene A = —a?, con a > 0, para soluciones no triviales del problema de

valores propios
X" +a?X =0,

La solucién general es

X(x) = Acos(ax) + Bsin(ax).
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La aplicacién de las condiciones de frontera produce

B=0, a=-—, n=012,.

Por consiguiente,
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La solucién de la ecuaciéon para Y es
Y (y) = Ccosh(ay) + Dsinh(ay),
la cual puede escribirse en la forma
Y (y) = Esinh(a(y + F)),

donde .
E = (D? — C?)!/2 F— tanh™"(C/D)
Y a *
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Aplicando la condicién de frontera homogénea Y(b) = 0, obtenemos
Y (b) = Esinh(a(b+ F)) =0,

lo que implica
F=—b, E #0,

para soluciones no triviales. Por lo tanto,

u(x,y) = <bby> % + ni:o:l an cos(niax> sinh {n?ﬂ(y - b)} :
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Ahora aplicamos la condicién de frontera no homogénea restante para
obtener

u(x,0) = f(x) = ——i—Zancos( >S|nh<—m;b>.
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Ahora aplicamos la condicién de frontera no homogénea restante para
obtener

u(x,0) = f(x) = ——i—Zancos( >S|nh<—m;b>.

Como esta es una serie de cosenos de Fourier, los coeficientes vienen

dados por

2 a

ag=- | f(x)dx,
a.Jo
a
an, = f(x) cos ) dx, n=1,2,
sinh ( 7k /0
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Por tanto, la solucién es

u(x, y) = <by> a ia:sinh(":(b—y)) cos(nzx) 7

b

donde
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Por ejemplo, si
f(x) = x, O<x<m,
entonces (observe que a = ) se obtiene

ap =T,

o= (-1 1],

" mn?

y, por consiguiente, la solucién es

woy) = =)+ Y 1)
n=1
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O<y<m,

n=12,...

sinh(n(m — y))

sinh(nT) cos(nx).
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